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Coordenadas Polares
...Algo sobre Coordenadas Cartesianas o Rectangulares
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Coordenadas polare

Posicion de un punto en coordenadas polares

En el sistema de coordenadas polares, un punto P del plano se representa por un par (r,#) donde r
es la distancia del origen (llamado polo) al punto dado y # es el @ngulo de inclinacion del radio vector OP
con respecto al semieje positivo X llamado eje polar.

P (r, 0)

) 0
0\. Polo - Eje Polar

OBSERVACION: En lo que sigue trabajaremos con el angulo medido en radianes.



La figura muestra tres puntos en el sistema de coordenadas polares. Obsérvese
que en este sistema es conveniente localizar los puntos con respecto a una reticula de
circunferencias concéntricas intersecadas por rectas radiales que pasan por el polo
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EJEMPLO En coordenadas polares, el punto P =(3, 7/6) es ubicado dibujando primero un rayo que
parte en el polo que forme un @ngulo 6 = /6 con el semieje positivo (eje polar). Luego, sobre dicho radio
y desde el origen se mide r = 3 unidades. Notar que el mismo punto del plano pudo haber sido localizado

usando las coordenadas polares (3,—117/6), mads atin P=(3,7/6+2nn)paran€Z.

Extension de larepresentacién ‘Todo punto P=(r, #) tiene infinitas representaciones

(r.6)= (r,0 +2km) con keZ
T (—r,80+m7+2km) con keZ

Note que el origen o polo es representado por todos los puntos de la forma (0,8) con 6 €R.



Férmulas de transformacién y (r. 8)
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“Eje polar-

(Origen) X (eje x)

Para establecer una relacion entre coordenadas polares y rectangulares, se hace coin-
cidir el eje polar con el eje x positivo y el polo con el origen, como se ilustra en la
figura 10.38. Puesto que (x, y) se encuentra en un circulo de radio r, se sigue que
r> = x2 + y2. Para r > 0, la definicion de las funciones trigonométricas implica que

M

y X
tan @ = =, cos @ = —, sen f = —.
0 e 0 p y 0 p

<

Si r < 0, estas relaciones tambi€n son validas, como se puede verificar.



Transformaciéon (o cambio) de coordenadas

Las coordenadas polares (r, #) de un punto estdn relacionadas con las coorde-

nadas rectangulares (x, y) de ese punto como sigue.

)

2. tant9=l
X

1. x=rcos 6

y = rsenf rr=x*+y?

EIEMPLO
a rectangulares

a) Dado el punto (r, ) = (2, ),

b) Dado el punto (r, ) = (\/§, 7r/6),

xX=rcos@=2cosmT=—2

y=rsenf = 2senm = 0.

-

Transformacion (o cambio) de coordenadas polares

= \/§C087T=

6

— \/§ sen%
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(r,0)= (\/5’ %)
T .
(r.0)=(2.m) (x.y) =(%3§)
e —t

-2 -1
(xy)=(2,0)

(v, y) = (3/2, V3/2).



EIEMPLO  Transformaciéon (o cambio) de coordenadas
rectangulares a polares

.‘.‘
—[(r I
a) Dado el punto del segundo cuadrante (x,y) = (—1, 1), > l (7, 6) '(2’ 2)
I (x,y)=(0,2)
rs 9 = 29 e
ang=2=—1 = g=2 r.0)=(2.7)
X 4 * e

L : . (x,y)=(1L1)
Como 6 se eligié en el mismo cuadrante que (x, y), se debe usar un valor positivo ’

para 1 o -
r= \/szvz 2 -1 ] -
= V(=1 + (1) (r. 0) = (\/5, 377/4).
= /2

b) Dado que el punto (x,y) = (0,2) se encuentra en el eje y positivo, se elige
6 = /2y r = 2, y un conjunto de coordenadas polares es (r, 8) = (2, 7/2).



EIEMPLO  Trazado de ecuaciones polares

Describir la grafica de cada ecuacion polar. Confirmar cada descripcion transforman-
do la ecuacion a ecuacion rectangular.
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a) r=2

e
Solucion &J
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a) La grafica de la ecuacion polar r = 2 consta de todos los puntos que se encuentran
a dos unidades del polo. En otras palabras, esta grafica es un circulo que tiene su
centro en el origen y radio 2. Esto se puede confirmar utilizando la relacion

r> = x? + y? para obtener la ecuacion rectangular x* + y? = 22
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Solucion n

b) La grifica de la ecuacion polar # = /3 consta de todos los puntos sobre la semi-
rrecta que forma un dngulo de /3 con el semieje x positivo.
Para confirmar esto, se puede utilizar la relacion tan # = y/x para obten-
er la ecuacion rectangular

y=/3x

c) r =secél

Solucion
¢) La grafica de la ecuacion polar r = sec 0 no resulta evidente por inspeccion sim-
ple, por lo que hay que empezar por pasarla a la forma rectangular mediante la
relacion r cos 6 = x.
r = sec 6
rcos =1
x=1
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Grafica en coordenadas polares

Sea f una funcién de una variable a valores reales (f : D C R — R). Definimos el
subconjunto de R? de todos los puntos de coordenadas polares (r, §) que satisfacen la ecuacion

r=f(0)

este conjunto puede ser escrito en coordenadas cartesianas en la forma

G = {(rc:osé),'rsenf))GRQ:'er(9),9€D0111(f)}
= {(f((-))c:os@,f(@)sen@)ERQi # € Dom (f)}

al conjunto G se le llama grafica polar de f y la ecuacioén que la origina es llamada ecuacion
polar de f.

Ejemplo Considere la funcion constante f () = ¢ entonces la ecuacion
r==c

define una circunferencia con centro en el origen y de radio |¢|.

Ejercicio Graficarr = ¢’ con § € R.



Para graficar en el plano una ecuacion en coordenadas polares es conveniente hacer un

analisis previo antes de ubicar puntos para simplificar la construccion de la grafica. En este
analisis se consideran las nociones de interceptos, simetrias, extension.

Observacion N
Como sabemos todo punto de coordenadas (7, #) coincide con el punto de

coordenadas (—r,6 + 7), de esto se sigue que si la ecuacion de una curva en coordenadas
polares es de la forma

r=f(0)

entonces la misma ecuacion tiene las representaciones

(=1)"r = f(6 + nm)
para n € Z. Es por esta razon que las ecuaciones r= 1 y r = —1 son la misma circunferencia y también la
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Extension

Diremos que la grafica de la ecuacion » = f (#) es acotada si existe M > 0 tal que
7| < M para 6 € Dom (f)

esto nos dice que la grafica esta encerrada por una circunferencia de radio M.

Ejemplo 1. r = 4sen(46)cosf es acotada, mas aun |r| < 4 para f € R.

2.r = ¢’ para § € R es no acotada.



Simetrias respecto al eje polar

La grafica de una ecuacion es simétrica respecto al eje polar si al reemplazar 6 por —6 la
ecuacion polar no varia. También es posible verificar la simetria respecto al eje polar, si al
cambiar simultineamente

rpor —r
y la ecuacion no varia.
6 porm—40
Observacion Cuando decimos que la ecuaciéon » = f () no cambia estamos

diciendo que se obtiene una de sus multiples representaciones (—1)" r = f (6 + nx). r:6)

Ejemplo 0

r =(1+cose) AN

(r;-0)

v



Simetrias respecto al eje perpendicular al polar

Sial reemplazar 6 por m—# la ecuacion polar no varia (o al reemplazar en forma simultanea

r por —ry f por —f) entonces la ecuacion es simétrica respecto al eje normal.

(r ; ©—0) /

Ejemplo T
La grafica de r = 4sin f es simétrica respecto al eje perpendicular al polar.

\(r;ﬁ)

v



Simetria respecto al polo

Si la ecuacion polar no cambia al reemplazar r por —r (o # por € + 7) entonces la grafica

es simétrica respecto al polo

Ejemplo

2=

2 = g*sen26
Lemniscata

(r;90)

v

(-r;9)




Curvas rosa

n pétalos si n es impar
2n pétalos si n es par
(n=2)

Circulos vy lemniscatas
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Caracoles

r=a =+ bcoséf
r=a =+ bsenf
(@a>0,b>0)

n Y
2 2
3 3
2 2
a a
- <1 -=1
b b
Caracol con lazo Cardioide (forma
interior de corazon)
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Ejemplo . Graficar r = 1 + cos 6

1. Note que |r| = |1 4 cos | < 2 luego el grafico esta dentro de la circunferencia de radio
2.

2. Interceptos.

D|%::1wl=l©%
O =] =

1

3. Simetrias: Se verifica que la grafica es simétrica solamente respecto al eje polar. Por
tanto basta dibujarla en el semiplano superior.

7 . 1.5 +
4. Ahora damos algunos valores de angulos conocidos

6 0 /6 /3 w/2  27/3 5 /6 m Z/\
P2 1+(V3/2) 32 1 1-(1/2) 1-(V32) 0




Interseccion de curvas
Como ya sabemos una ecuacién polar r» = f (f) tiene las representaciones
(—1)"r = f (6 +nn)

por lo cual encontrar las intersecciones de dos ecuaciones polares

r = f(0)
r = g(0)

puede implicar resolver mds de un sistema de ecuaciones



Ejemplo Hallar los puntos de interseccion de las graficas de

r=2cos(20) yr=1



Ejercicios

1. Determinar todos los angulos # que satistacen 0 < 6 < 27y

1)senfl =0 2)senf = :t% 3) cosf = j:%

_ _ |
4) sent) = - cost 5)tanf = +v/3 6) tanf = +—=
7) cosezil.zé 8) tanf = +1 9) cosf =0

2. Hallar las coordenadas polares (r,6) con @ < |0, 27| de los puntos en coordenadas cartesianas siguientes

a) (2,2) b) (—2v/3,-2)
0) (V3,-1) d) (0,-3)



3. Graficar los siguientes puntos que estan en coordenadas polares y encontrar sus coordenadas cartesianas
respectivas

a) (4,%) b) (—4,-F)

) (\/5, T d) (6, 5 +2n7r) conn < Z

4. Escribir las siguientes ecuaciones cartesianas en términos de coordenadas polares

2 y? 4, 4_ 2, 2
a)z+?=1 b)zy =1 Qr  +y =x"+vy
d)z?=1—dy e) 2% +y? — dz +2y =0 D (22 +12)" = day (22 — ?)

5. Expresar cada una de las siguientes ecuaciones dadas en coordenadas polares en términos de coordenadas
cartesianas x, y.

3
a) r = sen () b) r =3+ 2cos (6) L)I—m
d)r=2 e)(?:z f) % = 2sen (26)

6



6. En los siguientes problemas graficar cada ecuacion polar. Localizar interceptos, probar simetrias y hallar
las tangentes en el polo.

1H)r=2 2) r = 6cos (50) 3)rcos(0) =2
4)rsen(0) = —2 5) r = 4sen (260) 6) r = 4cosf
7)9:% 8) r = —4sen f 9)r =1 —cosf

10) r =4 — 3sen# 11) r =2 (1 + cos @) 12) r =2+ 4senf
13)r=40 14) * = 9sen (26) 15) 2 = —25cos (26)

7. Gratficar y hallar las coordenadas polares de todos los puntos de interseccion
de los siguientes pares de graficas polares

a) r=1+senf y r =1+ cosf

by r=2+cosl y r =>5cost

c) r=2cos(36) y r=1

d) r=1+cosf y r = 3cosf
y

e) r=1+cosf r=1—senf
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