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Area en Coordenadas Polares

Vamos a considerar el problema de hallar el drea de una regién plana encerrada por la grafica de una

ecuacion polar y por dos rayos que parten desde el origen.
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Un circulo de radio r, un sector circular de angulo central 6

‘ (medido en radianes) tiene un area de 1
12
=—r<f

~ -
.....
--------

Dada una ecuacion en coordenadas polares r = f(#) donde f es una funcién continua y positiva,

que estd definidasobrea < 6 < 8, ylaregion R de drea A encerrada por la gréafica de la ecuacién r = f(0)

y por losrayos 8 =a y 8 = f§ con a <  que parten desde el origen.



. 0=5 | Consideramos una particion

— ‘,,4\.10 P ={a=60y<6...<0,_1<0,=P} la que deter-
/ =R

[ — / N/ mina n subintervalos [0, 0] para k = 1,2,...,n.

AN, En cada uno de esos intervalos seleccionamos un

angulo 6; arbitrario entonces el area encerrada
por la gréfica entre los rayos 8 = 60— y 8 = 0 es

el = Ji0) aproximadamente igual d
o % (£ (62)) a0

de esta forma el drea total encerrada es aproximada-

. mente .
1
A~y > (1(6)) 6
Si f es continua entonces k=0
im 32 (7 () a00= [ 2 (r0y7as
|2l—0&=d 2 |7 UK )



DEFINICION Sea f : [a@,f] — R una funcién continua y positiva. Sea R la regi6n encerrada por la

grafica de la ecuacion en coordenadas polares r= f(6) yporlosrayos 6§ =a y 6§ =pf. EléareadeR
estd dada por

B ,

a



Ejemplos

1. Calcule el area de la region encerrada por uno de los cuatro pétalos de la rosa

r = cos(20).
Solucion:

Los limites de integracion se obtienen de las soluciones de la ecuacion:

cos(20) =0 = 0= % , en el primer cuadrante.

=
4

cos?(20)do

—
3

Por simetria:

A=

+ 2] ¥ cos(20)d0 = [ ¥ cos?(20)de = [ 13050 4

1
2 0 2

_ 1% _ I
A= 5[ (1+cos(49))do = &



2. Considere la ecuacion polar r = 4sin(30). Calcule el area de un pétalo.

Solucion:
4 =L [¥(4sin(30))%d0 = L [T 165in?(30)d0
270 270
of¥ .2 o5 1 =cos(60)
A_sjo sin (30)019_8[0 5 do

A= 4[7(1 - cos(60))do 47”




Para calcular el area de la region encerrada por las graficas de dos ecuaciones polares
r=f@)yr=g(f)yporlosrayos = o, = fdonde o < By g(f) < f () primero

calculamos el drea mayor y le restamos la menor es decir




Ejemplos

1. Calcule el area de la region interior a »* = 2cos(26) y exteriorar = 1.

Solucion:

Por simetria, se calculara 4 veces el area de la region en el primer cuadrante.

Puntos de interseccion:

N

2c0s(20) =1 = cos(20)=% = 0

A=4. (%I()%Zcos(%))d - %Ifdf)) = 2]‘0%(2005(20) - 1)do = J3 - %




Calcule el area de la region encerrada dentro de la circunferencia r = 3sin(f)

y fuera de la cardioide » = 1 + sin(0).

Solucién:

Puntos de interseccion:

3sin(0) = 1+sin(@) = sin(0) = %
- 9= g=ng-L =30
6 6 6

2] (3sin(0))>do - ?(1 + sin(0))*do
L]
a-1. 2[’:;' 9sin’(0)d0 - L « 2]2(1 + sin(0))%d0
A= [?9sin(0)d0 — [ 2 (1 +sin(0))2d0
L] L]

A= I§(3—400520—2sin0)d0 =7
¥



Calcule el area de la regién que es interior a la cardioide r = 3(1 + cos(0))
y exterior a la circunferencia r = 3.

Solucién:

Puntos de interseccion:

3(1+cos(@)) =3 = cosf) =0

= 0 = % V 0= 37” (menores que 2r)
Por simetria,
A=2 (joz 1(3(1+ cos(0)))?d0 - |7 L.« 3%19)

A= [79(1+cos(0))d0 - [ ¥ 9db
A= [2(9(1+cos(0))*-9)do

4 =9[F(2c050) + 5120 Y g

_ 9% _ O
A= 2j0 (4c0s(0) + 1 +cos(20))dd = 18 + =7



Ejercicios

Hallar el area de la region limitada por la (s) curva (s):

a) r = 2+ cosf en el primer cuadrante

b) r =senf
¢) Dentro de la circunferencia r = a y fuera de r = a (1 — cos#)
d) r=2—senf

e) Dentrode r =senf y fuerade r =1 — cos#

f) 22 +y?*=/2?2+y?+xylacurvar =1+ cos(26)
g) 1% = 2a”*sen (36)

Dadas las curvas (1) r =2cos (20) y 2) r =1

a) Hallar el area dentro de (1) y fuera de (2)
b) Hallar el area fuera de (1) y dentro de (2)

c) Hallar el area de la region interior a ambas curvas.
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