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TEOREMA

Sean f(t), g(t) funciones definidas en [a, b] y derivables por tramos tales que

C:{x = 1@ t €la,b]
y = gl

describe una curva cerrada simple orientada en sentido positivo. Entonces
f(e) gl

1 b
=5L i) g

es el drea encerrada por la curva.

b
1
dt:gj (f()g'()—f'(t)g(r))dt




Integrales con ecuaciones paramétricas

;,Como hallar el area bajo una curva definida paramétricamente? Recordemos la cicloide definida por las ecuaciones
z(t)=t—sent, y(t)=1— cost.Supongamos que queremos hallar el drea de la regién sombreada en el siguiente grafico.

yi

6+ Xx(t) =t — sent

y(t) = 1 — cost
34+

} : 1 : : } 0 } } } 1 } : ;
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Para derivar una formula para el area bajo la curva definida por las funciones

r=z(t), y=y(t), a<t<b,

asumimos que Z(t) es creciente en el intervalo t € [a, b] y x (¢) es diferenciable y comienza con una particién
igual del intervalo a < t < b. Supongamos quetg = a < t; < t9 < --- < t, = by considere el siguiente
grafico.

Yi

Utilizamos rectangulos para aproximar el area bajo la curva. La altura del i—ésimo rectangulo es y(ti _1), por lo

que una aproximacion del area es
> i Y(tia) ((ti)-z(tia)
o L &) =) (L
- Z"=1y(t’“l) (tti1) (t‘ t‘”l)

— f: y(t) x’ (t) dt como méx.{ (t,-— t,-_l) } — 0

x(t,) x(t,) x(tn;x



(=(t;)-=(ti 1) '

la funcion y(t,-_l) (i tia)
1 -1

Entonces una suma de Riemann para el area es

An = 2": y (33 (Zz)) (@ (t:) — = (ti1)) -

1=1
Multiplicando y dividiendo cada area por t;—%;_1 da

Multiplicando y dividiendo cada area por t;—%;_1 da

- $(e () (- S (1) ()

Si tomamos el limite a medida que n se acerca al infinito da

b
A= limAn=/ y(t)z' (¢) dt.

n—0o0

Si los valores de T es una funcién decreciente para @ < t < b, una derivacion similar mostrara que el area viene

dada por —f: y(t)x’(t) dt = f: y(t)x’(t) dt



TEOREMA

Area bajo una curva paramétrica

Considere la curva plana que no se interseca definida por las ecuaciones paramétricas

z=z(t), y=y(t), a<t<b

y asuma que T (t) es diferenciable. El area bajo esta curva esta dada por

b
b !
A = y(t)z (¢) dt
Azf y(8)z (t) dt. /
a 2
=/ (1 —cost)(1l—cost) dt
0
EJEMPLO 2 )
= (1 —2cost+ cos“t)dt
0
2
Calculo del area bajo una curva paramétrica _ / (1 _9cost+ 1+ ;03 2t) d
0
Halle el area bajo la curva de la cicloide definida por las ecuaciones 2 73 cos 2t
= 3 2cost+ 5 d
0

z(t)=t—sent, y(f)=1—cost, 0<t<2r. )
= 3—2t —2sent+s‘3‘+2‘t|07r

= 3.



2.- Calcular el drea encerrada por la curva:
o4y - Cos(1)[2 — cos(21)]

x(t) 2
y(#) = sen(t)[2 : cos(21)]
Solucion: B
Area: }

A= }y(t)-x'(t) dt

0

Obsérvese que por simetria es el doble y que los limites son entre &t y 0.
0

2. y(©)-x"(t) dt = .

n



x(1) = In(t)

3. Para la curva dada en forma paramétrica y(t) = %(f N %] se

pide, para el intervalo 0 < x < 1:
Area encerrada entre la curva y el eje de abscisas en dicho
intervalo.

Solucion:

Se representa la curva

. Hay que ver a qué valores de t corresponde el intervalo dado
sobre el eje OX.
-«/- Despejando ¢ = e* por lo que el intervalo sera
tele’,e'lotelle]
o Campo de variacion de t, cualquier valor de t del

intervalo dado
No tiene sentido estudiar las simetrias pues en el intervalo dado, t es siempre t=>0

Puntos criticos



l(t)-;z-
Hallar el drea del lazo de la estrofoide - 1+
v(t)= t(1-t")
l 1+t
Solucion: | s Obviamente el eje de simetria es el eje de abscisas. Buscamos los puntos de interseccion con el eje
a) 2 de simetria:
1 x(t)=:"‘;=0 x(t)=:——t;=l
| ;t DRy (1t | =t=0
—_— -t t(1-t
1 1 t — O t O
Y Y= I+t \)’( ) T
2 X(t)— -t

3 (t)_t(l—t)
1+t?

" ' ol-t*| t'+4t° -1
A:jlo y(Ox'(H)dt =2 | -

(1+t2)2



x(t) = cos(2t)
y(t) = 79(%) '

a) Calcular el drea encerrada por la curva y el eje OY en el segundo
cuadrante (x < 0, y > 0).

Dadalacum{

12
Area 2° cuadrante:
, (¢
1 el
t=n/4 4x(t)=cos(2t)=0:>t=<4 ={
N 7 30). o)
SR 7 7)) T

x(t)=cos(2t) [x'(t)=-2sen(2t)
{y(t)=tg(%) DJ\Y'(t)%[ng“’(%J}l+clost

cos(2t)- : dt=..
| +cost

x4

A=[ () y'(v]de=],




Hallar el drea limitada por las curvas
x=1+cost| x=2+2cost| x=1t| x=1t
y = sent "y = 2sent ‘vy=t['y=0

Buscamos los puntos de interseccion entre las circunferencias y la bisectriz del primer cuadrante:

X =Il+cost, | X =2+2cost, ’
y = sent, - y = 2sent, -
>t =— P>t =—
X=1, 2 X=t, 2 1 . t:_z_
y==. J y== J
Obviamente con el eje de abscisas resulta en los dos casos t=0. t=n/2
' 1l or=1 |
X=1 ..
En el caso de la recta } los limites son 1 y 2 \
=1 — + '
4 " 1 2 3
La formula a utilizar sera: A = Il |y(t)x '(t)|dt t=0
x(t)=t 3

y(l)zt}bx'(t)zl:)l, = tldi=>

X =1+cost z

— a T
= x'(t)=-sent= 1, = | *sentdt =—
= x0= st

y =sent 0



Solucion

-10 -5 5 10 1

Tiene una asintota horizontal que es el eje de abscisas (y=0) para t=§

lim 2tgt = *o0;lim 2cos” t =0

15— =

2 2

Ademas, la curva es simétrica respecto del eje de ordenadas pues

X(~1) = 2tg(~t) = ~2tg(t) = x(t) }

y(~t) = 2c08*(~1) = 2c0s(t) = y(t) La formula a utilizar sera: A = j;' ly()x (1)]dt

X (1) =

cos’ t

4 . = 2 ]
A= I:,, |Y(t)x (t)|dt = 2[02 2cos’ t P dt = 8!02 dt =.




Solucion

x=coszt=0:>t=%:>lim(tg t) =0

1>
2

4 0= x=cos’0=1=(1,0)
y=tgt=0=>t={n=x=cos’n=(-1)" =1=(1,0)

é T Xx= cos’ (—-m)=1=>(1,0)
Obvnamente la asintota es el eje de ordenadas (x=0)

. x'=-2cos tsent
2 {x=coszt

: '
y=1gt y =

cos’ t

A= ]y(t) (t)dt_znfcost tdt=2nj2dt=l
0



Hallar el area de las regiones acotadas por las siguientes curvas (a > 0)
a) r =acost, y=bsint Resp: mab

b) r =acos®t, y="bsin®t  Resp.: 3mab/8

¢) © =2acost —acos2t, y=2asint —asin2t Resp.: 6wa’

Graficar la curva plana que tiene ecuaciones paramétricas

{a;
Y

cost
1 +sint P

L

y encontrar el area encerrada por esta curva. Resp.: m/2

arat < [0,7]

U

i paral € [—1,1]



Encontrar el area de la region limitada por el lazo de la curva

r = t°—4t
Resp.: 256/15
Sea a > 0. Hallar el area limitada por la cicloide
r = af(t—sint)
{ y = a(l—cost) parat € R

y por el eje X entre dos puntos sucesivos de interseccion de la curva con el eje X. Resp.: 3ma?
Si a > 0 Hallar el area limitada por el lazo del Folium de Descartes
2+ y° = 3azy

Puede ser Gtil considerar

r = 3a—%s
57 parat# -1
y = 3arg

Resp: a”
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