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La integral definida de Riemann

Propiedades de la integral definida

PROPOSICION Sean f, g : [a, b]— R acotadas e integrables. Entonces:

b b b

flx)dx + J g(x)dx

a

(flx) £ glx))dx = J

a

1. f+g esintegrable, y ademas f

a

b b
2. Si aeR entonces « f esintegrabley J af(x)dx = aJ flx)dx
a a



TEOREMA Si f(x)=0 Vxe [a,b], salvoun nimero finito de puntos, entonces

b
f flx)dx=0

a

COROLARIO Sean f, g dos funciones definidas en [a, b] tales que f esintegrabley f(x)# g(x) s6lo
en un nimero finito de puntos (o, f(x)= g(x) c.t.p.). Entonces, g es integrable y, mas atn:

b b
J f(x)dx:J glx)dx
a



TEOREMA Sean f, g:[a,b]— R acotadas e integrables. Entonces:

b
1. Si f(x)=0 ,entonces f flx)dx=0
a

2. Si f(x)< g(x) paratodo x € [a, b], salvo quizds en un conjunto finito de puntos, entonces

b b
j flx)dx Sf glx)dx
a

a
b
j flx)dx
a

4. Si m = f(x) < M, salvo quizas un conjunto finito de puntos, entonces

3. |f(x)| es integrable y se cumple:

b
< f If(x)ldx
a

b
mb—a)< J flx)dx < M(b—a)
a



EJEMPLO

1/2
/ dx

<06
1/2 \/(1 —IZ) (4—x2)

Muestreque 0,5< J

Solucién:
La funcién en el integrando esta definida para -% <x< %
L 2 (1-x¥4a-x?) = 4
W5 = J-x¥)4a-x?) = 2
g < m < sES®

Luego:



PROPOSICION (Aditividad) Sea f : [a,b] — R acotada e integrable. Para todo ¢ € [a,b], f es
integrable en los intervalos [a, c] y [c, b]. Ademads se cumple:

b c b
J f(x)dx:f f(x)dx-l—f flx)dx

a a c

El reciproco también es vilido, es decir, si f es integrable en los intervalos [a, c] y [c, b] para algin
c€la, bl entonces f : [a, b] =R esintegrable y vale la igualdad anterior.

DEFINICION Sea f:[a, b]— R acotada e integrable. Definimos

ra
1. flx)dx =0

a

rb a
2. flx)dx = —f flx)dx
a b



PROPOSICION Sea f : [a,b] — R acotada e integrable. Dados a, fi, vy € [a, b] cualesquiera y sin
importar el orden entre ellos, se cumple:

B r g
f flx)dx = f flx)dx +J flx)dx
a @ Y
EJEMPLOS:
Suponga que

1 4 1
flx)dx=5, f flx)dx=-2 y f h(x)dx=7. Entonces
-1 1 -1

-1 1
a) J flx)dx b) j (2f(x)—3h(x))dx:
1 _



1

2. Calcular f 28dx  donde [x] denot
0

2

4 1 2
j 2l¥] dx = f 2lildx+ f 2 dx+ f
0 0 1 2

ala parte entera de x.

3 |
2 dx+ f 2l dx =
3

1 2 3 1
=f 2°dx+f 2'dx+J 22dx+f 2°dx=1+2+4+8=15
0 1 2 3

3
3. Calcular f [xz] dx.
1

Notemos que:

(=<l B =2 R 41 T P

si
si
si
si
si
si
si

si

1€x<y2
V2<x<y/3
V3<x<2
2<x<5
Vi<x<V6
VE<x <V7
Visx</8
VB8<x<3



Criterios de Integrabilidad

TEOREMA Sea f : [a,b]— R monétona; entonces f esintegrableen [a, b].
TEOREMA Sea f:[a,b]—R continua; entonces f esintegrableen [a, b].
TEOREMA Sea f: [a, b]— R continua por trazos, y sean Xy, Xi,... X, los puntos de discontinuidad

de f. Entonces f esintegrable en [a, b] y se cumple que:

b Xo x b
f f(x)dx:J‘ f(x)dx+j f(x)dx+~-+f flx)dx
a a Xo Xn

TEOREMA (Teorema del Valor Medlo para Integrales) Sea f una funcién continua sobre el in-
tervalo [a, b]; entonces:

b
dc € [a,b]: f flx)dx= f(c)(b—a)
a



Teorema Fundamental del Calculo

DEFINICION Sea f :[a,b]— R acotada, integrable. Llamaremos Integral Indefinida de f ala fun-
cion F:[a, b]— R definida como

X
F(x)= J f(t)dt
a

PROPOSICION Si f:[a,b]— R esacotadae integrable entonces F escontinua.



Teorema Fundamental del Calculo

TEOREMA (Teorema Fundamental del Calculo) Sea f : [a, b] — R continua; entonces la integral
indefinida F de f es derivable en x; € [a, b] y, mds aGn

F(xp) = f(xo)

OBSERVACION: Otras maneras de escribir este resultado son:

n (fo(t)dt)

d X
=[x " U f(r)dr)|m°=f(xo)



EJEMPLOS:

1. (J: mdt), :

X

2. Sea f(x):j x*arctan(t®)dt. Calcule f7(1).
1



TEOREMA (Regla de Barrows o Segundo Teorema Fundamental del Céalculo) Sea
f:la,b]— R continuaysea g unaprimitivade f en [a, b]; entonces
b
j f(x)dx = g(b) — g(a)
a
EJEMPLOS:

T x
1. cosxdx=senx| =sent—sen0=0

J0 0

T x
2. senxdx=—cosx| =—cosm—(—cos0)=1—-(-1)=2

Jo 0

e 2 1]t 1 26
3. | Vex+ldx=Z(@x+1¥2=| =-(27-1)==

Jo 3 2, 3 3
4 N dx 2 dx rctan(x—1) 2 rctan(1) rctan(—1) T
. —_——= —_—=a - = arcta —arctan(—1)= —

Jo ¥*-2x+2 " ), (x—=1F+1 o 2

T2 /2 /2

sen2x 2sen(x)cos(x

5. — =f (x) ,S( )dlen(l-l-senz(x)) = In(2)

Jo 1t+sen“x . 1+sen-x 0




PROPOSICION Si f(x) es continuay g(x), h(x) son derivables en el intervalo [a, b] entonces se
cumple:

~gLX)
2. ( f(t)dt
hix)

’

~glx) \’
L. (J f(t)dtJ = f(g(x))- g'(x)
\
J = flg(x))- g’(x) — f(h(x)) F(x)

EIEMPLOS:
COs X ’
1. (J;3 sen(t~) dt) :

x3

2. Si x3+2x=J f(t)dt, calcular f(3).
0



3. Determinar todas las funciones y = f(x) tal que

X
y(x)-i—-[ y(t)dt+3=0
0

d
Encuentre _y, donde y esta dado implicitamente por

dx
y X
J eldt +J costdt =0
0 0

f : arcsentdt
Calcular lim
x—0 Xtanx
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