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La integral definida de Riemann

Definicion Sea [a, b] un intervalo cerrado. Diremos que P = {zg, z1, ...,z } €s una particién de [a, b| si se
cumple
a=1T9<T1<T2< < Tp_1<Tp=>b

Observacion Notar que P tiene n + 1 elementos y determina n subintervalos de [a, b] de la forma [z;_1, z;].

usaremos la notacion Az; = z; — x;—; y llamaremos norma de la particion P al nimero

|P|| = méx {Az; : i =1,2,...,n}

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y P = {xzg,zy,...,z,} es una particion de [a,b]. Parai = 1,...,n
denotaremos por
m; = Inf {_f (.E) T e [SEi_l,:Ei]}
M, = sup {f (.E) T € [Ii_l,:l:i]}

(Como [a,b] # @y f esacotada se sigue que para cada i el conjunto { f (z) : = € [z;_1, ;] } es no vacio y acotado,
por ende existen su infimo y supremo).



Definiciéon Si P ={zo,x1,...,2,} es particion de [a,b] se define la suma superior de f asociada a la
particion P como el nGmero §

S(f,P)= Z M;Ax; y=flz)
i1

a 1 L1 - Tn—-1 0 \'

de manera similar se define la suma inferior de f asociada a la particion P como el namero

4

y=f(z) s(f,P) = 2_; m; Az;

4 T1 - Th—1Tk - ZTn—-1 b ~~—.




Proposicién Para cada P particion de [a,b] se cumple s (f,P) < S(f,P)
En efecto, para cada i se cumple m; < M;. Se sigue

n n

Si P es una particion de [a,b] y agregamos otro punto de [a,b] a la particién, digamos z;,—1 < z¢ < zj,,
entonces formamos una particion P’ del mismo intervalo que tiene la propiedad P C P’ ademas

s(f,P) <s(f,P)
S(f,P)<S(f,P)

Corolario Si Py C Py entonces

3(f>p1)
S(fap2)

S(f’P2)
S(f’Pl)

IA 1A



Corolario Si Py y Py son dos particiones arbitrarias de [a, b] entonces

m(b—a) <s(f,P1) <S(f,Py) <M (b—a)

Tomar la particion P = P, U P; para la desigualdad

s(f,P1) <s(f,P)<S(f,P)<S(f,P2)



Definicion Llamaremos integral inferior de f en el intervalo [a, b] al nGmero real

b
/ f (z)dx =sup {s(f,P) : P particiones de [a, b|}

de manera similar se define la integral superior de f en el intervalo [a, b] como el nGmero
b
/ f (z)dz = inf {S (f,P) : P particiones de [a, b|}

Observacion Notar que los resultados anteriores garantizan la existencia de tales nameros, ademas
podemos decir

Lbf(x)dz gff(:c)da:



Definicion Diremos que f es Riemann integrable si se cumple

Lbf(w)dx =Zf(:c)d:c

/abf(:c)d:z:

y en tal caso escribiremos

para el nGmero en comun.

Ejemplo Las funciones constantes son integrables.

Ejemplo La funcion
V] 0 ze 0,1]NQ
fE)=11 ze 0,11 N (R — Q)

no es integrable.



Teorema Considere una sucesion de particiones Py, de un intervalo |a,b] tales que lim,,_, ., ||Pr|| =0y

lim (S (f,Pn) — s (f,Pn)) =0

n—oo

Entonces f es integrable en |a,b] mds aiin

n—oo

b
lim S(f,Pn)= lim s(f,Pn) =/ f(z)dzx
Entonces f es integrable en [a, b] mds aiin

b
lim S(f,'Pn)aniH;oS(f,'Pn)Z/ f(z)dz

n—oo

En efecto, para todo n se cumpliria

b " b
s(f,'Pn)S/f(:c)d:cS/f(:c)d:z:SS(f,Pn)

entonces - ;
OS/f(:c)d:c—/f(:v)d:vSS(f,'Pn)—S(f,pn)

de donde obtenemos lo deseado al tomar el limite.



Ejemplo f (z) = x es integrable en [a, b] ademads
b 2 2
b a
[ ete=5-5

En efecto Considere las particiones aritméticas de [a, b]

n

b —
Pnz{:ci:a-l-i a:z’=1,2,...,n}

entonces como f es creciente se sigue que

m; = Inf {IE T € [:Ez'_l,fliz']} =Ti_1

M; = sup{z:z€ [ri_1,zi|} = z;



s (f,Pn)

(

lim s (f,P,) =

n—oo

b—a

n

Y (55)

)g(ﬁ(i_nb;“)

)(an+(n—21)nb;a>
)(%(a—b-l—an-l-bn))

(b—a)®  b?—a?

2n

T

b2 _ g2
2

se sigue que

De manera similar

S (f,Pn) zn:xz (b

B b—a b—a a+b
- n 2 2
_ (b—c7,)2_|_b2—0,2
2n 2
) b2_a2
A S (£, Pn) = =

b 2 2
be —

/ rdr = “
a 2
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