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Integral de Riemann IV

Calculo Integral




Libro: Apuntes de Calculo USM Gruenberg, V. (2016)



TEOREMA (Sustitucién en integrales definidas) Sea f:[a,b] — R continuay sea
¢ :[c,d]— [a,b] con derivada ¢’ continua y tal que: ¢(c)=a, ¢(d)=>b. Entonces:

b d
J f(x)dx=f flo(x)-¢'(x)dx



EJEMPLOS:

2
1. Evalte la integral definida: f xe* dx
0

-

Solucién: Consideramos el cambio de variable u =x* con x€[0,2] = du=2xdx.
Luego, x=0 & u=0 y x=2 & u=4

2
f xe¥ dx
0

Entonces:
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2. ;Es posible realizar la sustitucion x =sect enlaintegral I= f Vx2+1dx?
0

Solucién: No es posibleyaque sect>1 yelintervalo de integracién es [0, 1].



3. Demuestre que
T T
f xf(senx)dx:zj f(senx)dx
0 2 Jo

Aplique esta propiedad para calcular

T
xsenx
T L onc? v dx
0 1+ cos-x
Solucion: Hacemos el cambio de variable: U=m—x = du=-dx:

m 0
J xf(senx)dx= —f (m—u)f(sen(m—u))du =f
0

0
donde hemos usado que sen(m—u)=senu. Luego:

T

T

nf(senu)du—f | uf(senu)du

T 0
T 4 r‘ﬁ T T

ZJ xf(senx)dxsz f(senu)du = xf(senx)dxz;f f(senu)du

0 0 0

JO

T T -1
xsenx J T senx i 7 dt T X (t)‘_l (n)Z
—dx=— ——dx=—— — ——arctan =|—
o l1+cos?x 2 J, 1+cos®x 2 ), 1+t* 2 1 2



b
4. Sea f :[a,b] — R una funcién integrable, tal que f(x)= f(a+b—x). Si f flx)dx =M,
a

b
determine f xf(x)dx.

a

~——
u=a+b—x

b a b
Solucién: J xf(x)dx J (a+b—z:)f(a+b—u)(—du)=f (a+b—u)f(u)du
a b a

b b b
:f (a+b)f(u)du—f uf(u)duz(a+b)M—f uf(u)du

(a+b)M
2

b b
Zf xf(x)dx=(a+b)M - f xf(x)dx=



EJERCICIOS:

1 1
1. Pruebe que f x"’(l—x)"dx:f x"(1-x)"dx.
0

0

2. Seaa € R" yconsidere f:[—a,a]— R unafuncién continua.

a

a) Muestre que si [ es impar entonces f(x)dx=0.
-a

a a
b) Muestre que si f es par entonces f flx)dx= ZJ f(x)dx.
0

—a
3. Aplique lo anterior para calcular:

T

Q) cos2xsen(bx)dx
J-m
1/2

b) cosxln(l_—x) dx
J—I/Z 1+x




TEOREMA (Integracién por partes en integrales definidas) Sean f, g : [a,b] — R diferenciables y
tales que [’y g’ son integrables en [a, b], entonces:

b b b
f f)g (x)dx = f(x)- gl) - f fx)g(x)dx



EJEMPLOS:

T

1. Calcularf xcos(x)dx

0

Sean f,g:[0,7] — R tales que,
f(x)=x, g'(x)=cos(x)dx. Entonces f'(x)=dx,yg(x)=sen(x)

Luego, integrando por partes:

T

T

J’ xcos(x)dx = xsen(x)‘z—f sen(x)dx
0

0

= xsen(x)‘ +cos(x)|
0 0

= (msen(m)—0sen(0))+(cos()—cos(0))=-2



2. Sea f una funcién con primera derivada continua en [0,1]. Sise sabe que f(0)=4 y f(2)=09,
calcule:

1
f A(2x)- f'(2x)dx
0

Rre — — £ _ f(2x)
Solucién: Integramos por partes, con u = f%(2x), dv= f'(2x)dx dedonde v="——.

Luego:
1
f fA(2x)- f'(2x)dx = f*(2x)- —— f( %f 4f*2x)- f'(2x)dx =
0
_ ey _2,:f3(2)_f3w>_2,:2_4_3_2,
2 o 2 2 2 2
g3 —43

I =

6



1
L
dx:zlnz, calcule arerany dx.
8 0 x+1

: In(x+1)

3. Sabiend
abiendo que J ]

0

dx
x+1

Solucién: Integramos por partes, con w =arctanx, dv= dedonde v=In(x+1).

Luego:

1 ' 1 1
arctanx dx = axctanxln(x+l)| - n(;-*- )dx = Eln2—£lnz = Eln2
0 x+1 0 J, X +1 4 8 8



1 1
, | (x+1)y2-2 . dx
4. Si I,,_Jo 1) dx vy ],,_J; —(x2+1)"'

i) Calcular I,.
ii) Calcular I>.
1-2-n
iii) Demuestre que I, = 1 + Jn-1—2)n.
Solucion:

1 1 1
o [ x+12z-2 [CxZe2x-1, 2x 2 B
. “—fo W‘“—L W‘“-L (l+x2+1_x2+l)dx_

1 T
=x+In(x*+1)- 2arctanx' —l+ln2——

1
| x+1E=-2, x2+2x—1
. IZ_L (217 dx_Jo e ¢ f (2 +1)2 J (2 +1)2 dx=

1
[ x2-1 + L1
(x2+1)2 x2+1 (x2+1)2 T3

Para calcular la integral restante, hacemos el cambio de variable:

d
u=arctanx = du= x2 dedonde (x=0 = u=0) A (x:l = u
I+x
T/4
1 [ 1 1 411
L=—+ —2cosudu=—+ ——senZu) =———-=0
2" ), 2\ 2 0o 2 2




] 1 ]
1--2 21 2
iii) Inzf (x+1) dxzf x dx+f x dx=
0 0

(x2+1)" 0 (x2+1)" (x2+1)"
(1 dx ‘2dx+‘2xd_] 2]+‘2xd_
— ) @ T 2 ), @Ry T AT | ey T
x2+1 1—-n 1] l_zl—n
=]n—1-21n+( 1 ) |=]n—1—2]n+
—-n 0 n—1



formula de Wallis:

( 135..(n_1)7z' )
-~ Slnespdar

m/2 /2 2.4.6eeenn 2
J sen"xdsz cos"xdx=A

0 0 2:4.6-(n—1)
| 1-3.5-e.eum

si n es impar

senxdx = ————= —

J””"' 5317 157
0



X l t
Sea f(x)zJ tn?dt, si x>0. Calcule f(x)+ f(1/x). Calcule ademads esta suma para x = 2.
1

Solucion:
1/x n
Tenemos que f(1/x) = f md t ydebemos calcular entonces:
1

x 1/x
Int Int
1 = —dt —dt
ferfam = | o5 +£ P

Analicemos la segunda integral:
1/x X 1 x
Int Ing 1 |
D ar = - — - —du= Y du
, tFl =l L] u? . u(l+u)

X

- Int Int _ xlnt(1+t) _ ! -
f(x)+f(1/x)—f1 (t(l+t)+t+l)dt_fl ETETN dt_J;(lnt)t dt

Calculamos esta ultima integral por partes:

Luego:

X

X

I= f Int t 'dt =Int-Int

S S—
1 u duv

X
'1 —J t'Intdt = In*x—1
1
L 5 L 5
I = Eln X de donde flx)+f(1/x) = Eln X

1
Enparticular,si x=2:  f(2)+ f(1/2) = Elnzz.
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