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Antiderivadas o Primitivas de una funcion

DEFINICION

Sea f: AC R — R una funcién. Una primitiva (o antiderivada) de f en A es una
funcién g : A — R continua, tal que g'(x) = f(x)¥Vx € A, excepto a lo mas en un nimero finito de
puntos.

EJEMPLOS:

1. Una primitiva para la funcién f(x)=senix) es g{x)=—cos(x). Otra primitiva para esta fun-

ciones h(x)=—cos(x)+k cualquierasea keR.

En efecto, basta derivar y comprobar: (—cos(x)+ k) = —(—sen(x)) = sen(x)

2. Una primitiva para la funciéon f(x)=2x es g(x)=x*+C.

3. Una primitiva para la funcién  f(x)=2x+3 es gx)=x*+3x+C.



1 si xe1

4. Sea I un intervalo en R. Para encontrar una primitiva para la funcion y;(x) = { 0 si xel
six

notamos que no hay ninguna funcién cuya derivada sea igual a y;, Yx €R.

0 si x<a
Sin embargo, esta funcién posee una antiderivada: gix)=1 x—a si a<x=<bh
b—a si x>b

Vemos que g es continua en R, y que es diferenciable alli, exceptoenx=a A x=5b.



5. Considerar la funcion

{2x+1 x<0
fx=1 ., . -0
OBSERVACION:

Una primitiva para f(x) esla fun
‘
Es claro, de los ejemplos anteriores, que las primitivas no son inicas. Mas atn, si g es una antideri-
vada de f, entonces g + C, C= cte. también es una antiderivada de f, es decir:

\ w3
Otra primitiva es
x*+x+5 x=0
g20x)=4
x
——3x+5 x>0
L3

Observar que ni gy(x) ni gz(x) son derivablesen x=0.



PROPOSICION
primitivade f.

PROPOSICION
CeR.

Sea f:ACR — R.Si g es una primitiva de f en A entonces g(x)+ C es una

SiAesunintervaloy g, h son primitivas de f entonces h(x) = g(x)+C para algin

Dem. Bastaprobarquelafuncion j=h—-g esconstanteen elintervalo A. Como hy g son antide-
rivadas, en particular son continuas, .". j es continua en A.

Por el mismo motivo, j9{x)=k(x)—g’'(x)= flx)— f(x)=0 excepto, alo mas, en un nimero finito
de puntos.

Sean a, b € A arbitrarios, y denotemos por x1,-+-, Xn—1 a los puntos ordenados en ]a, b[ donde h, g no
son derivables. Seaxpg=a A x;=b.

Como j es continua en el intervalo [xp,x;] y diferenciable en |xg, x; [, tenemos, por el Teorema del
Valor Medio que:

dce€lxgxils  jlx1)— j(xo)=j'(€) (x1 —xo)

Como j'{c) = 0, se tiene que j(x;) = j(xg). Aplicando el mismo razonamiento a todos los intervalos
[xy,x2], [x2, X3],- . [Xp—1, Xp], oObtenemos

jla)=jlxp)=j(x1)=-= jlxn)= j(b)

Como a, b se eligieron arbitrariamente en el intervalo A, se tiene que j es constante en A.



OBSERVACION: La hipotesis que la funcién esté definida en un intervalo es muy importante. Consi-
dere D=R— {0} ylas funciones g,h:D— R dadas por

1 145 si x>0
h e _— X
=7 y h(x) {%—8 si x<0
Claramente, g y h son antiderivadas de f(x]:—%‘ Pero,
(x)— h(x) -5 s1 x>0
x)—h(x)=
g 8 si x<0

que no es una funcioén constante. Esto sucede porque D no es un intervalo.

-~

Notaclén: Escribimos J flx)dx = g(x)+ C paraindicar la «familia» de todas las primitivas de f.



10.-

11.-

12.-
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Tabla de Primitivas

dx =x+C
" a xd+l

= Y -
x“dx +1+C a#-—1

(1
;dx = In(|x|)+C

P
senxdx = —cosx+C

P
cosxdx = senx+C

r
tanxdx = —In(|cosx|)+C

.
cotgxdx = In{|senx|)+C

r‘
sec’(x)dx = tan(x)+C

r
sec(x)tan(x)dx = sec(x)+C

r‘

etdx =e*+C

[ 1
———dx —arcsen(x)+C
Vv1—x2

!
1+x

zdx = arctan(x)+C




PROPOSICION Sean f, g :ACR — R. Entonces:

] J.{f[x)+g(xJ)dx — Jf(x)dx - J. gix)dx

] J.af[x)dx = aJ flx)dx

EJEMPLOX Calcular / (1.'1/ 2 4 1?)2 dzx

Solucion: Notemos que (1‘1/2 + :r-)2 =+ 2712 4+ 2?2 = 3 4+ 2232 4 22
/ (:z:”2 +1?)2 dr = / (:v+21r3/2 +:z:2) dz

— /xdx%—/?:r?’pdr—l-/‘z??d:r

2 3
= £+2/I3/2dI+%

2
72 25/2 23
2 (5/2) 3
2

T2 4r52 g3
= —+C
+——+ 3+




2. Calcular / VT i1 dx

T

e

Vit

I

/ﬁ+1dm = /(—ﬁ-l-l)dr
T T T
p— T + — dil.‘
T
I Y 1.
= T de + | —dx
T

= 2I1f2+1n|-17|+C

1 T
= "f + %entonces

Solucion: Notemos que




3. Calcular / cos rdx

Solucion: Usando identidades trigonomeétricas

A (1—!—::*.052:1:)2
cosz = (——F—

1
— 2 + cos2r + ECOSQ (2x)

B 1+c-os‘2:r+1 1 +cosdxr
4T g 2

3 1
= 3 + cos 2x + gCOS4I

3 1
/cos4xd1? = /(§+0052x+§cos4z) dzx

3 1 1
§I+§Sin2x+§5in4x+c



T

€

dx
et + 1 o

4. Calcular /

Solucion: Notemos que si f (z) = e” + 1 entonces [’ (z) = e se sigue que

et B f’(l‘) - |

es decir

e’ .
fez_l_ldr:ln(e +1)+C

5. Calcular / cos(3r +1)dx

w

Solucién: Sabemos calcular las primitivas de f (z) = cosz en efecto [ coszdr = sinz +
(' se sigue directamente de la proposicion

/005(317 +1)dz = %sin Br+1)+C



6. Calcular/ \/ 1tz dx
1l—=x

Solucion: Vamos a manipular la expresion para calcularla en términos de primitivas

elementales
/ H+Id1‘ B /\/1+I\/1+1‘
l—z =~ l—zV1+z

1+:r

2r
= arcsinx —
fZ\/l—r~
= arcsinz — V1—22 + C



Calcular la antiderivada de la funcion

X si x<-1
flx)= 3 si —-l<x<2
2—x sl x=2

Soluclén: Notar que en el intervalo x < —1 la funcién es f,(x)=x. Se sigue qu
f enelintervalo x < —1 son de la forma

2

x2
Flx)=—+0C
2
De manera similar, en el intervalo —1 < x < 2 las primitivas son de la forma
Fix)=3x+Cz

y en el intervalo x > 2 las primitivas son de la forma

x2
F(I):h—?+C3

Luego, la primitiva de f es de la forma

T+c osi ox=-1
Flx)= 3x+Co si —l<x<2
2x-£4+Cy si x=2

Pero, la definicion de primitiva requiere que F sea continua, por lo que

de donde

Y entonces

2 1
lim (x_+c1)=_+c1= lim (3x+C2)=—-3+4+C>
2 2 I——1*

I——1"

x2
lim (3x+C3)=6+Ca= lim (2:—?+C3)=2+C3

X—2- x—2t

7
C; = ——+C
1 2 2
C; = 4+GC

EIic  osi ox=-1
Fi(x) = A 3x+Co si —l<x<2

l21:—";+4+(:2 i x=2

( @ 7 .
53 51 x<-1
= A ix si —l<x<2 +Cs
| 2x-T+4 si x22

Notar que F(x)escontinuay F'(x)= f(x), salvo enuna cantidad finita de puntos.



1
PROPOSICION Sean f,g :ACR — R.Si g esunaprimitivade f y a# 0, entonces " glax+b)
es una primitivade flax+b).

Dem. (%g(ax +b)) = %g’[ax-i— b)-a=g'lax+b)= flax+Db)

1
EIEMPLO fcos{3x+1)dx= gsen[3x+l)+c
PROPOSICION Sea f: ACR — R derivabley tal que f(x)#0 paratodo x €A. Entonces:
f'(x)
dx =In(|f(x))+C
I 4
EIEMPLO je‘-i-l dx=Inle*+1)+C.

En efecto, si derivamos el lado derecho de la igualdad, queda:

1
e +1) = ——-e*

Infe*+1)+C) = —
(Infe*+1)+ C) eI e



EIERCICIOS:

1. Determine las siguientes antiderivadas
a) J(Ix—1|+|x—3l)dx b) J.Ix.—lx—ZIIdx

2. Encuentre las siguientes antiderivadas:

r 5 r 112
a) (x1f2+x) dx 7 (x——) dx
J J X
*
b) ﬁ+ldx " 2 ﬁ
. x K) —+—|dx
¥ J\vVx 2
c) | senxcos'xdx
J [ (345x—6x2 —7x3
- ) ( +5x .: x )dx
d) | (cosx+senx)dx J 2x
.lr . ,,
el |(e*-1)dx m) J VX(x“+x+1)dx
J
r 7
fi | (1—-10x+9x")dx 5 1
i n + dx
g dsec"x+— | dx
; o [ x3+x+1
m [0+ L V)T
X —)dx
J VX
N ~
) | xvx+xT)dx o) ANy ax
_, J senxcosx




3. Separe las fracciones para determinar

- ¥
1—x l1+senx
a | ——dx ) | ———dx
| 1/1—x"- J costx
" — " 2 _ay
b x+2vx ldx d) 2 ij
J 2ZxJx-1 J 1+ax?

4. Multiplique por una forma de 1 adecuado para determinar

(1 " 1

a | ———dx d)
J 1+senx J cosecx+cotgx
(1 (1

b) | ———dx g) | ———dx
J 1+cosx J 1—secx
[ 1 C

0) dx fl | ———dx
J secx+tanx J 1—cosecx

5. Determine

a - dx c dx
)J x=+1 }_, 2x+3
" 2x3 " 4x3— x2 4 16x
b) ——dx d) = dx
J x=-1 R x-+4
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