/' ..FCqCEUl\LITeFAS NATURALES Y EXACTAS . Unlve rSldad de
¢, Playa Ancha

Métodos de Integracion Il

Calculo Integral




Libro: Apuntes de Calculo USM Gruenberg, V. (2016)



Métodos para determinar Antiderivadas

Integraclon por partes

la derivada de un producto de funciones f(x) g (x) estd dado por

(f(x)gx))'=f (x)g(x)+ f(x)g'(x)
Si usamos la notacién de primitivas tenemos
J (flx)g(x)) dx= f f’(x)g(x)dx+J flx)g’(x)dx

asi

J f(x)gx)dx=f(x)g(x)- f flx)g (x)dx



En ocasiones se utiliza una notacion abreviada para expresar esta formula en términos de diferencia-
les, poniendo

u=g(x) = du=g(x)dx
dv=f'(x)dx = v=f(x)

fudv:uv—fvdu

se sigue



EIEMPLO Calcular f xcosxdx

Solucién: Seelige f (x)"z x y g’'(x)=cosx dedondeobtenemos f’(x)=1 y g(x)=senx;aplicando
la formula de integracion por partes se sigue

chosxdx = xsenx—jsenxdx

xsenx —(—cosx)+C

xsenx +cosx+C
Observar que la segunda integral es facil de calcular. El mismo célculo con la otra notacion es

Uu=x = du=dx

dv=cosxdx = v=senx

Judv = uu—fvdu

fxcosxdx = Xsenx-— J senxdx

asi

= Xxsenx+cosx+C



EJEMPLOS:

1. CalcularJ'lnxdx

Soluclén: Pongamos

u=Ihx = du:ldx
x

dv=dx = v=x
se sigue

r
Jlnxdx = xlnx-— xldx
J T x

- xlnx—J dx
= xlnx—-x+C




se sigue

2. Calcular | x*e*dx , ,
x“e*dx=x"e* -2 | xe'dx

podemos volver a aplicar inegracion por partes para calcular f xe*dx

Uu=x = du=dx

dv=e*dx = v=e*

se sigue
Solucién: Pongamos J xe*dx = xe*— f e*dx
u=x> = du=2xdx = xe*—e*+C
— X _ X
dv=e'dx = v=e se sigue
S sigue fxze"dx = x’e*-2(xe*—e*+C)
x*efdx=x"e*-2 | xe*dx - o
= x“e —2xe +2¢°+C

podemos volver a aplicar inegracién por partes para calcular f xe*dx

Uu=x = du=dx

dv=e*dx = v=e*



3. Calcular la integral entonces

X
e*cosxdx
J e*senxdx = —-e'cosx-— f e*(—cosx)dx
= —e'cosx +J’ e*cosxdx
se sigue
J e*cosxdx=e"senx— (— e* cosx +J et cosxdx)
entonces
Solucién: Aplicamos integracion por partes J e*cosxdx=e*senx+e* cosx— f e* cosxdx
Uu=e* = du=e*dx de donde obtenemos
x efsenx+efcosx
dv=cosxdx = v=senx e’ cosxdx= 5 +C

se sigue

f e*cosxdx =e*senx —J e*senxdx

volvemos a aplicar integracion por partes pero a la integral J e*senxdx

u=e* = du=e*dx

dv=senxdx = vV=-—CO0SX



4. Encuentre una férmula de reduccién (o de recursion) para:

1 Solucién: Notar que
In= | ————=5dx 4
(x=+a-) 2., .2 2
] — de— &d‘x— ;dr.fazl
n-1= (xZ+a?)i ] = | GZ+ad)r = Z+a n

Usamos integracion por partes en la integral de la derecha:

xdx 1 2 2
u=x A du:m de donde du=dx A u:-zn_z(x‘+a‘)""

Luego:

x? dx — — x L] dx
(+a?) " @2n-2)x*+a*)"' 2n-2 ) (x*+a®)"!

que es la formula de reduccién buscada, valida para n > 1. ¥ Iny
n_
(2n—-2)x*+a?)"! * 2n-2

1 x
Enelcaso n=1, es facil verque I, =—arctan (—) +C. Luego:
a a x In-1 2
In_[ = > > 1 + + a-In
. (2n-2)x*+a*)"*' 2n-2
Usemos esta formula para calcular:
y ordenando:
dx 1 X +3’ 1 x +3(l x +],) In = 1 X +2"—31n1
——— D -y = -0 ——— — ] — — - 2 2 2\ -
(x2+4)3\n:-;22 AxZ+4P 40T 2 4x?+4P  a\a2x?+4) 2 a’(2n-2)x*+a**'  2n-2

1 X +3 X +3 ¢ (x)+c
16 (x2+4F @ 32(x2+4)  srcan|3

x
b 241y dxy = ——— +C
) f{x ) t‘“f;’(x2+1)1f3

n=y



Ejerciclos propuestos

1. Encuentre:

a) J‘Sx cosx dx d) Jx Inxdx
) X

b | xsenxdx e J 2x sen— dx 3. Encontrar una férmula para calcular para todo n €N la primitiva | x"e*dx.
) , 4. Use integracion por partes para obtener las formulas de reduccion

c) | x cos2x dx fi | x“e*dx

* n-1
cos"*xsenx n-1 B
a | cos"xdx= + fcos" ‘xdx

n n

r
b | x"cosxdx=x"senx-n J x"senxdx

r
o | x"e*dx=x"e* —an”"e*dx

e ¥dx = r

d | (Inx)"dx=x(Inx)"- nf (Inx)"'dx

8 J>5x2 cosxdx ]

x
x? sen 5 dx

| S S—

h) Jx (Inx)* dx j

2. Calcular j sen(lnx)dx



5. Integracion de las funciones inversas:  Suponga que deseamos calcular

Jf‘(x)dx

Hacemos la sustitucion u = f~'(x), entonces f(u)=x yasi dx= f'(u)du de donde

jf"(x)dx: J uf(u)du

Si ademas aplicamos integracion por partes

ff’l(x)dxz xf"(x)—Jf(u)du

a) Calcular | arctanxdx
o

b) Calcular | arcsenxdx
J
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