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Presentacion

La etimologia de la palabra geometria (geo, tierra; methron, medida) indica que la aplicacion que se
hizo de su estudio, a través del tiempo, ha sido una constante en casi todas las civilizaciones humanas:
Mesopotamia (Babilonia), Egipto, India, China, Grecia y otras.

Se considera la geometria como la parte de la matematica que estudia las propiedades de las
representaciones mediante figuras de los conceptos geométricos y de las relaciones que existen entre
ellas.

En un comienzo, el estudio y andlisis de estas relaciones se hicieron usando el método de
experimentacion y de ensayo — error, para deducir las propiedades de las formas y medidas
geométricas en forma empirica.

Fueron los griegos, a partir del siglo VI a. C, los que establecieron las reglas logicas del método
deductivo para la formulacion de lo que actualmente conocemos como la Geometria Euclidiana o
Geometria Axiomatica.

El método axiomatico consiste en establecer relaciones mediante definiciones, axiomas y teoremas,
que permitan desarrollar el quehacer del pensamiento puro. Es la manera de confirmar las
conclusiones mediante la demostracion logica.

El inicio de este estudio formal de la geometria, se remonta hacia el afio 600 a. C con Thales de
Mileto. Mas tarde, Pitagoras establecerda su famosa Escuela, en la cual se estudia la filosofia, la
musica, y las ciencias naturales, mediante la demostracion matematica. Sin embargo, es el genio de
Euclides, fundador de la escuela de matematica de Alejandria, hacia el afio 450 a. C, en su gran obra
Los Elementos, de fama universal, quien establece los fundamentos del método de demostracion, en
una recoleccion de trabajos matematicos conocidos hasta la época.

Es por eso, lo que nosotros conocemos como Geometria Euclidiana, consiste en el estudio de la
geometria, utilizando el método propio de la matematica, el método deductivo.

Desde el punto de vista pedagdgico, siempre el estudio de la geometria ha sido considerado como el
procedimiento mas adecuado para desarrollar, en las personas que la aprenden, el pensamiento
logico y la capacidad critica y creativa.

Los hombres estamos viviendo en un mundo cambiante y de gran desafio, y s6lo podran sobrevivir
en ¢l las personas que sepan pensar y razonar de manera correcta. Es por esto que, en este texto, se
presenta a los estudiantes de pedagogia y a los profesores de matematica, en un lenguaje actualizado
y en forma rigurosa, los diferentes contenidos de los las unidades de Geometria correspondientes a
los programas de Educacion Media, con el fin de que se comprendan cabalmente en que consiste el
desarrollo del método axiomatico y tengan una luz de como deben proyectar su quehacer pedagégico,
en la formacion de sus alumnos, mediante la rigurosidad del pensamiento 16gico - matematico.

El estudio formal de la geometria, permitird conocer y comprender las estructuras conceptuales y
facilitar el estudio de los distintos contenidos.

El disefio del presente texto corresponde a la recopilacién, como ya se ha mencionado, de
definiciones, teoremas, demostraciones y construcciones geométricas, correspondientes a las
unidades programadticas del nivel de Educacion

Bésica y Media.

Consta de tres secciones: 1* Geometria Axiomatica. 2* Geometria de las proporciones y
transformaciones y 3* Geometria Axiomatica del espacio (Estereometria).

En cada una de estas secciones, los teoremas se presentan con su hipotesis, tesis y demostracion. La
figura correspondiente a la demostracion, destaca los datos de la hipdtesis, generalmente con
segmentos gruesos de color azul y con segmentos delgados, de color rojo, los elementos que
corresponden a la demostracion propiamente tal.



Algunos teoremas solamente estdn enunciados. Se deja abierta la posibilidad para que cada lector
desarrolle la demostracion, como ejercicio de aplicacion de los conceptos que deberian haber sido
asimilados.
Igualmente, a continuacion de cada una de las secciones, se propone un taller con un conjunto de
demostraciones y de problemas de aplicacion referente a cada una de los contenidos analizados y
estudiados.

Se podra objetar que la presentacion de este texto es tradicional. Pero esto no es tan asi. Es cierto que
los avances tecnologicos permiten en la actualidad, acceder un sinnimero de software que sirven para
facilitar la comprension y el aprendizaje conceptual. Pero, para que el profesor aproveche al maximo
las potencialidades de los mismos y sea capaz de detectar los errores que puedan presentar, es
necesario que domine plenamente los contenidos, de modo que esté capacitado para transmitir a sus
alumnos los conceptos en forma correcta y guiarlos en el buen manejo de los software existentes y en
la mejor manera de utilizar la informacion existente.

Para finalizar, es necesario argumentar que, a partir de mediados del siglo XIX y durante todo el siglo
XX, ademas del enfoque euclidiano, se ha presentado el estudio de las relaciones geométricas desde
otros puntos de vista, dando origen a las geometrias no — euclidianas, por una parte y, por otra, el
estudio de la geometria como objeto de los Grupos Afines.



INDICE

Capitulo Previo: Objeto y uso de la logica. Generalidades de la geometria

Demostracion. Teorema. Lema. Corolario 9
La geometria. Generalidades 10
El método axiomatico 10

Capitulo I:  Los conceptos primitivos de la geometria y sus

Axiomas

Conceptos primitivos 12
Sistemas de axiomas De incidencia 13

De orden 14

De separacion 16
Taller 1-1 17
Los angulos 19
Propiedades del paralelismo y aplicaciones 21
Taller 1-2 25

Capitulo Il  Los poligonos

Generalidades 26
El triangulo.

Sus elementos 27
Relaciones angulares 29
Relacion de congruencia 30
Propiedades del triangulo isdsceles 32
Taller 2-1 35
Lugares geométricos 37
Taller 2-2 39
Puntos singulares del tridngulo Teoremas 39
Relacion de desigualdad en el triangulo 41
Taller 2-3 44
Construcciones de tridngulos 45
Taller 2-4 47
Los cuadrilateros. Clasificacion 48
Propiedades de los paralelogramos y aplicaciones 50
Taller 2-5 52

Capitulo IIl  La circunferencia y el circulo

Definicion y elementos 53
Relacion entre cuerdas y arcos 54
Posiciones relativas entre rectas y circunferencias 56
Relaciones angulares en el circulo. Arco capaz de un angulo 60
Tangentes a una circunferencia 61
Taller 3-1 65
Capitulo IV Geometria de las proporciones

Razones y proporciones 66
Segmentos proporcionales 67



Taller 4-1

Teorema de Thales y aplicaciones
Taller 4-2

Circunferencia de Apolonio

Semejanza de las figura y de los triangulos en el plano

Poligonos semejantes
Taller 4-3
Relaciones métricas en el tridngulo rectangulo

Relaciones métricas en el circulo. Potencia de un punto

Taller 4-4

Capitulo V Poligonos regulares inscritos y circunscritos

Generalidades

Medida de los lados en los poligonos regulares inscritos o circunscritos,

en funcion del radio de la respectiva circunferencia.
Célculo de 7 por el método de los perimetros

68
69
75
76
79
82
84
85
87
90

91

92
98

Capitulo VI Relacion de equivalencia de las figuras en el plano

Superficie, area y relacion de equivalencia

Equivalencia de areas en los paralelogramos y en los triangulos

Medida de las areas de las figuras

Comparacion de areas en los poligonos semejantes
Longitud de la circunferencia y area del circulo
Taller 6-1

Capitulo VII Transformaciones de las figuras en el plano

Generalidades. Isometrias
Traslaciones

Rotaciones

Simetrias

Taller 7-1

Capitulo VIII Estereometria
Introduccién axiomatica

Rectas y planos perpendiculares

Rectas paralelas en el espacio

Proyecciones. Distancia. Angulo de inclinacion
Rectas y planos paralelos

Planos paralelos

Diedros. Planos perpendiculares. Rectas alabeadas
Angulos sélidos o poliédricos

Simetria y congruencia

Taller 8-1

Los poliedros

Generalidades sobre poliedros

Superficie prismatica. Los prismas

Los paralelepipedos

Superficie piramidal. Las pirdmides

Poliedros regulares

Taller 8-2

Cuerpos redondos

101
101
103
105
108
101

113
113
115
116
117

119
120
123
124
126
127
129
131
133
135

136
136
138
139
142
144



Superficie de los cuerpos de rotacion 146

Cilindro y superficie cilindrica 147
Cono y superficie conica 148
Secciones conicas 150
La esfera y superficie esférica 151
Posiciones reciprocas de rectas, planos y superficie esférica 153
Figuras inscritas y circunscritas a una esfera 155
Extension y medida de la superficie de los solidos 158
Medida del area de la superficie lateral de los s6lidos 159
Taller 8-3 164

Extension y medida de los volumenes de los solidos
Relacion de equivalencia entre la medido de los volumenes de los solidos 165

Principio de Cavalieri 165
Teorema de Eudoxio 167
Medida de los volimenes de los s6lidos. Los poliedros 170
Medida de los volimenes de los solido. Cuerpos redondos 173
Semejanza en el espacio 177
Teorema de Guldino referido a la superficie de rotacion 179
Taller 8-4 182



®(A, b)
A B
110
1/

4 AABC
m /ABC

AB
AB
AB

Simbolos usados en el texto.

Angulo.

Triangulo.
Paralelogramo.
Circunferencia con centro en A y radio b.
Se une A con B.

1 es perpendicular con I’.
1 es paralela con I’
Congruente.

Semejante.

Area del AABC.
Medida del ~ABC.

Segmento AB.
Recta AB.
Rayo AB.

“La filosofia estd escrita en ese grandisimo
libro abierto ante los ojos; quiero decir, el
universo, pero no se puede entender si
antes no se aprende a entender la lengua, a
conocer los caracteres en los que estd
escrito. Estd escrito en lengua matemdtica y
sus caracteres son tridngulos, circulos y
otras figuras geomeétricas, sin las cuales es
imposible entender ni una palabra; sin ellos
es como girar vanamente en un oscuro
laberinto”.

(Galileo Galilei)



Capitulo Previo

Objeto y uso de la logica. Generalidades de la geometria.

Para iniciar el estudio de la geometria es conveniente recordar los conceptos de proposicion,
implicacion, y equivalencia.

Uno de los objetivos de la logica es proporcionar las reglas deductivas, en base a las cuales, partiendo
de una premisa verdadera, se puede deducir una conclusion verdadera.

En otras palabras, la logica estudia el modo de razonar correctamente.

Sea una afirmacion verdadera por si (sin demostrar) o por deduccidn, esta se expresa mediante el
lenguaje verbal o escrito. Es por esto que, podemos deducir, que el objetivo de la logica es el lenguaje.
La proposicion es un conjunto de términos lingliisticos, para los cuales tiene sentido hablar de
verdadero o falso. El término enunciado lo consideraremos como sindénimo de proposicion. Las
categorias verdadero o falso son exhaustivas y excluyentes.

La implicacion (condicional) es la operacion lo6gica mediante la cual, dadas dos proposiciones p, q
se forma con ellas una nueva proposiciéon r,r= p = g, que se considera falsa si p es verdadero y q
falsa, siendo verdadera en los otros casos.

La doble implicancia (bicondicional) es 1a operacion 16gica mediante la cual, dadas dos proposiciones
p, q se forma con ellas una nueva proposicion T,

r = p < g, que se considera verdadera si ambas son verdaderas o falsas, siendo falsas en los otros

casos. p <> g implica decir p = g A g = p.
Demostracion. Teorema. Lema. Corolario.

Si de la veracidad de una proposicion p se deduce, mediante el razonamiento, la veracidad de otra
proposicion ¢, en matematica se dice que la implicaciéon p = gqueda demostrada y a dicha
proposicion se le da el nombre de feorema. La componente p (premisa o antecedente) es la hipotesis
y la componente q (consecuente o conclusion) es la tesis del teorema. La demostracion es el conjunto
de etapas del paso logico desde la hipdtesis a la tesis. Un corolario es un teorema que se deduce
inmediatamente de la demostracion de otro teorema.
Algunos postulados fundamentales de la logica:
1. Principio de identidad: Cualquier cosa es idéntica (igual) a si misma y s6lo a si misma.
A = A. El signo”=" se lee “idéntico” 0”’es igual”. La escritura A = B significa que Ay B
significan la misma cosa o bien, A y B son dos nombres distintos de la misma cosa.
2. Principio de no contradiccion: una cosa no puede ser y no ser al mismo tiempo. Para
nuestro caso, significa que una proposicion no puede ser verdadera o falsa al mismo

tiempo. O sea, las proporciones p y p no pueden sera al mismo tiempo verdaderas. Si esto
ocurre, se dice que la teoria es contradictoria.

3. Principio del tercero excluido: Una proposicion es verdadera o falsa. . De una proposicion
se puede decir que es verdadera o falsa, pero no “casi verdadera” o “mas verdadera que
falsa”.

Proposiciones equivalentes: Dado el teorema directo p = ¢, la proposicion g = pse llamara
teorema inverso o reciproco de p = g y si ambos son verdaderos, se anotard p < ¢, que se puede

leer: de p se deduce g y viceversa, de p se deduce reciprocamente ¢, p equivale a g, p es verdadero si
y solo si es verdadero g.
Ejemplos: 1) p<«> ¢ : ABC esun triangulo equilétero si y solo si ABC es un tridngulo equiangulo.

2) r < s : sidos rectas son paralelas, entonces forman angulos correspondientes congruentes
y viceversa.



3) t < u : la proposicion “un punto P pertenece a la mediatriz de un segmento” implica
reciprocamente la proposiciéon “un punto que es equidistantes de los extremos del
segmento”.

Contra ejemplo: p < ¢:’un niimero n es multiplo de 4” no es equivalente a “un niimero n es

59

par”.

Si “p=q” es un teorema directo, entonces q’ =p’ se llama teorema contrapuesto contrario del
reciproco.

Se puede demostrar que “si un teorema es verdadero, es verdadero también su contrapuesto”.
Ejemplo: “si un paralelogramo es equilatero, las diagonales son perpendiculares”; esto es equivalente
a decir: “si las diagonales de un paralelogramo no son perpendiculares, entonces no es un
paralelogramo equilatero”.

La geometria. Generalidades.

La geometria que nosotros presentamos es la llamada Geometria Euclidiana o Axiomatica. Es por eso
que presentamos una breve biografia del gran gedmetra Euclides.

Euclides(330 a.C. - 275 a.C.)

Matematico griego. Poco se conoce a ciencia cierta de la biografia de Euclides, pese a ser el
matematico mas famoso de la Antigiiedad. Es probable que Euclides se educara en Atenas, lo que
explicaria con su buen conocimiento de la geometria elaborada en la escuela de Platon, aunque no
parece que estuviera familiarizado con las obras de Aristoteles. Ensefio en Alejandria, donde alcanzo
un gran prestigio en el ejercicio de su magisterio durante el reinado de Tolomeo I Soter; se cuenta
que éste lo requirid para que le mostrara un procedimiento abreviado para acceder al conocimiento
de las matematicas, a lo que Euclides repuso que no existia una via regia para llegar a la geometria
(el epigrama, sin embargo, se atribuye también a Menecmo como réplica a una demanda similar por
parte de Alejandro Magno).

La tradicion ha conservado una imagen de Euclides como hombre de notable amabilidad y modestia,
y ha transmitido asi mismo una anécdota relativa a su ensefianza, recogida por Juan Estobeo: un joven
principiante en el estudio de la geometria le pregunté qué ganaria con su aprendizaje; Euclides, tras
explicarle que la adquisicion de un conocimiento es siempre valiosa en si misma, orden6 a su esclavo
que diera unas monedas al muchacho, dado que éste tenia la pretension de obtener alglin provecho de
sus estudios.

Euclides fue autor de diversos tratados, pero su nombre se asocia principalmente a uno de ellos, los
Elementos, que rivaliza por su difusion con las obras mas famosas de la literatura universal, como la
Biblia o el Quijote. Se trata, en esencia, de una compilacién de obras de autores anteriores (entre los
que destaca Hipocrates de Quios), que las superd de inmediato por su plan general y la magnitud de
su proposito.

De los trece libros que la componen, los seis primeros corresponden a lo que se entiende todavia
como geometria elemental; en ellos Euclides recoge las técnicas geométricas utilizadas por los
pitagoricos para resolver lo que hoy se consideran ejemplos de ecuaciones lineales y cuadraticas, e
incluyen también la teoria general de la proporcion, atribuida tradicionalmente a Eudoxio.

Los libros del séptimo al décimo tratan de cuestiones numéricas y los tres restantes se ocupan de

geometria de los sdlidos, hasta culminar en la construccion de los cinco poliedros regulares y sus
esferas circunscritas, que habia sido ya objeto de estudio por parte de Teeteto.
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La influencia posterior de los Elementos de Euclides fue decisiva; tras su aparicion, se adoptd de
inmediato como libro de texto ejemplar en la ensefianza inicial de la matematica, con lo cual se
cumplié el proposito que debid de inspirar a Euclides. Mas alld, incluso, del &mbito estrictamente
matematico, fue tomado como modelo, en su método y exposicion, por autores como Galeno, para la
medicina, o Spinoza, para la ética.

De hecho, Euclides establecio lo que, a partir de su contribucion, habia de ser la forma clésica de una
proposicion matematica: un enunciado deducido lo6gicamente a partir de unos principios previamente
aceptados. En el caso de los Elementos, los principios que se toman como punto de partida son
veintitrés definiciones, cinco postulados y cinco axiomas o nociones comunes.

La naturaleza y el alcance de dichos principios han sido objeto de frecuente discusion a lo largo de la
historia, en especial por lo que se refiere a los postulados y, en particular, al quinto (postulado de las
paralelas). Su condicion distinta respecto de los restantes postulados fue ya percibida desde la misma
Antigiiedad, y hubo diversas tentativas de demostrarlo como teorema; los esfuerzos por hallarle una
demostracion prosiguieron hasta el siglo XIX, cuando se puso de manifiesto que era posible definir
geometrias consistentes, llamadas «no euclidianas», en las que no se cumpliera la existencia de una
unica paralela trazada a una recta por un punto exterior a ella.

La principal caracteristica del estudio de la geometria, como en el de la matematica en general, debe
ser el caracter personal, en el marco del pensamiento critico, del razonamiento 16gico deductivo, sin
dejar de lado la analogia y la induccion.
En el estudio de las ciencias es usado, generalmente, el “Método Axiomatico”, presentado por el gran
filosofo Aristoteles en el siglo IV a.C., en el cual afirma que la ciencia se apoya en la definicion, y
demostracion, inico método para propiciar la investigacion cientifica.
En el Método Axiomatico, usado en la construccion de una teoria, se consideran las siguientes
componentes:

1. Los conceptos, que son de dos tipos:

a) Conceptos no definidos o primitivos, los cuales se admiten como existentes y no son
definidos.

b) Conceptos definidos o definiciones. Son los conceptos no primitivos. Se dice que se define
un concepto cundo se establece una relacion con otros conceptos de significado conocido,
clarificando o describiendo. Son proposiciones que exponen con claridad las
caracteristicas y diferencias de los objetos.

2. Las propiedades que tienen los conceptos primitivos y las definiciones son:

a) Los axiomas, que son propiedades que se aceptan de por si, sin demostrarlas, como
verdaderas. Los axiomas establecen las reglas fundamentales que se deben seguir en la
elaboracion de una teoria.

b) Los teoremas que son las propiedades de los conceptos que es necesario demostrar para
considerarlas verdaderas. Para demostrar los teoremas, se aplican los conceptos primitivos,
las definiciones, los axiomas y otros teoremas ya demostrados. Una vez demostrados, los
teoremas podran ser usados como propiedades de los conceptos.

11



Capitulo I

Los conceptos primitivos de la geometria y sus axiomas.

Los conceptos primitivos de la geometria o elementos fundamentales, son los conceptos de punto,
linea'y plano.

A modo de descripcion, puede afirmarse:

Punto: Es una idea o abstraccion que, simplemente expresa la idea de ubicacion

Se dibuja designandolo por una letra mayuscula.

A
* B
Linea: También es una abstraccién, como lo son, en general, todas las figuras geométricas. Se
denominan las lineas con letras minusculas.

\
Las lineas son infinitas en extension.

El plano se considera como un conjunto infinitos de puntos continuos, en todas direcciones. Se
denominard (P).

(P)

Definicion: Cualquier conjunto de puntos se llamara figura geométrica.
Se dira que un punto pertenece a la figura o que la figura contiene al punto. Si el punto no
pertenece a la figura el punto sera externo a ella. De manera que un punto unico sera una figura.

Definicion: Espacio es la figura que contiene todos los puntos y, por lo tanto, a todas las figuras.

Afirmaciones: Sea E el espacio, (P) un plano y / una recta.
(1) (P) < E: (P) se puede considerar como un subconjunto infinito de puntos de E.

(2) I — (P): 1 se puede considerar como un subconjunto infinito de  puntos de (P).

Dos figuras que tienen puntos en comun se llamaran incidentes o secantes y la figura formada por
estos puntos sera su interseccion.

Si se escribe, por ejemplo, F=F’ NF’’, el simbolo
o identidad.

69

significa, en este caso, la igualdad l6gica

12
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Si todos los puntos de una figura estan en un mismo plano, se dira que es plana. En caso contrario
se dird que es solida.

Sistemas de Axiomas.

En geometria los axiomas nos permitiran demostrar los teoremas o propiedades de las figuras
geométricas.
En el desarrollo del estudio de la geometria distinguimos los siguientes tipos de axiomas:

» deincidencia o de pertenencia de puntos: establecen una relacion simple e inmediata entre
los elementos primitivos puntos, rectas, planos; estas relaciones se refieren a pertenecer,
incidir, “estar en”, “tener en comun’.
de orden: expresan la relacion de ubicarse un punto antes o después de otro en una recta.
de separacion
de la congruencia y de la medida

del paralelismo.

Y VYV

Para facilitar el desarrollo de las distintas unidades que se estudiaran, se numeraran los axiomas.

A1 Axiomas de incidencia (pertenencia).

Axioma 1:

El espacio existe y consta de, al menos,
cuatro puntos que no pertenecen a un
mismo plano (no son coplanarios).

A B

Axioma 2:

Un plano contiene, a lo menos, tres

puntos que no pertenecen a una misma K ol

recta (no son colineales). .

o
(p)

Axioma 3 Un recta contiene a lo menos dos puntos.

13



Axioma 4:  (axioma de la recta) Dados dos puntos cualesquiera, existe s6lo una recta que los
contiene.

La recta que contiene a los puntos A 'y B se

anotara 4B o BA4 También se puede
designar las rectas con letras mintsculas,
p,q,I....

Otra forma de enunciar el Axioma 4: Dos puntos distintos pertenecen a unay solo a una recta. O bien:
si dos puntos son distintos, entonces pertenecen a una y solo una recta o por dos puntos pasa una
unica recta.

Axioma 5:  Tres puntos que no pertenecen a una misma recta (no son colineales), pertenecen a uno
y solo a un plano (determinan un unico plano).

Axioma 6:  Si dos planos se intersecan, su interseccion es una recta.

Axioma 7:  Si dos puntos pertenecen a un plano, entonces la recta que los contiene también
pertenece al plano (todos los puntos de la recta pertenecen al mismo plano).

A 2. Axiomas de orden

El concepto primitivo de orden expresa la idea de “estar tras de”, referido a puntos que pertenecen a
una misma recta y estan situados en orden natural o inverso (precede o sigue).

Axioma 8:  Dados dos puntos A y B de una recta, uno de ellos precede al otro o que el segundo
precede al primero.

Axioma 9: Sean A, B y C puntos colineales y si A precede a B y B precede a C, entonces A
precede a C.

Axioma 10:  Si A precede a B, cualquier punto que preceda a A también precede a B. (La recta es
un conjunto denso).

Axioma 11: No existe un primer ni ultimo punto en una recta. (una recta es ilimitada por ambos
lados).

Axioma 12: (axioma de la distancia): A cada par de puntos le corresponde un tinico nimero real
no negativo.

Definicion 1: La distancia entre dos puntos es el nimero obtenido al aplicar el axioma 12. Si Ay
B son dos puntos, entonces su distancia se anotard AB o BA.

Si A 'y B son el mismo punto, entonces AB = 0. La distancia entre dos puntos no depende del orden
en que consideren los puntos.

Axioma 13: (axioma de la regla): Podemos establecer una correspondencia entre los puntos de una
recta y los nlimeros reales, de manera que:

I. existe una relacion biunivoca entre los puntos de una recta numérica y el conjunto
de los nimeros reales;
2. la distancia entre dos puntos cualesquiera es el valor absoluto de la diferencia de

los numeros correspondientes.
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Generalmente, a una correspondencia como la que se ha enunciado se llama sistema de coordenadas.
Al nlimero asignado a cada punto se llama coordenada del punto. Para medir una distancia se usa una
regla graduada.

Definicion : A. B y C son puntos colineales y si AB + BC = AC, entonces se dice que B estd entre A
y C.

Definicién (segmento): Para dos puntos cualesquiera A y B, el segmento AB, que se designara 4B
0 BA, es el conjunto de los puntos A y B, y de todos los puntos que estan entre A y B.

Segun esta definicion 4B = BA. Esto es,
A B  AB=BA.
Para facilitar su escritura, las medidas se pueden expresar con letra

minusculas: a, b, c...
Los puntos del segmento, distintos de A y B se llaman puntos internos.

Definicion: Un punto C es el punto medio de AB, si C esta entre A yByAC=BC

A B Se dice que el punto C
¢ dimidia o bisecaa AR.

Definicion: Si 4B y CD son segmentos tales que la medida AB = CD, entonces se dice que los
segmentos 4By CD son congruentes.
Esta relacion se anotard 4B = @

Sabiendo que las medidas de los segmentos son niimeros reales no negativos y aplicando las
propiedades de la igualdad, se puede demostrar que la congruencia de segmentos ( =) cumple: 1. 4B
~ E (Reflexividad),

2.(AB = CD) =( CD . AB) (Simetria)y

3.(AB = CD) A(CD = EF) =( AB = EF) (Transitividad).
Por lo tanto, ~ es una relacioén de equivalencia.

Definicion Un conjunto de puntos forma una figura convexa si contiene al segmento formado por
cada uno de los pares de puntos de la figura. En caso contrario se dice que no es convexo. En las
figuras I y II son convexas. I y IV no son convexas.

m

Las figuras convexas pueden ser extensas, 0 sea que sus puntos estan en un mismo plano; por
ejemplo, rectas, planos....
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A 3. Axiomas de separacion

Axioma 14: (Axioma de separacion) a) Separacion de la recta: Todo punto en una recta, forma
dos figuras convexas sobre la recta llamadas semirrectas.

El punto, llamado frontera, que no pertenece a ninguna de las dos semirrectas.

b) Separacion del plano: Cualquier recta perteneciente a un plano, divide a éste

en dos figuras convexas,
A llamadas semiplanos, tales que:

si un punto A esta en uno de los
! semiplanos y el punto B en el
B

otro semiplano, entonces ARB

interseca a la recta. La recta es la arista; ésta no pertenece a ninguno de los dos semiplanos.
c) Separacion del espacio. Cualquier plano en el espacio, divide a éste en

' dos figuras convexas, llamadas

semiespacios, tales que: si un punto
A esta en uno de los semiespacios y

el punto B en el otro, entonces 4B
interseca al plano en un punto. El

plano es la cara, que no pertenece a
/ ninguno de los semiespacios.

Definicion: Dada una recta 1 y un punto A en ella, la figura formada por el punto A y una de las
semirrectas determinadas por €l, es un rayo.

Definicion: Dados dos puntos A y B de una recta /, el rayo AB, que se designara E, es la figura de
puntos formados por 4B y por todos los puntos C pertenecientes a la recta / de modo que B esté
entre A y C. El punto A se llama extremo o punto frontera de AB.

| B C
A

Una vez conocidos los diferentes axiomas, podemos demostrar algunas propiedades de los objetos
geométricos ya definidos.

Teorema (de la localizacion de puntos) "Dado el rayo AR y r un niimero real positivo, existe solo un
punto C en el rayo, tal que AC =r".

. Hipotesis E y r dados;
- B c Ce AByAC=r.

Tesis: C es punto unico.

Demostracion. 1. En 4Bse consideran coordenada de A =0y coordenada de B = s. (axioma de la regla).
2. AC= | r— ()| = 7 (definicion valor absoluto).

3. Pero existe solo un punto en 4B de coordenada r (Propiedad de los nimeros reales).
4. Por lo tanto, existe solo un punto cuya distancia al punto A es r. (tesis).

Se puede demostrar el siguiente teorema “Todo segmento tiene solo un punto medio”.
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Teorema “Si una recta interseca a un plano que no la contiene, su interseccion es un punto unico”.

Hipétesis (P) I/ = {A}; [ z(P)
Tesis: A es punto unico.

Demostracion.
A 1. Supongamos que el plano (P) y /
- se intersecan en dos puntos A y B.
2. Por lo tanto (P) contiene a /
(axioma 7).
3. Esto contradice la hipétesis, por lo

tanto A es punto tnico.

Se puedes demostrar lo siguiente: Teorema “Dada una recta y un punto fuera de ella, existe un solo
plano que contiene a ambos”.
Teorema “Dadas dos rectas que se intersecan, existe un solo plano que contiene a ambas”.

Taller 1-1

1. Veamos como anda su lenguaje. Justifique por qué estan defectuosos los siguientes
enunciados: a) Un cuadrado es algo que no es redondo. b) Un tridngulo rectangulo es un
triangulo cuyos angulos son rectos. c¢) Un tridngulo equildtero es un tridangulo con tres lados
y tres angulos y cuyos lados tienen el mismo largo y cuyos angulos tienen la misma medida.
d) Un tridngulo es cuando tres rectas se intersecan entre si. €) Los teoremas se demuestran
solamente a base de definiciones y de conceptos primitivos.

2. Denomine todos los segmentos determinados por cuatro puntos A, B, C, D, pertenecientes a
una misma recta.

3. Determine cudntas regiones en un plano, determinan cuatro rectas que se intersecan de dos
en dos.

4. Si AB esunsegmentoy O un punto de ¢l de modo que 04 = OB. Demuestre que este
punto es unico. Se considera, ademas, otro punto C a continuaciéon de O y de B. Escriba las

desigualdades relativas a los segmentos 4B, 4C, CB: a) de modo que el primer miembro
de la desigualdad sea menor que el segundo. b) de modo que el primer miembro sea mayor
que el segundo.

5. Dados dos puntos diferentes P y Q, /cuales son las figuras que se pueden determinar en
todas las rectas que contienen a los puntos Py Q?

6. Suponga que A, B, C son puntos colineales. Indique la relacion que debe existir entre 4C,

AB'Y (B siCestaentre AyB.

7. SiP, Q, R son tres puntos en una circunferencia, ;puede decirse cual de los puntos estd entre
los otros dos?

8. A, B, C son puntos colineales; determine cudles de los siguientes enunciados pueden se
ciertos a) C esta entre Ay By B estd entre Ay C.
b) Bestaentre AyCyBestaentreCyA c¢) Aestaenre ByCyC estdentre Ay B.
d) Cestdentre AyB y Cestaentre By A e) Aestaentre CyByAestaentre By
C

9. Si A, B, C son tres puntos distintos, ;siempre se va a cumplir que
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10.

11.

12.

13.
14.

AB + BC = AC? Analice todos los casos y averigiie si puede ocurrir que AB + BC >
AC. En este ultimo caso, jcudl es la relacion entre A, B, C?

Cuatro puntos A, B, C, D, son colineales de manera que AC >AB y DB < BC .Haga el
dibujo de los cuatro puntos cumpliendo las condiciones dadas. Explique si habra mas de un
orden posible.

Los pares de letras del siguiente enunciado representan o bien niimeros, o rectas, o
segmentos, o rayos. Complete con los simbolos apropiados en el enunciado después de
efectuar el dibujo de los puntos correspondientes. “AB + BC = AC. DB contiene los puntos
Ay C pero DB no contiene ni al punto A ni al punto C. A pertenece a DB, pero C no”.
Dibujar dos puntos para los cuales la interseccién de 4By CD es el conjunto vacio pero la
interseccion de AR y CD es exactamente un punto.

Con el enunciado del ejercicio 12, averigiie qué sucede si las rectas coinciden.

Para cada uno de los siguientes enunciados considere el conjunto de puntos de una recta
cuyas coordenadas x satisfacen la condicion dada:

a) x<3 b) x=1 ¢) 52x20 d) x >1 e) x=-4 ) x
<-20Xx 22 g |q<2 h) |4=0
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Los angulos

La palabra angulo la anotaremos con el
simbolo /.
c Definicion: /BAC o ~CAB es la union

de los rayos Zé y A—(f que tienen el
mismo punto frontera u origen y no estan
en la misma recta.

2
>

A B

Los rayos AB y AC son los lados del angulo y el punto frontera comun A es e/ vértice de €l.
Para facilitar la nominacion de los dngulos se acostumbra emplear letras griegas o letras
minusculas.

E
°

En la figura se indican el interior y el

D INTERIOR exterior de un angulo.
G EXTERIOR °
°

EXTERIOR

F

Definiciéon Sea el ~ABC. Un punto D, en el plano que forma el angulo, esta en el interior del /
ABC, si los puntos D y C estan en el mismo lado de 4B v si los puntos D y B estan en el mismo
lado de AC. El exterior del /ABC es el conjunto de todos los puntos en el plano del angulo, que
no estan en el angulo ni en su interior.

Como se ha definido el &ngulo como un conjunto de puntos, no importa el orden en que se nombre el

angulo. Ademas, en el estudio de la geometria euclidiana, tampoco se considera la orientacion del
angulo, como cuando se emplean las relaciones trigonométricas.

Medidas de los angulos

Generalmente en geometria se trabaja con las medidas de los angulos. Tal como los segmentos se
miden con una regla con coordenadas, los angulos se miden con un instrumento llamado
transportador, que es una regla en de semicirculo dividida entre 0 y 180 grados. El nimero de grados
de un angulo es su medida.

Axioma 15: (de la medida de un angulo) A cada angulo le corresponde un numero entre 0 y 180.
Observacion: El sistema de coordenadas usado es esta definicion es un sistema sexagesimal. También
en algunas ocasiones se usa el sistema centesimal, en el cual la medida de un dngulo es considerada

como un nimero entre 0 y 200.

Definicion: El nimero dado por el postulado de la medida de un Z4BC es la medida de él y se
escribe m ZABC.

Axioma 16 (de la construccion del angulo) Si AB es rayo de la arista del semiplano E, para cada

nimero 0<r < 180, existe solo un rayo A—C enE,
tal que m L/ CAB =r.
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A r B

Axioma 17 (de la adicion de angulos)

(]

Si el punto D esté en el interior del /BAC,
> entonces m /BAC =m /BAD +m /DAC.

A B

Se dice que /BAD y /DAC son contiguos o colaterales.

Definicion Si el punto D esta en el interior del /BACy AD esun rayo tal que m /BAD =m /
DAC, entonces E es la bisectriz del /BAC. (Ver figura anterior).

Definicién: Si ZB y A_(f son rayos opuestos y A_[) es un rayo cualquiera,

D,

entonces, /BADy /DAC forman un
par lineal. Se dice que estos angulos
son adyacentes.

Cc A B

Definicion: Si la suma de las medidas de dos angulos es 180, entonces los dngulos son suplementarios
y cada uno de ellos es el suplemento del otro.

Axioma 18 Si dos angulos forman un par lineal (o son adyacentes), entonces son suplementarios.

Definicion: Si los dngulos de un par lineal tienen igual medida, entonces cada uno de ellos es un
angulo recto.

Se define, también, un dngulo recto es el angulo cuya medida es 90.
Definicién: Si Zé y A_C" forman u dngulo recto, entonces los rayos son

perpendiculares. En adelante se anotard 4B | AC

Del mismo modo se pueden definir segmentos o rectas perpendiculares
(AB L AC o AB L AC).

Definiciéon: Si la suma de las medidas de dos dangulos es 90, entonces los angulos son
complementarios y cada uno de ellos es el complemento del otro.

Definicion: Si la medida de un dngulo es menor de 90, entonces el d&ngulo es agudo y si es mayor de
90 es obtuso.
Definicion. Si las medidas de dos angulos son iguales, entonces los angulos son congruentes.

ZABC = ZDEF < mZABC = mZDEF .

Como en la relacion de congruencia de los segmentos, la relacion de congruencia de dangulos también
es una relacion de equivalencia.
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Se pueden demostrar los siguientes teoremas:

“Si dos angulos son complementarios, entonces ambos son agudos”.

“Todo angulo es congruente consigo mismo”.

“Dos angulos rectos son congruentes”.

“Si dos angulos son al mismo tiempo congruentes y suplementarios, entonces cada uno de ellos es
recto”.

“Los suplementos de dos angulos congruentes, son congruentes” .

“Si dos angulos tienen suplementos congruentes, entonces son congruentes”

“Los complementos de dos angulos congruentes, son congruentes”.

“Si dos angulos tienen complementos congruentes, entonces son congruentes”’

“Si dos rectas al intersecarse forman un angulo recto, entonces forman cuatro angulos rectos”.
“Si dos angulos son congruentes, sus mitades también son congruentes”.

Definicion: Dos angulos son opuestos por el vértice, si sus lados son rayos
opuestos.

Z3 y /4 son angulos opuestos por el vértice.
3 También loson /1y /3.

Teorema “Dos dangulos opuestos por el vértice son congruentes”.

Hipotesis « y f son angulos opuestos
por el vértice.
Tesis: a = .
Demostracion

Se considera el dngulo auxiliar y.

my +m o = 180 (forman par lineal).

my+m =180 (forman par lineal).

De2)y3) mytma=my+mp.

Luego, m ¢ = m f (propiedad uniforme =).

Porlo tanto ¢ =~ B (Definicion de = de /s). (Tesis).

1.
2.
3.
4.
3.
3.

Propiedades del paralelismo
Las posiciones posibles de dos rectas en el espacio son: 1. Intersecarse en un punto. 2. Pueden
no intersecarse y no ser coplanarias. En este caso son rectas alabeadas. 3. Las dos rectas estan en

el mismo plano y no intersecarse. En este caso son rectas paralelas.

Definicion: Dos rectas son paralelas si a) son coplanarias y b) no se intersecan.
Se usard el simbolo // para el paralelismo. (11// 2 <11y l2 son coplanarias y li nlo- @

Axioma 19 (V Postulado de Euclides) Por un punto que no est4 en una recta dada, pasa s6lo una
recta paralela a la recta dada.
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Es interesante la larga historia de este postulado. Durante 2000 afios el estudio de la geometria se
basé en te tratado Los Elementos de Euclides, escrito alrededor del afio 300 a.C. Muy entrada la
Edad Media, ya se empez6 a buscar una demostracion del enunciado del Quinto Postulado. En el
siglo XIX se da inicio al estudio de las Geometrias no-euclidianas partiendo de la negacion de la
existencia de este postulado.

Angulos formados por dos rectas intersecadas por una tercera recta

Sean las rectas 11, 1> y 13 coplanarias. 13 es una recta transversal a
las otras dos, es decir las interseca en los puntos A y B. En la figura
obtenida se forman ocho angulos que se denominan de la siguiente
manera:

Angulos internos: 2,5,3,8.
Angulos externos: 1,6,4,7.
Angulos alternos internos: 2y 8; 3y 5.
Angulos alternos externos: 1y 7; 4y 6.
Angulos correspondientes: 1y 5; 2y 6;
4y8; 3yT.

Conjugados internos: 2y5; 3y8.
Conjugados externos: ly6; 4y 7.

Se puede demostrar el siguiente teorema “Si dos rectas se intersecan por una transversal y forman
dos angulos alternos congruentes, entonces los otros dos angulos alternos internos también son
congruentes.

Axioma 20 Si dos rectas paralelas son intersecadas por otra recta transversal, entonces forman
angulos alternos internos congruentes.

Se puede demostrar el siguiente teorema “Si dos rectas paralelas son intersecadas por otra recta
transversal, entonces forman dngulos alternos externos congruentes, angulos correspondientes
congruentes y angulos contarios suplementarios”.

Propiedad directa del paralelismo: “Si dos rectas paralelas son intersecadas por otra recta
transversal, entonces forman angulos alternos internos congruentes, dangulos alternos externos
congruentes, angulos correspondientes congruentes y angulos contarios suplementarios”.

Teorema (Propiedad reciproca del paralelismo) “Si dos rectas son intersecadas por otra recta
transversal formando angulos alternos internos congruentes, angulos alternos externos congruentes,
angulos correspondientes congruentes y angulos contarios suplementarios, entonces las rectas son
paralelas”.

‘A ' Hipétesis Za = Za'y alternos internos entre

= lasrectas [y /.
" >< = Tesis: 1//1".

Demostracion

1. Por el punto A se puede construir solo una recta paralelaa 1’.
Supongamos que / no es paralela a /’, por lo tanto lo seré otra recta /.
Si [”’//1’ entonces Za"= Za' ( Lsalternos internos entre //s).
De 3) e hipotesis: Za'= Za" (propiedad transitiva de la =).
Esto es contradiccion, ya que Zq' es una parte del Zqa"'.

bl ol
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6. Esta contradiccion resulto de 2).
7. Por lo tanto / //1’ (Tesis).
8. Anélogamente se demuestran las otras partes del teorema.

Teorema “Dos recta paralelas a una tercera recta, son paralelas entre si”.

i s Hipotesis 1; /1> 'y I3/ L.
2 Tesis. I; // Is.
b Demostracion
2 1) Se construye la recta 14 transversal a

larectas /;, 1> yIs.

2) /a = /b ( /s correspondientes entre //s) (por hipotesis)

3) /a = /c (/s correspondientes entre //s) (por hipotesis)

4) Porlo tantode 2) y3) /¢ = /b (propiedad transitiva =)y ademas, son angulos
correspondientes entre 13 y L.

5) Luego I3 // I> (propiedad reciproca del //). (Tesis).

Definicion: Si dos angulos son rectos o agudos u obtusos, son dngulos de igual naturaleza. En caso
contrario, son de distinta naturaleza,

Teorema (Angulos de lados //s) “Si dos angulos tienen sus lados respectivamente paralelos,
entonces son congruentes si son de misma naturaleza o son suplementarios si son de distinta
naturaleza”.

C
) / / Hipotesis ~ AC//BD y AE//FG-

/ /a y /b de misma naturaleza.
Lo F /ay «d de distinta naturaleza.

G

Tesis:a) sfa =~ /b. b) m za +m ,d=180°
Demostracion a)

1) Seconsiderael /¢ formado por AE y BD .
2) sa =~ s/c( /s correspondientes entre //s)
3) «b = sc( /s correspondientes entre //s)
4) Porlotantode2)y3) sa = /b (Tesis)

Demostracion b)
1) myb +m ,d=180° (forman par lineal).
2) Pero sa =~ /b(Dem.a)).
3) Reemplazandoen 1):m fa+m ~d=180° (Tesis).

Corolario: Si dos rectas son paralelas, toda recta perpendicular a una de ella, serd también
perpendicular a la otra.

Teorema “Si dos o mas rectas son perpendiculares a una misma recta en el plano, entonces son

IS3)

paralelas entre si”.
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" 12 5 Hipotesis /; 11, > 11 I3 11
Tesis: I; // 1> // 1.
| a b . Demostracion.
A B C 1) Za= /b= /c (90° por hipotesis)
2) Ademas los angulos son correspondientes entre /;, [, I3y L.

3) Por lo tanto: /; // 1> // I3 (propiedad reciproca del //) (Tesis).

Teorema “Desde un punto que no pertenece a una recta dada, se puede construir una y solo una
recta perpendicular a la recta dada”.
\J o Hipotesis [/ recta dada y D punto no perteneciente a
1 (o3

ella. aj_[
Tesis: Nd4es Gnicarecta | al.

Demostracion
1) Su pongamos que DA 1o es la Gnica perpendicular a la recta / por el punto A.
2) Se construye también DC11.
3) De hipotesis, 2) y teorema DC// DA.
4) Pero D<—(fm‘54:{D}.
5) De 3) y 4) contradiccion que se deduce de 1).
6) Por lo tanto D4es Unica recta | a . (Tesis).

Se puede demostrar el siguiente teorema: “Desde un punto que pertenece a una recta dada, se puede
construir una y solo una recta perpendicular a la recta dada”.

Teorema (Angulos de lados | s) “Si dos dngulos tienen sus lados respectivamente perpendiculares,
entonces son congruentes si son de misma naturaleza o son suplementarios si son de distinta
naturaleza”.

B i Hipotesis FA L AB y AC 1 AE.
/ay /bde misma naturalezay say Acde
. A 7, distinta naturaleza.

C\D Tesis:a) Za = /b. b) m La+m £c=180°.
E

Demostracion a)
1) Se considera /d como angulo auxiliar.
2) De hipotesis: m za+m £d=90°y m /b+m »~d=90°
3) Luego, ~descomplementodel aydel_b.
4) Porlotanto a = /b. (Tesis).

Demostracion b)
1) En la figura m ~d+ m «c = 180° (forman par lineal)
2) Reemplazando tesis a) en 1) resulta: m £a+m /c=180° (Tesis).

24



N

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

Taller 1 -2

Averigiie si la relacion de congruencia es una relacion de equivalencia.
Sea 4B un segmento dado. Demuestre que la distancia desde el punto medio del

segmento a cualquier punto sobre el rayo 4B, es igual a la semisuma de las distancias
desde este punto a cada uno de los extremos del
segmento.

Sobre un rayo, a partir de su punto frontera A, se consideran dos segmentos 4B y AC

de modo que AB>AC y siendo M y N sus puntos medios; demuestre que MN = 2(AB-
AQ).

Sean A, B, C, D cuatro puntos colineales, consecutivos seglin el orden alfabético, tales
que AB =~ CD. Demuestre que AC =~ BD y que los dos segmentos AD yB_C tienen el

mismo punto medio.
Demuestre que las bisectrices de dos dngulos adyacentes son perpendiculares entre si.
Enuncie la propiedad reciproca y demuéstrela.

Sobre la recta 4B en el punto O se trazan los rayos OC y OD de modo que se

forman « BOC, ~ CODy /DOA congruentes entre si y, ademas af L» }TB a)
Determine la razon de la medida del ~ AOD con respecto a la del dngulo recto; b)

Demuestre que (jf es bisectriz del ~COD.

Tres rayos que tienen el mismo punto frontera, dividen al plano segun tres angulos
congruentes. Demuestre que el rayo opuesto a cada uno de los lados es la bisectriz del
angulo que forman los otros dos.

Demuestre que las bisectrices de dos dngulo alternos internos entre paralelas son también
paralelas.

Demuestre que si las medidas de dos 4ngulos agudos son desiguales, entonces las
medidas de sus complementos son también desiguales, pero de sentido contrario.
Decida y demuestre, si es verdadera, la siguiente aseveracion: “si dos angulos son
suplementarios sus mitades son complementarios”.

Demuestre que las bisectrices de dos angulos opuestos por el vértice son rayos opuestos.
Demuestre que el angulo formado por la bisectriz de un dngulo con un rayo cualquiera
trazado desde el vértice es congruente con la suma o la diferencia de los angulos
formados por dicho rayo con los lados del angulo, seglin que el rayo sea exterior o
interior al angulo.

Aprovechando la relacion de los angulos correspondientes, construya por un punto P,
perteneciente a uno de los lados de un angulo, una paralela al otro lado.

Demuestre que si se tienen dos rectas paralelas y se construyen las bisectrices de los dos
angulos correspondientes en ellas, estas bisectrices son paralelas.

Demuestre que dos rectas que son perpendiculares a dos rectas que se intersecan,
también se intersecan.
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Capitulo II

Los poligonos

Generalidades sobre los poligonos

Definicion: La figura en un plano, formada por la unién de » segmentos (con n > 2) que tengan un
vértice en comun, tal que ningiin par de segmentos se intersequen y ningln par de segmentos con un
extremo comun pertenezcan a la misma recta, es un poligono.

La figura formada por un poligono es convexa.

E
Los segmentos que forman el poligono son

sus lados. Los extremos comunes de los
lados, son sus vertices. En cada vértice, el
angulo que forman los rayos a los cuales
pertenecen los lados del poligono es un
angulo interior. Al angulo adyacente a cada
\ 4 angulo interior es un dngulo exterior.
Los vértices que no pertenecen a un mismo lado del poligono son vértices opuestos. El segmento que
une dos vértices opuestos es una diagonal del poligono. Se puede demostrar que si el poligono tiene
n(n-73)

2
Si se construye un poligono, el plano que lo contiene se divide en tres conjuntos de puntos: los puntos
del poligono propiamente tal; los puntos que estan en el interior del poligono, que son sus puntos
interiores ; 1os puntos exteriores al poligono, que son los puntos que no pertenecen ni al poligono ni
a su interior.

n lados, entonces el numero d de diagonales que tiene el poligono es d =

Definicion: La figura geométrica formada por la unién de los puntos del poligono y los de su interior,
es la region poligonal o superficie del poligono.

Definicion: El nimero real que corresponde a la medida de la superficie, es el area del poligono.
Definicion: La suma de las medidas de los lados es el perimetro del poligono.

Se clasifican los poligonos seglin el numero de lados:

Tridngulo: poligono de 3 lados. Cuadrilatero: poligono de cuatro lados.
Pentagono: poligono de 5 lados. Hexdgono: poligono de seis lados.

Heptagono: poligono de siete lados. Octdégono u octagono: poligono de 8§ lados.
Enedgono o nonagono: poligono de 9 lados. Decdgono: poligono de 10 lados.
Dodecéagono: poligono de 12 lados. Pentadecagono: poligono de 15 lados.
Icosdgono: poligono de 20 lados.

Definicién: Si un poligono tiene todos sus lados congruentes es un poligono equildtero.

Definicién: Si un poligono tiene todos sus dngulos interiores congruentes es un poligono equidangulo.
Definicion: Si un poligono es a la vez equilatero y equiangulo es un poligono regular. En caso
contrario es poligono irregular.
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El triangulo.

Un triangulo es un poligono de tres lados.

Definicion: Si A, B'y C son tres puntos no colineales, launiéon de 4B, AC'y BC se llama tridngulo.
Definicién: Un punto estd en el interior de un tridngulo si estd en el interior de cada uno de sus
angulos interiores. Sera exterior al triangulo si no esta ni en el tridngulo ni el interior de ¢él.

Sus elementos fundamentales son los mismos de cualquier poligono.

Se pueden designar los vértices y
angulos del triangulo de cualquier
manera. Pero generalmente se designan
los elementos del triangulo como
aparecen en la figura, para

simplificar el enunciado de las propiedades y la nominacion de los elementos caracteristicos. Los
vértices se designan con las letras A, B 'y Cy sus angulos respectivos ¢, # y y. Las medidas de los

lados opuestos a los vértices A, B y C son respectivamente a, b y c.

Cada uno de los lados puede ser la base del tridngulo.

Si un lado no contiene a un vértice o no forma un angulo del tridngulo, es el lado opuesto a dicho
angulo o al vértice al que no pertenece al lado. Lo mismo se designa angulo opuesto a un lado.

Definiciones: Si un triangulo tiene dos lados congruentes, es tridngulo isosceles.

Si el tridngulo tiene sus tres lados congruentes, es un triangulo equilatero. Un tridngulo equilatero
es isosceles.

Un triangulo para el cual ninglin par de lados son congruentes es tridngulo escaleno.

Definiciones: Si en un triangulo los tres angulos son agudos, es triangulo acutangulo.

Si en un triangulo uno de sus angulos es obtuso, es triangulo obtusangulo.

Si en un tridngulo uno de sus angulos es recto, es triangulo rectangulo. El lado opuesto al angulo
recto es la hipotenusa. Los otros dos lados son los catetos.

Elementos singulares o caracteristicos de los triangulos

Ademas de los elementos que tiene el triangulo, como cualquier poligono, se definen los siguientes
elementos que son propios de los tridngulos.

Definicion: El segmento construido desde uno de los vértices de un tridngulo y perpendicular a la
recta que contiene al lado opuesto, es una altura del triangulo.

C
En la figura estan construidas la tres alturas del

AABC, E, BF y R La magnitud de la altura
ha

F é construida desde el vértice A hasta el lado a, AE sera
he haque se lee h sub a. Lo mismo BF =4, y CD = h..
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Definicion: El segmento que tiene como extremos un vértice de un triangulo y el punto medio del
lado opuesto, es una median En la figura han sido construidas la tres medianas

c del AABC, E,ﬁ y DC.La magnitud de la
mediana construida desde el vértice A haste el punto
F E medio del lado a, AE sera #,que se lee t sub a. Lo
o \ mismo BF =7y CD =t..
A D B

Definicion: Un segmento que tiene como extremos un vértice de un tridngulo y el punto de
interseccion de la bisectriz del dngulo interior del tridngulo en dicho vértice, con el lado opuesto, es
una bisectriz del angulo interior del triangulo.

En la figura han sido construidas la tres
bisectrices de los dngulos interiores del AABC,

E, ﬁ y DC.Lamagnitud de la bisectriz
construida desde el vértice del angulo ¢ hasta el
lado a, AE sera b_ que seleebsub . Lo mismo

BF= b,y CD=. b,.

Definicion: La recta perpendicular construida en el punto medio de un segmento, es la mediatriz
del segmento.

mediatriz

Definicion: Una mediatriz correspondiente a un lado de un triangulo, es una mediatriz del
triangulo.
En la figura han sido construidas la tres
c mediatrices del AABC. Los puntos E, F
y D son los puntos medios de los lados a,
by c del tridnguloy Sa, Sv y Sc son sus
mediatrices

Sc

Observacion: se puede observar en las respectivas construcciones, que cada uno de estos cuatro
elementos de los tridngulos se intersecan en un mismo punto. Mas adelante, estas propiedades se
demostraran.

Definiciéon: Un segmento cuyos extremos son los puntos medios de dos lados de un triangulo, es un
segmento medio del triangulo.
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En la figura han sido construidos los tres
F = segmentos medios del AABC: FD,DE y EF.

Relaciones angulares en el triangulo

Teorema “La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180°”.

Hipoétesis «, 3,y son las medidas de los
angulos interiores del A4ABC.
Tesis: o+ B +y =180°

Demostracion
1) Se construye por el vértice C la recta 1 // AB. Se forman los angulos de medidas § y e
2) Resulta: ¢ =5 y B =¢ ( Lsalternos internos entre //s).

3) Pero &+ y + & = 180° ( forman par lineal)
4) Reemplazando 2) en 3) resulta: ¢ + B+ y =180°.

Corolarios. 1. La medida de cada angulo interior de un tridngulo es igual a 180° menos la suma de
las medidas de los otros dos.

2. La suma de las medidas de dos angulos interiores de un triangulo es 180° menos la medida
del tercer angulo.

3. Un tridngulo siempre tiene a lo menos dos angulos agudos.

4. Los angulos agudos de un triangulo rectangulo son complementarios.

5. Un tridngulo no puede tener més que un angulo recto o un angulo obtuso.

Utilizando el teorema demostrado permite enunciar el teorema referente a la suma de las medidas
de los angulos interiores de un poligono cualquiera. “La suma S de las medidas de los angulos
interiores de un poligono de n lados es S = 180 (n-2)".
E

Demostracion
Se construye el punto P en el interior del
poligono de n lados. Se une el punto P con los
P vértices formando n triangulos.

La suma S de las medidas de los angulos

interiores del poligono serd 180 - n menos la

B c

suma de las medidas de los dngulos en el punto P, que es 360° (una circunferencia).
Por lo tanto S=180 'n—360=180(n—2).
Corolario: En un poligono regular de n lados, la medida de cada angulo interior ¢ es, o =
180(n —2)
n
Teorema “La medida de cada angulo exterior de un triangulo, es igual a la suma de las medidas de
los angulos interiores no adyacentes a el”.
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Hipotesis  §es la medida del angulo exterior del
AABC; ¢y p las medidas de los

angulos interiores no adyacentes.

Tesis: o=a+ f

A B
Demostracion
1) o+ y = 180° (forman par lineal)
2) a + B+ y =180° (suma medidas angulos interiores)

3) Del)y2): 6+ y= a+ B+ y(propiedad transitiva =).
4) Porlo tanto: § = o + B (propiedad uniforme =).

Corolario: La medida de un angulo exterior de un triangulo es siempre mayor que la medida de cada
angulo exterior no adyacente a él.

Se pueden demostrar los siguientes teoremas: “La suma de las medidas de los angulos exteriores de
un triangulo es 360°”

“La suma de las medidas de los angulos exteriores de cualquier poligono es 360°”.

Corolario: Ningun poligono convexo puede tener mas de tres angulos agudos.

Relacion de congruencia en los poligonos

Se ha definido anteriormente la relacién de congruencia con respecto a los segmentos y a los angulos.
El término congruente o congruencia proviene del latin, que significa concordar o coincidir.
Definicion: Si dos poligonos tienen sus lados y angulos respectivamente congruentes, entonces son
poligonos congruentes. Las figuras congruentes tienen la misma forma y el mismo tamafio.
La figura corresponde a la representacion de tres triangulos congruentes.

B

c"

A B B A A"

Como los lados y angulos de dos triangulos congruentes, son respectivamente congruentes, puede
pensarse que las tres figuras se sobreponen completamente.

La palabra respectivamente u ordenadamente, es indispensable, ya que la ubicacion de los vértices
de los angulos y lados congruentes es fundamental para establecer la relacion de congruencia. Estos
elementos seran los elementos homologos de los poligonos congruentes

En la figura, los vértices correspondientes son A <A’ <A”’; B« B’ B’

CoC &C. Lo mismo sucede con los lados AB <> A'B <> A"B" y lo angulos:
LA LA /A" /B> /B« /B, /C < /C'«> (",

Por lo tanto, la relacion de congruencia entre los triangulos es:

AABC <> AA'B'C'<> AA" B"C". Esto se anotara de la siguiente manera:

AABC = AA'B'C'= AA"B"C".

Por supuesto, se puede afirmar que los elementos homdlogos en tridngulos congruentes, son
congruentes.

Se ha explicado en forma intuitiva la relacién de congruencia.
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La relacion de congruencia en los triangulos

Definicion: Sea ABC «>DEF una correspondencia entre los vértices de dos tridngulos. Si los pares
de lados correspondientes y los pares de angulos correspondientes son congruentes, entonces la
relacion se llama una congruencia entre los dos triangulos.
Esta relacion se anota A4ABC = ADEF, la que define las siguientes congruencias:

AB=DE o AB=DE; BC=EF o BC=EF, AC=x=DFo AC = DF; /4=/D o
mZA=msD; ZB=/E0 m{B=m/lE; ZC=/LF o0 .
A veces, es conveniente indicar las congruencias en la forma que se observa en la siguiente figura.

Cc F

A B E D

Definiciéon: En un tridngulo, un lado esta comprendido entre los angulos cuyos vértices son los
extremos del lado y un dngulo esta comprendido entre los lados, que corresponden a los lados del
angulo.

Se puede demostrar que la congruencia de tridngulos es una relacion de equivalencia.

Para demostrar una congruencia entre tridngulos es necesario demostrar que sus lados y angulos
homologos son congruentes. Sin embargo es posible formalizar la existencia de ciertos criterios que
nos permitan demostrar la existencia de la relacion de congruencia entre tridngulos.

Para esto se enunciaran los axiomas de la congruencia de triangulos.

Usaremos la notaciones LAL (lado-angulo-lado), ALA (4ngulo-lado-4ngulo), LLL (lado-lado-lado)
y LLA (lado-lado-angulo)

Axioma 21 (LAL) Si dos triangulos tienen respectivamente congruentes dos lados y el angulo
comprendido entre ellos, entonces los tridngulos son congruentes.

F

LLL
i

E D

Axioma 22 (4LA) Si dos triangulos tienen respectivamente congruentes dos angulos y el lado
comprendido entre ellos, entonces los tridngulos son congruentes.

Observacion: El axioma ALA también se cumple si los triangulos tienen un lado y dos angulos
cualesquiera congruentes, ya que los terceros dngulos también seran congruentes.

Axioma 23 (LLL) Si dos triangulos tienen respectivamente congruentes sus tres lados, entonces los
triangulos son congruentes
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Axioma 23 (LLA) Si dos tridngulos tienen respectivamente congruentes dos lados y el angulo
opuesto a los de mayor medida de ellos, entonces los tridangulos son
congruentes.

C

Observacion: Los axiomas de congruencia de tridngulos enunciados nos permiten, afirmar, que para
demostrar que dos triangulos son congruentes basta demostrar que tienen tres de sus respectivos
elementos relacionados seglin uno de los criterios establecidos, siempre que uno de esos elementos
sea un lado.

Corolario de la congruencia de triangulos: En triangulos congruentes, los elementos homologos son
congruentes.

Se puede también enunciar de esta manera: En triangulos congruentes, a lados congruentes se oponen
angulos congruentes y a angulos congruentes, se oponen lados congruentes”.

Los postulados de la congruencia de tridngulos permiten demostrar o congruencia de segmentos o
congruencia de angulos.

Se pueden demostrar los siguientes teoremas:

“Si dos triangulos rectingulos tienen sus catetos respectivamente congruentes, entonces SOn
congruentes”.

“Si dos triangulos rectangulos tienen la hipotenusa y uno de sus angulos agudos respectivamente
congruentes, son congruentes’’.

“Si dos triangulos rectangulos tienen la hipotenusa y uno de los catetos congruentes, son
congruentes”.

“Si dos triangulos rectangulos tienen un cateto y un dangulo respectivamente congruentes, son
congruentes”.

“Si un triangulo es equildtero, la medida de cada uno de sus angulos es 60°”.

“Si en un triangulo rectangulo la medida de uno de sus angulos agudos es 30° entonces la medida
del lado opuesto a dicho lado e igual a la mitad de la medida de la hipotenusa”.

Propiedades de un triangulo isosceles
Con el fin de facilitar el lenguaje geométrico, en un tridngulo isosceles se llamaran: lados, los lados
que tiene medidas iguales; base, el lado desigual; vértice, el vértice opuesto a la base, dngulo del

vértice, el angulo opuesto a la base; dngulos basales, los angulos adyacentes a la base.

Teorema “En un triangulo isosceles, los angulos basales son congruentes”.
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Hipotesis AABC es isosceles. AC = BC,

Tesis: ZCAB = ZCBA.

Demostracion.
1) Se construye AD =~ DB (D punto medio de E).
2) D«C

D B

3) En AADC y ABDC se tiene: CD =~ CD (lado comimn),

AC = BC (hipétesis) y AD = BD (de 1))
2) Porlotanto AADC =~ ABDC ( LLL).
3) Luego ZCAB = ZCBA. (4ngulos opuestos a lados = ). ( Tesis)

Corolarios: Si dos triangulos isésceles tienen un lado y un dngulo respectivamente congruentes,
entonces los tridngulos son congruentes.

Teorema (reciproco) “Si un triangulo tiene dos angulos congruentes, entonces es un triangulo
isosceles”

c Hipotesis ZCAB = ZCBA.
Tesis: AABC es isosceles ( AC =~ BC).
Demostracion
1) En CcA y en CB se construyen los puntos
A B E yF tales que AE ~ BF (AE = BF).
M

2) AoF y BoE.
3) En AABEy AABFE se tiene:

AB = AB (lado comtn); /BAE = /ABF
(= suplemento) y AF ~ RF (de 1)).

4) Por lo tanto: AABE =~ AABFE (14L).

5) Luego ﬁ ~ ﬁ (lados opuestos a lados =~ 5)y ZAEB = /BFB(éngulos opuestos a lados = ).
6) En ACBEy ACAF setiene: /C = £C ( Leomin); EB=FAY /AEB= /BFB (de5)).
7) Luego, ACBE =~ ACAF (4LA)y por lo tanto CE ~ CF (CE = CF).

8) 7)—2): CE—EA =CF —FE, esto es, segtin la figura: AC=BCo A4C ~ BC (Tesis).

Teorema “En un triangulo isosceles, el segmento que une el vértice con el punto medio de la
base, es perpendicular a la base.
Cc

Hipoétesis DA = DB; AC = BC
Tesis: CD | AB
Demostracion:
D B 1) Enlafigura AADC =~ ABDC (LLL).

Porlo tanto /ADC = /BDC. (4ngulos

opuestos a lados =~ ).

2) m LZADC + m/BDC = 180° (forman par lineal).

3) Del)y2):m /ADC = m/BDC = 90°.
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4) Porlotanto 4B | DC (definicion de ). (Tesis)

Se pueden demostrar los siguientes teoremas “En un tridangulo isosceles, el segmento que une el
veértice con el punto medio de la base, biseca al angulo del vértice”.

“En un triangulo isosceles, el segmento perpendicular construido desde el vértice a la base, biseca
el angulo del vértice y dimidia a la base”.

“En un triangulo isosceles, el segmento que biseca al angulo del vértice, dimidia a la base y es
perpendicular a ella”.

Teorema “Cualquier punto que Hipotesis 4B segmento dado y larecta /su ‘@ de los extremos
del segmento”. mediatriz.

(CA=CB y ! 1 4B).P punto cualquiera

. de /.
Tesis: PA = PB.
/ Demostracion
1) A< P < B.

A c B

2) En AACPy ABCP se tiene:
AC ~ BC (Hipotesis)

3) LACP = /BCP (hipétesis, 90°) y CP =~ CP (lado comn).
4) Porlotanto AACP = ABCP ( LAL).

5) Luego PA = PB (ladosopuestosa /s =). Por lo tanto PA = PB (Tesis).

Teorema (reciproco) “Si cualquier punto equidista de los extremos de un segmento dado, entonces
pertenece a su mediatriz”.

En el dibujo del teorema anterior, se tiene:
Hipotesis 4B segmento dado, y P punto tal que PA = PB.
Tesis: El punto P pertenece a la mediatriz de AB.

Demostracion.

1) A P < B.

2) En AACPy ABCP se tiene: P4 = PB (hipotesis) y CP =~ CP (lado comn).
/PAC = /PBC (Angulos basales A isosceles).

3) Por lo tanto AACP = ABCP (LAL).

4) Luego / ACP= /BCPY AC =~ BC(Corolario = ).

6) Pero /ACPy /BCP forman un par lineal, luego son congruentes.

7) Por lo tantom ,ACP=m /BCP=90°y CP | 4B (Definicién de | ).

8) De 4)y 7) se concluye que CP es mediatriz de 4B (Tesis).

Se puede demostrar el siguiente teorema: “Cualquier punto de la bisectriz de un angulo, equidista
de los lados del angulo”.
También es valido el reciproco.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Taller 2-1

En un tridgngulo ABC se conoce el angulo « y la diferencia g—y = §. Haga la
resolucion graficade By y.

Dado un triangulo rectangulo y con un de sus angulos agudos conocidos. Determinar la
medida de cada uno de los dngulos formados al dibujar la altura correspondiente al
vértice del angulo recto.

Dadas dos rectas paralelas cortadas por una tercera recta, trazar las bisectrices de dos
angulos internos del mismo lado de la recta secante. Determine la medida del &ngulo
formado por estas bisectrices.

Calcule la suma de las medidas de los angulos interiores de un pentadecagono.
Determine el poligono en el cual la suma de las medidas de los dngulos interiores es
2330°.

Las medidas de 5 dngulos interiores de un poligono regular suman 270°. Determine qué
clase de poligono es.

Se dibujan los rayos opuestos correspondientes a la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo. Determine la suma de las medidas de los dngulos exteriores que se
formaron.

Demuestre que la bisectriz de uno de los angulos exteriores en el vértice de un triangulo
isosceles, es paralela a la recta que contiene a la base.

Demuestre que si la suma de las medidas de dos angulos exteriores de un tridngulo es
igual a 270°, entonces el tridngulo es rectangulo.

Demostrar que en la figura, la medida del angulo & es igual a la suma
c

a+p+y.

Demuestre que en un cuadrilatero la suma de las medidas de dos dngulos interiores es
igual a la suma de las medidas de los dos dngulos exteriores no adyacentes.
Sobre los lados de un tridngulo equildtero ABC se consideran tres puntos D, E y F de

modo que sean AD ~ BE ~ C_F Demuestre que también el tridngulo DEF es equilatero.
Se traza 4D bisectriz del angulo en A en un triangulo ABC cualquiera, Por un punto M

cualquiera del lado A_C, se traza la recta paralela a AD de modo que corte al rayo BA
en el punto P. Demuestre que el tridngulo AMP es isdsceles.
Se da el triangulo ABC de modo que se cumple que ¢ = 2/3. Se traza sucesivamente

AD bisectriz del angulo ¢, la recta DE paralela a la recta AB, la recta EF paralela a la
recta ADF y la recta FG paralela a la recta DE. Determine a) los angulos congruentes
con 3. b) los tridngulos isdsceles formados y cuales los pares de segmentos
congruentes. c¢) los rayos que son bisectrices de algunos angulos de la figura.
Demuestre que el angulo externo a uno de los vértices de la base de un tridngulo
isosceles es siempre obtuso.

Si las bisectrices se un cuadrilatero cualquiera no se intersecan en un mismo punto,
entonces forman un cuadrilatero cuyos angulos opuestos son suplementarios.
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17.

18.

19.

20.

Demuestre que en un triangulo, la medida del dngulo formado por la bisectriz de un
angulo exterior con el rayo correspondiente al lado opuesto, es la semidiferencia de las
medidas de los otros dos angulos del tridngulo.

Demuestre que la medida del angulo obtuso formado por dos bisectrices de un tridngulo
es la mitad de la medida del tercer angulo del triangulo aumentada en 90°.

Se da el tridangulo ABC rectangulo en B. Se une el vértice B con un punto D de la

hipotenusa de modo < DBC = <DCB. Demuestre que se obtiene AB ~ BD = DC.
Demuestre que dos tridngulos que tienen una altura y dos angulos respectivamente
congruentes, son congruentes.
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Lugares Geométricos

Aplicando el concepto de congruencia y los teoremas demostrados, se puede efectuar construcciones
geométricas, de modo que se puedan ubicar puntos que cumplan con ciertas caracteristicas bien
determinadas.

En forma intuitiva, se puede observar, que los puntos de la figura de una circunferencia, estan a una
distancia constante con respecto a su centro. Esta es una propiedad comun solo de los puntos de ella
y s6lo los de ella. Esta idea de todos y solo estos puntos constituye la definicion de lugar geométrico.
Definicion: Lugar geométrico (L.G.) es un conjunto de puntos de una figura geométrica cuyos puntos
y, exclusivamente ellos, cumplen con una condicion o tienen una determinada propiedad.

Los lugares geométricos se utilizan para construir un punto o conjuntos de puntos que cumplan dos
condiciones. Para determinar estos puntos se construyen los Ls.Gs. correspondientes y, la interseccion
de estas figuras, son los puntos buscados. El enunciado de un L.G. lo constituye el nombre de la figura
y la propiedad que tienen los puntos que lo forman.

Enunciado y representacion de los L s .Gs.:
1

P 1° La mediatriz de un segmento dado o
correspondiente a dos puntos dados, es el L.G:
de todos los puntos de un plano que equidistan
de los extremos del segmento o de los puntos
dados.

2° La circunferencia con centro en un
punto dado Py de radio r, esel L.G. de
todos los puntos de un plano que tienen la
distancia dada r (equidistan) desde el punto
P.

(5
<7
A

A

3° La circunferencia con centro en un
punto dado Py de radio r, esel L.G. de
los centros de todas las circunferencias de
radio r y que se intersecan en el punto P
(pasan por el punto P).

N

—

4° Las rectas paralelas construidas a
d ambos lados de una recta dada | a una
! distancia dada d, es el L.G. de todos
d los puntos del plano que estdn a la
” distancia d, desde la recta I.

5° La paralela media construida entre
dos rectas paralelas dadas 1’y 1", es
el L.G. de todos los puntos del plano

que equidistan de las rectas paralelas
AdAadac



6° La bisectriz de un angulo dado es el

L.G. de todos los puntos que equidistan
de los lados del angulo.

7° Las bisectrices de los angulos
formados por dos rectas dadas que
se intersecan, es el L.G. de los

puntos que equidistan de las dos
recta dadas.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

Taller 2-2

Determine los puntos que tienen una distancia dada d, a un punto dado P y que tengan
una distancia también dada r a una recta dada 1.

Determine los puntos que tienen una distancia dada d, a un punto dado P y que sean
equidistantes de dos rectas paralelas dadas.

Determine los puntos que tienen una distancia dada d, a un punto dado P y que
equidisten de dos rectas que se cortan, 1y I’

Determine los puntos que tienen las distancias dada d y r de dos puntos dados A y B.
Dadas dos rectas paralelas 1 y I’ y una tercera recta 1I°, determine los puntos que
equidisten de las paralelas y que tengan una distancia también dada d a la recta 1”.
Determine los puntos que tienen una distancia dada d, a un punto dado P y que tengan
una distancia también distancias iguales a dos puntos dados, A y B.

Determine los puntos que tienen una distancia dada d, a una recta dada 1 y que sean
equidistantes a dos rectas secantes I’ y 1”°.

Dados dos segmentos AB y ED construir sobre ellos dos triangulos isosceles de
manera que tengan el vértice comun el vértice C.

Determine los puntos que sean equidistantes de dos puntos dados, A y B y que sean
también equidistantes de dos rectas paralelas, 1 y I’.

Determine los puntos que sean equidistantes de dos puntos dados, A y B y que tengan
una distancia dada d de una recta dada

Determine los puntos que sean equidistantes de dos puntos dados, A y B y que sean
equidistantes de dos rectas que se intersequen.

Determine los puntos que sean equidistantes de dos puntos dados, A y B y que sean
equidistantes de los vértices C y D de un triangulo dado.

Determine los puntos equidistantes de dos rectas paralelas dadas 1 y I’ y de una tercera
recta que las interseque.

Sean los puntos A, B, C, determine un punto equidistante de los tres puntos dados.
Determine los puntos equidistantes de dos rectas que se intersecan 1 y I’ y que sean
equidistantes de dos rectas que forman un angulo.

Determine un punto equidistante de dos lados de un tridngulo que se encuentre sobre el
tercer lado.

Se quiere construir un supermercado equidistante de tres ciudades, no situadas en
linea recta. Haga el modelo geométrico adecuado, que determine el lugar preciso en
que debe estar el centro comercial.

Construya una circunferencia cuyo centro se encuentre sobre una recta dada 1y que
pase por dos puntos dados A y B.

Determine sobre una recta dada 1 un punto que tenga una distancia dada d de otra recta
dada I’.

Determine un punto que tenga las distancia dadas d y » desde dos rectas dadas 1y I’
que se intersecan.
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Propiedades de los puntos singulares del triangulo

Se sabe que si dos rectas tienen un punto en comun, se intersecan en el punto.

Cuando se analizaron los elementos del tridngulo, se definieron las alturas, las medianas, las
mediatrices y las bisectrices del mismo. Estos elementos caracteristicos del tridngulo, tienen la
propiedad de intersecarse en un mismo punto, llamados puntos singulares de tridngulo. Estas
propiedades se demuestran en los siguientes teoremas.

Teorema “Las tres mediatrices de un triangulo, se intersecan en un unico punto, el cual equidista de
los vertices del triangulo ™.

Hipotesis 1705 FO,FO son
mediatrices del AABC.

E Tesis: a) FO, ﬁ,% se
intresecan en el punto O.
4\ b) AO= BO= CO.
A D B
Demostracion
1) Las mediatrices FO, FO se intersecan en un punto ( | s a segmentos adyacentes). Sea

O este punto.

2) Luego AO = CO (propiedad de mediatriz de un segmento)

3) Por otra aparte CO = BO (id.)

4) De 2) y 3), AO = BO (Propiedad transitiva =).

5) Por lo tanto, el punto O pertenece a la mediatriz de 4B (un punto que equidista de los
extremos de un segmento, pertenece a su mediatriz).

6) Luego, el punto O pertenece a la mediatriz DO (Tesis).

Corolario: El punto de interseccion de las tres mediatrices de un triangulo es el centro de la
circunferencia que pasa por sus tres vértices y que es la circunferencia circunscrita del
triangulo.

Este punto recibe el nombre de circunscentro.
En el caso de un tridngulo acutangulo, este
punto se encuentra en el interior del
triangulo; si el tridngulo es obtusangulo, en el
exterior y, si es rectangulo, es el unto medio

AU 8 de la hipotenusa

Teorema “Las tres bisectrices de los angulos interiores de un triangulo, se intersecan en un
unico punto, el cual equidista de los lados del triangulo”.
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‘( Hipotesis A—Q FOl(?é son
<N biectrices el AABC.
‘ E OD 1 AB,OE 1 BC,OF 1 AC.
( Tesis: a) /T(i FQC@ se

A D B intersecan en el punto O.
b) DO= EO = FO.

Demostracion

1) Las bisectrices BO'y CO se Imtersecan en el punto u.
2) Luego, DO = EO = FO ( L.G. de la bisectriz de un angulo).

3) Por lo tanto el punto O equidistade 4C yde AB.

4) Luego A0 es bisectriz del angulo ¢.
5) Por lo tanto, las tres bisectrices del AABC se intersecan en el mismo punto O (Tesis).

Teorema “Las tres alturas de un triangulo se intersecan en un mismo punto”.

H c I
e Hipétesis CD, AE y BF son
' < alturas del AABC.
A D B Tesis: CD,AE y BF se
intersecan en un mismo punto
O,
|
Demostracion.

1) Seconstruyen HI//BC, GI//AC Y HG// AC-
2) El cuadrilatero AIBC es un # y por lo tanto /B ~ 4C (lados opuestos en el #).

3) Andlogamente GB =~ AC enel # ABGC.
4) Luego, de 2)y 3): /B~ BG.
5) Por un procedimiento analogo se demuestra que HA = A] y que HC = GC.

6) De 1) resulta AE | ]—7, BF L IG y CD | HG: Por lo tanto E‘, CD % BF son las
alturas del AHIG. Y las tres aturas de un tridngulo se intersecan en un mismo punto.
(Tesis).

Teorema “Las tres medianas de un triangulo concurren en un mismo punto, de modo que la
distancia desde dicho punto al punto medio del lado mide la mitad de la distancia desde el
punto al veértice respectivo”.
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Hipétesis CD,AE y BF son
medianas del AABC.

Tesis: a) Tesis: CD,AE y BF se

>

intersecan en un mismo punto O,

b) ob=92¢ . op=94 . op= 98
2 2 2
Demostracion.

1) Se construyen Gy H puntos medios de 4Oy BO respectivamente.
2) FOE GoF, HoGyH o E.

3) En AABC FE// ABY FE = % (Propiedad segmento medio).

4) En AABO GH//ABY GH = ATB (Propiedad segmento medio ).

5) De 3)y4) el cuadrilatero GHEF es un # (Tiene un par de lados congruentes y //s).

6) Por lo tanto GO = OE y HO = OF (Propiedad de las diagonales de un #).

7) Del)y6): OD = % . OF = % . OF = %(Tesisb).

8) Ademas, si dos medianas del tridngulo cumplen la relacion 7), entonces la tercera mediana
debera contener el punto de interseccion de las otras dos.

Relacion de desigualdad entre los elementos de un triangulo.

Las propiedades que se analizaran a continuacion, estan relacionadas con las medidas de los
segmentos y de los dngulos. Por lo tanto, las propiedades de la desigualdad de lados y angulos
seran las mismas de la relacion de orden del conjunto numérico de los numeros reales.
A continuacidn se demuestran estas propiedades.
Teorema “Si en un triangulo, dos lados son de distintas medidas, la medida del angulo opuesto al
lado de medida mayor, es mayor que el opuesto al lado de menor medida”.

C

Hipotesis En BC > AC en A4BC
Tesis: m ~CAB > m ~ABC.

Demostracion
t B 1 Se construye ®(C,AC) ~CB = {D}
A B
2) A &Dyresulta AADC is6sceles. Por lo tanto m ~CAD = m ~CDA
( £ s basales).

3) Pero m /CDA > m /CBA ( zexterior del AABD).

4) De 1)y 3) m ,CAB > m ~ABC (Tesis).

Teorema (Reciproco) “Si en un triangulo, dos angulo son de distintas medidas, la medida del lado
opuesto al angulo de medida mayor, es mayor que el opuesto al angulo de menor medida”.
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Hipotesis m L CAB > m £ ABC. en AABC
Tesis: BC> AC
Demostracion
" 1) Hay tres posibilidades para las medidas BC y AC:

BC > AC o BC=AC o0 BC <AC: (Prop. de tricotomia).
2) Si BC = AC, entonces el Aes isoscelesy m /CAB =m £ ABC ( /s basales).
Contradice hipotesis.
3) Si BC < AC, por teorema anterior: m / CAB < m /ABC. Contradice hipotesis.
4) Por lo tanto BC > AC. (Tesis).

Corolarios:
1. En un tridngulo rectangulo la medida de la hipotenusa es mayor que la medida de cada
cateto.
2. En un tridngulo obtusangulo, el lado de mayor medida es el opuesto al 4ngulo obtuso.

Teorema ““Si desde un punto dado, situado fuera de una recta, se construye un segmento
perpendicular a la recta, la medida de este segmento es menor que la de cualquier otro segmento
que tiene como extremos el punto dado y otro punto cualquier de la recta”.

P

Hipoétesis Sea la recta dada / y P punto
dado.

PA 11.B punto de .
> Y Tesis: PA <PB.
Demostracion

En la figura E1 ABAP es rectangulo en P. Por lo tanto AP > PB ( Un cateto es menor que la
hipotenusa) (Tesis).

Definicion: La medida del segmento perpendicular construido desde un punto dado P a una recta
dada 1, es la distancia desde el punto a la recta.

Teorema “En un triangulo cualquiera, la medida de uno de sus lados es menor que la suma de las

D

Hipotesis AB, Ejy BC lados del AABC.

Tesis: a) AB<AC + CB.b) AC>AB-B
medidas de los otros dos lado: esis: a) C+CB.b) AC C B

Demostracion:

1) Se construye ®(C, CB) " AC = {D}

2) B <D yse formael ABCD isdsceles.

3) Luego ~/CBD = /BDC ( /s basales).

4) Por lo tanto m ZA4ABD > mZADB.

5) De4)enel AABD se cumple AB < AD (angulo opuesto a lado de menor medida).
6) Pero AD=AC+ CD

7) Reemplazando 1) en 6) y luego en 5) queda AB < AC + CB (Tesis a)

8) Para la tesis b) basta despejar AC en 7) y queda AC > AB — BC.

En los teoremas anteriores se demuestran las propiedades de las desigualdades en un mismo
triangulo. Para triangulos diferentes, se cumple el siguiente teorema:
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Teorema (de la charnela) “Si dos triangulos, tienen dos de sus lados respectivamente congruentes y
los angulos comprendidos entre ellos desiguales, entonces al angulo de mayor medida entre ellos,
se opone el lado de mayor medida”.

B

Hipotesis AB= AD; m /DAC >m /CAB.
A Tesis: DC > BC.

€ Demostracion
- 1) Se construye AE bisectriz del
Z/DAB.
2) E <B.

D

3) En ADAEy AEABsetiene: D4 =~ AB (hipotesis), /DAE =~ /BAE (de 1)y AE = AE
(lado comun).

4) Porlotanto ADAE =~ AEAB (LAL).

5) Luego: DE ~ EB (lados opuestos a /s = ).

6) En AEBC: BE + EC>BC (Teorema suma de lados del A).

7)  Reemplazando 6) en 7) resulta: DE + EC > BC. Esto es DC > BC (Tesis).

Teorema (reciproco) “Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente congruentes y el tercero
desigual, entonces el angulo que se opone al mayor de estos lados, es el de mayor medida”.

c
Hipotesis CD ~ BC; AB > AD,
Tesis: m L/ ACB >m ACD.
Demostracion
Z\\/ B 1) Si m /ACB = m £/ACD, entonces
D AABC = AADB (LAL)y AB =~ AD; absurdo

ya que contradice la hipdtesis.
2) Si m /ACB < m £ACD, entonces AB < AD (teorema directo), absurdo, ya que
contradice la hipotesis.
3) Por lo tanto, m ~ ACB >m ~ ACD (Tesis).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Taller 2-3

Si P es in punto en el interior del tridngulo ABC, demuestre que la suma de las distancias
desde P a cada un de los vértices, es menor que el perimetro del tridngulo.

Sea M un punto del lado BC del tridangulo ABC. Se une el punto M el vértice A.
Demuestre que se cumple la relacion:

AM < AB+BAC+BC.

2
En un tridngulo ABC, BA =acm, BC = b cm. ;Entre qué valores puede variar el tercer

lado AC?

Demuestre que si dos tridngulos isésceles que tienen la base y un lado respectivamente
congruentes, entonces son congruentes.

Demuestre que dos tridngulos son congruentes si tienen respectivamente congruentes un
lado, un angulo adyacente y la bisectriz de este angulo.

Demuestre que si dos tridngulos son congruentes, entonces también son congruentes sus
respectivas: a) alturas, b) bisectrices, ¢) medianas.

Demuestre que dos vértices de un tridngulo son equidistantes de la mediana que parte
desde el tercer vértice.

En un triangulo isésceles de base AB se traza la altura Cp .Determinar la medida del

angulo que forma el rayo CD con cada uno de los lados del triangulo.

Demuestre que un triangulo que tiene dos alturas congruentes es isdsceles.

Si en un triangulo isdsceles la altura trazada desde el vértice tiene longitud igual a la
mitad de la base, determine qué clase de triangulo isosceles es.

En un triangulo ABC se traza la bisectriz 4D del angulo en A. Desde un punto

arbitrario M de 4(, se traza una recta paralelaa 4D que corta al rayo BA en P.
Comprobar que el triangulo AMP es isosceles.

En un tridngulo equilatero ABC se determinan distancias iguales desde los vértices
sobre las rectas que contienen a los lados. Demuestre que uniendo los puntos obtenidos
de esa manera, se forma un nuevo tridngulo equilétero.

Demuestre que en un triangulo la suma de las medidas de las tres alturas es menor que su
perimetro y mayor que su semiperimetro.

Demuestre que si la medida del angulo del vértice de un tridngulo isdsceles es la mitad
de la medida de cada uno de los dngulos basales, la bisectriz de uno de los angulos
basales divide al tridngulo dado en dos tridngulos isosceles.

Demuestre que dos alturas de un tridngulo acutangulo forman al intersecarse un angulo
obtuso que es el suplemento del d&ngulo del vértice que no corresponde a las alturas.
Demuestre que si un punto P se encuentra en el interior de un tridngulo ABC, entonces
se cumple la siguiente relacion: PB+PC <AB+AC.
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Construccion de figuras geométricas planas

La construccion de figuras planas o resolucion de problemas geométricos, consiste en hacer el dibujo
de una o de varias figuras geométricas que permitira establecer relaciones entre ellas, aplicando las
definiciones y propiedades (teoremas) demostrados.

Las figuras pueden ser cualesquiera, compuestas por los elementos geométricos conocidos, pero
generalmente se reduce a construir puntos con determinadas condiciones, que al unirlos formaran las
figuras pertinentes.

Si la construccion tiene un conjunto finito de soluciones esta determinado. Por ejemplo, construir un
triangulo equilatero conociendo la medida de su lado. En caso contrario estd indeterminado. Por
ejemplo, construir un tridngulo conociendo la medida de uno de sus lados y la de un 4ngulo adyacente
al dicho lado.

La cantidad de datos necesarios para realizar la construccion depende de cada figura.

Etapas a seguir en una construccion geométrica:

1. El Analisis: En esta etapa se supone el problema resuelto. Se estudian las relaciones
entre los datos geométricos dados, de modo que permitan la construccion de una figura
auxiliar, que serd la base para llegar a la solucion pedida. Se debe tener cuidado que
las proposiciones deducidas las unas de las otras sean reciprocas desde el punto de
vista logico, sin que se omitan o pierdan soluciones o de introducir soluciones extrafias
al enunciado propuesto. Se agrega una sintesis, en la cual se indica las construcciones
a efectuar (lugares geométricos) para llegar al resultado pedido.

2. La construccion: En esta etapa se aplican las relaciones deducidas en el andlisis y
mediante los procedimientos geométricos conocidos (construcciones), se llega a la
figura geométrica que cumpla con las condiciones pedidas.

3. La demostracion: En esta etapa, basandose en las condiciones del problema (datos) y
en teoremas ya demostrados, se deduce que la figura obtenida en la construccion,
contienen los elementos solicitados.

4. La discusion: En esta etapa se estudian los distintos casos que pueden presentarse
cuando ciertos datos varian, de modo que se obtenga una o varias soluciones para la
construccion propuesta.

Construccion de triangulos

Cualquier tridngulo, queda determinado por tres datos (elementos), segmentos o angulos,
independientes, uno de ellos, por lo menos, debe ser un segmento. Debe recordarse cudl es la
denominacién usada para cada uno de los elementos del tridngulo.

A continuacidn se presenta un ejemplo de construccion con cada una de las etapas.

“Construir un triangulo dados: a, ta y . (aeslamedida del lado BC, la mediana t, y la medida
del angulo ).

C

o2 Analisis
Sea  AABC el pedido. En él:
D BC=a, ZABC=pyAD=ta
ta a2 Aauxiliar ABD determinado por:
BD =a/2; /ABC = LyAD=t,
B
A B
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Con el tridangulo auxiliar se conocen los vértices A y B.
Lugares geométricos para C: 1° BD; 2° ®(B,a)-

Construccion

a/2 a ta

X A
a/2

Se construye la recta 1 y en ella el punto B.
Se construye el /3 en B sobre L.

1
2
3. ®(B,a/?2), se encuentra el punto D sobre Ej
4. ®(B,ta)Nl=1{4}
5
6

® (B,a)nBD = {C}-
C & 4 y se obtiene el AABC, que es el tridangulo pedido.

Demostracion

1. £ABC = /p por construccion.
2. BC=a por construccion.

3. DA = t, por construccion.

Discusion
1. Sita>a/2, el problema tiene siempre solucion unica.
2. Sita=a/2,el AABD esisosceles y habra una solucion, siempre que el /f3 sea

agudo.
Siel /f esrecto u obtuso, el problema no tiene solucion.

4. Si se construye DE | AB, entonces: a. si t. > DE, se encontraran dos soluciones, ya
que la ®(D, ta), corta al lado del 3 en dos puntos.. b. Si ta = DE, se encontrara una

solucidn. c. Si t, < DE, no habra solucion. (En casos, como éste, se dird que los datos
son incompatibles).

Taller 2-4
Construir un tridangulo dado:
l.hx, a, ﬂ 2. h(:, ha, a 3. o, h(:, p 4. b, hc, p
5. hc, b, tb 6 b, o, hb 7 a, hc, b}/ 8. hc, 7/, p
9. he, p, ta 10. a, bﬁ, Yij 11. a, he, u 12. p, u, he
13..p, hc, a—ﬂ 14. a, ﬂ,u 15. tc, hc q 16. a, a, hc
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Los cuadrilateros

El poligono de cuatro lados, es un cuadrilatero.

Los cuadrilateros se distinguen segun la cantidad de pares de lados paralelos que tienen. Si tienen
dos pares de lados paralelos, son paralelogramos. Si tienen un solo par de lados paralelos, son
trapecios. Si no tienen pares de lados paralelos, son trapezoides.

Los siguientes cuadrilateros son paralelogramos: cuadrado, rectangulo, rombo y romboide.
Definiciones: Si las medidas de los lados de un paralelogramo son iguales, es un cuadrildtero
equilatero. Si las medidas de los &ngulos interiores de un paralelogramo son iguales, es un
paralelogramo equiangulo. El paralelogramo equilatero en el cual las medidas de cada uno de sus
angulos es de 90° es un cuadrado; en caso contrario es un rombo. Si las medidas de los cuatro angulos
del paralelogramo es 90°, es un rectangulo. En caso contrario es un romboide.

En un paralelogramo, cada uno de los lados paralelos son las bases. La medida del segmento
perpendicular construido entre las bases, es la altura del paralelogramo. Los lados paralelos, son sus
lados opuestos. En caso contrario, seran lados contiguos o adyacentes. Si dos adngulos interiores
tienen sus vértices sobre un mismo lado (vértices adyacentes), son dngulos contiguos o adyacentes al
lado. En caso contrario seran angulos opuestos (vértices opuestos). El segmento que tiene como
extremos dos vértices opuestos del paralelogramo, es una diagonal.

Aplicando los criterios de la congruencia de tridngulos, se demuestran las propiedades que se
cumplen en los paralelogramos (#s).

Teorema “En todos los paralelogramos, una diagonal lo divide en dos triangulos congruentes”.
D c

Hipotesis ABCD es#. 4C diagonal.
Tesis: AABC = ACDA

Demostracion
1) En AABC y ACDA se tiene: /s = " ( Zsalternos internos entre //s);.

AC = AC(lado comun); /r'= /r ( /salternos internos entre //s).
2) Por lo tanto AABC = ACDA (ALA).

Se pueden demostrar también las siguientes propiedades:

Teorema “En todo paralelogramo los lados opuestos son congruentes”.

Teorema “En todo paralelogramo los angulos opuestos son congruentes”.

Corolarios: 1. En todo paralelogramo los angulos adyacentes son suplementarios. 2: Si en un
paralelogramo la medida de un dngulo es de 90°, entonces es un rectangulo.

Teorema “En todo paralelogramo las diagonales se dimidian”.
Estos cuatro teoremas corresponden a las propiedades generales de los paralelogramos, es decir,
propiedades que se cumplen en todos ellos.

A continuacidn se enuncian las propiedades reciprocas.

Teorema “Un cuadrildatero que tiene los dos pares de dangulos opuestos congruentes, es un
paralelogramo”.
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Hipotesis ABCD cuadrilatero.

> ' Lr=/r y Ls= /s
i s Tesis: ABCD es #.
A B
Demostracion
1) m/r+m/r’+m/s+m /s’ =360°(suma de medidas /s interiores de un poligono).

2) Reemplazando la hipotesis: 2 (m /1" +m £s’) =2(m Lr+m /s )=360°y por lo tanto,
m/r’+my/s’ =m/r+m /s=180°
3) Pero /r’y /s’y /ry /sson internos del mismo lado conrespecto a ABY CDY
ademads son suplementarios.
4) Por lo tanto, 4B // CD (Propiedad reciproca del paralelismo).

5) Analogamente se demuestra que 4D // BC
6) Luego, de 4)y 5): el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.

Se puede demostrar el siguiente teorema: “Un cuadrildtero que tiene los dos pares de lados
opuestos congruentes, es un paralelogramo”.

Teorema ““Si un cuadrilatero tiene un par de lados opuestos congruentes y paralelos, es un
paralelogramo”.

D c
Hipotesis ABCD es un cuadrilatero
AB=CD; AB//CD-
Tesis: ABCD es #.
A B

Demostracion
1) B &D.

2) En AABDy ACBD se tiene: AB=CD (hipotesis),
/ABD = /CDB (alternos internos entre //s) y DB =~ DB (lado comun).

3) Por lo tanto AABD =~ ACBD (LAL).Luego AD~ BC y ~ADB = /DBC (corolario
de la congruencia de As).

4) De 3) y propiedad reciproca del paralelismo 4D//CB.
5) De Hipotesis y 4): El cuadrilatero ABCD es # (Tesis).

Se puede demostrar el siguiente teorema “Si en un cuadrilatero las diagonales se dimidian,
entonces es un paralelogramo”.

Teorema “Las diagonales de un paralelogramo rectangular (cuadrado y rectangulo), las
diagonales son congruentes”.

D

Hipotesis ABCD es un rectangulo.
AC y BD son diagonales.
Tesis: AC =~ BD.

A B
Demostracion
1) En A ABCy ACDA setiene: AD = E’ (lados opuestos en #); ZABC = /CDA (90°

por hipdtesis) y AB = E (lados opuestos en #); luego AABC = ACDA(LAL)
2) Por lo tanto:  4C ~ BD (lados opuestos a /s homologos en As = s). (Tesis).
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Se puede demostrar que “Las diagonales de un paralelogramo equilatero (cuadrado y rombo), se
intersecan perpendicularmente y bisecan los angulos de los vértice”.

Estos dos ultimos teoremas corresponden a las propiedades particulares de los paralelogramos.

Se puede demostrar el siguiente teorema “Todo cuadrildtero cuyas diagonales son congruentes, es
un paralelogramo rectangular”.

Propiedades de los segmentos medios de un triangulo

Si un segmento tiene como extremos los puntos medios de los lados de un tridngulo, es un segmento
medio de ¢él. En un triangulo se pueden construir tres segmentos medios.
Teorema “Un segmento medio de un triangulo es paralelo al lado opuesto a él”.

[+
Hipotesis DE segmento medio del
" AABC.
D E e Tesis: DE // AB.
Demostracion.
1) Se construye ZTE: y luego, ﬁ: //%.

A B

2)  DENBF={G}.

3) En ADEC y AGEB se tiene: EC ~ EB (hipétesis); /DEC =~ /BEG (opuestos por el
vértice) y /DCE = /EBG (alternos internos entre //s).

4) Por lo tanto ADEC =~ AGEB (4LA). Luego DC ~ BG (lados opuestos a /s = s).

5) De hipétesis y 4): DA ~ BG.

6) Por lo tanto el cuadrilatero ABGD tiene un par de lados congruentes y paralelos, luego es
un #.

7) Luego 4B/ DG y DE/ AB (Tesis).

Teorema “La medida de un segmento medio de un triangulo es igual a la mitad de la medida del
lado opuesto a él”.

(o3

Ve

D/\E Hipotesis DE mediana del AABC.
/\ \ Tesis: DE = %AB.

Demostracion.

1) Se construye DF//BC.

2) En ADEC y AAFD se tiene: y=sr (correspondientes entre //s); CD = DA (por
hipotesis) y /s = Za/(correspondientes entre //s).

3) Por lo tanto  ADEC = AAFD (4LA). Luego DF ~CEYy DE = AF (elementos
homologos en As =s).

4) De 3) e hipotesis resulta: DF = BE.

5) El cuadrilatero FBED es paralelogramo por tener un par de lados congruentes y

paralelos. Por lo tanto: FB =~ DE (lados opuestos en #).
6) De 5) y 3) se tiene AF = FB = DE y por lo tanto, DE = %AB (Tesis).
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Teorema ““Si por el punto medio de los lados de un triangulo se construye una recta paralela a uno
de sus lados, esta paralela dimidia al tercer lado”.

La figura es la del teorema anterior
Hipétesis 4D = DC; DE// AB y DECB = {E}
Tesis BE = EC

Demostracion

1) Se construye DF//BC.
2) Resulta ADEC =~ AAFD (ALA) y se concluye como en el teorema anterior, que

BE = EC (Tesis).
Propiedades de los trapecios

Un cuadrilatero que tiene un solo par de lados paralelos es un trapecio.

Los lados paralelos son las bases y el segmento perpendicular entre ellas es la altura. El segmento
que une los puntos medios de los lados no paralelos, es la mediana del trapecio.

Si los lados no paralelos son congruentes, es trapecio isosceles, en caso contrario es trapecio
escaleno. Siuno de los lados no paralelos es perpendicular a las bases, es trapecio rectangulo.

Teorema “Si por el punto medio de los lados de uno de los lados no paralelos de un trapecio se
construye una recta paralela a las bases, esta recta dimidia al lado opuesto”.

D (o3 .y, . — e i 4 1 o~
Hipotesis AF = ED, EF// AB//CD
] / \ i EF nBC ={F}
/ \ Tesis: CF ~ FB.
A B
Demostracion

1) D By EFNDB={G}:

2) En AABD, E punto medio de AD EG// A_B(hipétesis). Por lo tanto DG =~ GB
(teorema)

3) En ACDB, G punto medio de DB (de2))y EF // AB(hipétesis). Por lo tanto

CF = FB (Tesis).
Se puede demostrar el teorema reciproco La mediana de un trapecio es paralela a sus bases”.

Teorema “La medida del segmento medio de un trapecio es igual a la
semi suma de las medidas de sus bases”.

En la figura anterior.
Hipotesis EG mediana del trapecio ABCD.

Tesis: EG = %(AB + CD)

Demostracion

1) EG es segmento medio del AABD y por lo tanto

EG = lAB.
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2) Analogamente, FG es segmento medio del ACDB y por lo tanto

FG= Lcp,
>

3) Sumando 1)y 2) se obtiene EG + FG = %( AB + CD). Esto es:

EG = %( AB +CD ) (Tesis).

Se pueden demostrar las siguientes propiedades:
Teorema “Los dngulos basales de un trapecio isosceles son congruentes”.
Teorema “Las diagonales de un trapecio isosceles son congruentes”.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Taller 2-5

Demuestre que si se construyen las bisectrices de dos angulos opuestos en un
paralelogramo escaleno, resulta un nuevo paralelogramo

Demuestre que en un triangulo rectangulo, la medida de la mediana correspondiente
a la hipotenusa, es igual a la de la hipotenusa.

En un triangulo ABC se dibuja la transversal media 4D. Se determina sobre 4D un

punto E de modo DE = AD. Se une E con el vértice B. Demuestre que BE =~ AC.
Demuestre que las bisectrices de los angulos interiores de un romboide, al
intersecarse, forman un rectangulo.

Demuestre que la figura formada al unir los puntos medios de dos lados opuestos de
un cuadrildtero con los puntos medios de las diagonales, es un paralelogramo.
Demuestre que los segmentos formados al unir los puntos medios de dos lados
opuestos de un paralelogramo con los extremos de una de las diagonales, dividen a la
otra diagonal en tres segmentos congruentes.

Demuestre que en un cuadrilatero cualquiera. Los segmentos que unen los puntos
medios de los lados opuestos, se dimidian.

Demuestre que las los puntos de interseccion de las bisectrices de los cuatro dangulos
interiores de un cuadrilatero cualquiera, forman un nuevo cuadrilatero cuyos angulos
opuestos son suplementarios.

Demuestre que al unir los puntos medio de los tres lados de un triangulo, se obtienen
cuatro triangulos congruentes entre si.

Si desde un punto arbitrario de la base de un tridngulo isésceles, se construyen los
segmentos perpendiculares a los lados, demuestre que la suma de las medidas de
estos segmentos es igual a la medida de una de las alturas correspondiente a los lados
del triangulo.

Si desde un punto interior de un tridngulo equilatero se construyen los segmentos
perpendiculares a los lados del tridangulo, demuestre que la suma de las medidas de
estos segmentos, es igual a la medida de una de les alturas del tridngulo.

Demuestre que la suma de las medidas de los segmentos paralelos construidos desde
un punto de la base de un tridngulo isosceles a los lados, es igual a la medida de uno
de los lados.

Demuestre que si se unen los puntos medios de los lados contiguos de un trapecio
isosceles, resulta un rombo.

Demuestre que si la medida de una de las bases de un trapecio isdsceles es igual a la
medida de uno de los lados no paralelos, las diagonales son bisectrices de los
angulos basales adyacentes a la otra base.

Demuestre que la medida del segmento que une los puntos medios de las diagonales
de un trapecio, es igual a la semidiferencia de las medidas de las bases.
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Capitulo III

La circunferencia y el circulo

Comenzaremos recordando algunas definiciones ya estudiadas.

Definicion: El conjunto de puntos del plano que se encuentran a una distancia dada » con respecto a
un punto dado P, es la circunferencia con centro en el punto Py de radio r.

Se puede también definir la circunferencia, como el lugar geométrico de los puntos del plano, que
equidistan de un punto fijo P. La distancia de un punto de la circunferencia es igual a la medida del radio (d
=7).

La circunferencia, como toda linea cerrada, divide al plano en dos partes: una limitada y constituida
por sus puntos interiores y la otra, ilimitada constituida por los puntos exteriores.

La distancia desde un punto interior al centro de la circunferencia es menor que la medida del radio
(d<r)

La distancia desde un punto exterior al centro de la circunferencia es mayor que la medida del radio
(d>r).

La figura geométrica formada por la union de los conjuntos de puntos de la circunferencia y de los
puntos interiores, es el circulo correspondiente a la circunferencia. El centro y radio del circulo son
los mismos de la circunferencia. También se puede decir que la region del plano limitada por la
circunferencia es la region circular.

segmento
F circular E En la figura se presenta los

cuerda \ b elementos de una circunferencia.
secante’ — \ El segmento cuyos extremos son el
B diametro ¢ centro de la circunferencia y

cualquier punto de ella, es un radio.
El segmento cuyos extremos son

A cualquier par de puntos de la
circunferencia, es una cuerda del
circulo.

La cuerda que pasa por el centro de
una circunferencia, es un didmetro
o cuerda mdxima. Su medida es el
doble de la del radio

sector
circular radio

tangente

La recta que interseca a la circunferencia es dos puntos, es una secante a ella.

La recta que interseca a la circunferencia en un solo punto, es una tangente de ella. El punto de
interseccion es el punto de tangencia.

La recta que no interseca a la circunferencia, es una recta externa a ella.

El conjunto de puntos de una circunferencia comprendido entre dos puntos de ella, es un arco de
circunferencia.

El conjunto de puntos de la region circular comprendida entre dos rayos y el arco correspondiente,
es un sector circular.

El conjunto de puntos de la region circular comprendida entre una cuerda y el arco correspondiente,
es un segmento circular.

El angulo cuyos lados corresponden a dos radios de una circunferencia y su vértice esta en el centro
de ella, es un angulo del centro o angulo central del circulo.

A cada angulo del centro de una circunferencia se le puede hacer corresponder biunivocamente un
arco de la circunferencia, y se dird que el dngulo comprende al arco o el angulo extiende al arco. Si
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el angulo del centro forma un par lineal, el arco correspondiente es una semicircunferencia. La medida
de un angulo del centro es la medida, en grados, correspondiente al arco que comprenden sus lados.
Si las medidas de los radios de dos circunferencias son iguales, entonces las circunferencias son
congruentes. Igualmente el enunciado reciproco es valido: Si dos circunferencias son congruentes,
entonces sus radios son congruentes.

Teorema “En una circunferencia, la medida de un diametro es mayor que la medida de cualquier
cuerda de ella”.

Hipotesis 4B didmetroy DC cuerda de la
circunferencia de centro O.
Tesis: AB > CD.
A s g  Demostracion

1) D+ 0O+ C.
2) En el ADOC se cumple: DO + OC > DC.
3) Pero DOy CO son rayos de la
circunferencia.

4) Reemplazando en 2): OD + CO = AB, resulta AB > CD (Tesis).
Relaciones entre cuerdas y arcos en el circulo.

Teorema “En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, a angulos del centro
congruentes les corresponden arcos y cuerdas congruentes”.

Hipotesis Sea la circunferencia con centro
enlepuntoOy ¢ = p.

D
M » 8 Tesis: a) arco AMD =~ arco CNB
\ ‘ vy b AD=CB.
C

Demostracion.

1) Los angulos ¢z y B pueden considerarse como en la figura. Como son congruentes, sus
medidas son iguales y por lo tanto las medidas, en grados de arco AMD y arco CND son
iguales y por lo tanto arco AMD = arco CNB (Tesis a)).

2) En AAODy ABOC se tiene: 04 = OB (radios); o = 3 (hipotesis) y OD ~O0C
(radios).

3) Por lo tanto, AAOD =~ ABOC (LAL). Luego 4D ~ CB (corolario de la congruencia).
(Tesis b).

Corolario: En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, a angulo del centro de
mayor medida le corresponde arco o cuerda de mayor medida. El enunciado reciproco, también es
valido.

Teorema “La recta perpendicular construida desde el centro de una circunferencia a una cuerda

de ella: 1. Es mediatriz de la cuerda. 2. Es bisectriz del angulo del centro que corresponde al arco
de la cuerda. 3. Dimidia el arco correspondiente a la cuerda”.
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Hipotesis 4B cuerda de circunferencia de centro
O. OD 1 4B
Tesis: 1. C4=CB 2. ZAOC = /ZCOB

3.arco AD = arco DB

Demostracion.
C B
\/ ) A< 0 B.
D 2) En AAOCy ABOC se tiene:
AO = BO (radios) . £/0CA = ZOCB (hipbtesis)
y OC = OC (lado comun).

>

3) Por lo tanto AAOC = ABOC (LAL)y CA ~ CB (corolario congruencia), (Tesisl.)
4) Por la misma razén: £4AOC = ZCOB (Tesis2.).
5) De 4) arco AD = arco DB, por oponerse a &ngulos congruentes (Tesis3.).

Corolario: En una circunferencia, el centro de la circunferencia pertenece a la mediatriz de cualquier cuerda.

Construccion fundamental: Construir la circunferencia que pasa por tres puntos no colineales dados.

C
Construccion.
1) A, By C son los puntos dados.
2) A B C
A 3) ﬁ' mediatriz de AB y E? mediatriz
de BC
\ B 4) DF ~ DF = {O}, centro de la ®

pedida.

Demostracion. Por teorema de las mediatrices de las cuerdas.
Observacion: Hacer la discusion para los siguientes casos: 1. Si los puntos estan en linea recta. 2.
Dos de los puntos coinciden 3. Los tres puntos coinciden.

Corolarios:
a. Tres puntos colineales determinan s6lo una unica circunferencia.
b. Dos circunferencias distintas no pueden intersecarse en mas de dos puntos.
c. Una recta y una circunferencia pueden intersecarse a lo mas en dos puntos.

Las relaciones entre las cuerdas y sus distancias al centro de la circunferencia son las siguientes:
Teorema “En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, dos cuerdas congruentes
equidistan de su centro”.

Cc
Hipotesis 4B ~ CD cuerdas de circunferencia de
’ centro O. OF | BAY OF 1 CD.
P Tesis: OE =~ OF -
' A Demostracion
1) B O D.
2) Enel ABEOy ADFO se tiene:

B

\_/

BO = DO (radios); /B=./Dy BE = DF(Hipdtesis).
3) Porlotanto ABEO = ADFO (LLA). Luego OF =~ OF (Tesis).
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Teorema “En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, dos cuerdas
desiguales, la mayor esta a menor distancia del centro que la otra”.
Cc
Hipotesis 4B % CD cuerdas de circunferencia de

b centroOy AB>CD,E‘J_E4y OF 1 CD.
0 Tesis: OE < OF
| Demostracion

AWB 1) Se construye 4G=CDYy OH L AG-
G

2) Porlotanto OH ~ OF (teorema anterior).

3) El AIOE es rectangulo en E (hipdtesis), por lo tanto OE < OI (cateto menor que
hipotenusa).

4) Pero OI <OH,,

5) De4)y2): Ol <OH.

6) De 3)y5) se deduce OE < OF (Tesis).

Observacion: la magnitud m de una cuerda depende de su distancia d al centro de la circunferencia.
Si 0<d <r,entonces 0 <m < 2r, siendo r el radio.

Teorema “Si dos rectas secantes a una circunferencia son paralelas, entonces determinan arcos
congruentes en la circunferencia”.

Hipotesis ;@ // FD, secantes a la
circunferencia de centro O.
c Z D Tesis: arco CA =~ arco DB.

\ E \/ Demostracion
1) Se construye OF 1 AB y
A F B
\,/ A< 0 B.

H

2) Resulta m arco CH = m arco DH y m arco AH = m arco HB.
3) Restando la dos igualdades, queda:
m arco CH - marco AH = m arco DH - m arco HB; esto es:
m arco CA = m arco DB o arco CA =~ arco DB (Tesis).
El teorema reciproco también es valido: “Si dos rectas al intersecar a una circunferencia
determinan en ella segmentos congruentes, entonces las rectas son paralelas”.

Teorema “La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio correspondiente al punto de
tangencia”.
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Hipotesis La recta TB es tangente a la
circunferencia de centro O en el punto A.

0A radio.
Tesis: E 1 04

—_—e T

A B

Demostracion 1) O <> B, siendo B un punto cualquiera d e la tangente.

2) OB es mayor que el radio, por ser punto exterior de la circunferencia por lo tanto OA <
OB.
3) Por lo tanto OA es la menor distancia desde el punto O a la recta AB tangente y luego, por

definicion AB 1 OA (Tesis).

El teorema reciproco también es verdadero: “La recta perpendicular a un radio en su extremo que
estd sobre la circunferencia, es tangente a ella”.

Posiciones relativas de una recta y de una circunferencia

Se estudia la posicion mutua entre una circunferencia C y una recta 1, situadas en un mismo plano,
considerando la posibles relaciones entre las longitudes r del radio y la distancia h desde el centro O
de la circunferencia a la recta y dos puntos dados, A y B, de la recta.

Teorema “1) Si h>r, entonces todos los puntos de la recta son exteriores al circulo C .
2) 8i h =r, entonces C Nl ={H}, y cualquier otro punto de | es exterior al circulo.
3) Si h<r, entonces C Nl ={A,B}.

1) Es obvia la demostracion.

2) Sea OA = 1, A punto exterior al
circulo, tal que (4 | OBY también
B un punto cualquiera de larecta l. Ya
que (ORes oblicuo, es mayor que el

segmento ()Ay, por lo tanto que r.
v Entonces, B es exterior al circulo. Por
lo tanto la recta | y la circunferencia C
tienen solo un punto comun.

3) Sea OA < 1, A punto interior en

el circulo tal que (4 | OBY también
B punto cualquiera de la recta 1 tal que
OB =r: Se tiene OB > OA ya que OB
es segmento oblicuo; por lo tanto,
[ menor que r. Por lo tanto, el punto B
N A_—B c podria encontrarse sobre la
circunferencia y la rectal tanto a la
derecha o a la izquierda del punto A.
Entonces la interseccion de ambas
consiste en dos puntos distintos.

Seglin el teorema anterior, se puede
recta | es exterior a la circunferencia
1 es tangente a la circunferencia C en

afirmar: 1) la
C. 2) larecta
el punto A
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que se llama punto de tangencia o de contacto. 3) larectal es secante a la circunferencia C.
Corolario. “Cualquier recta que pasa por un punto interior en el circulo es secante con la
circunferencia’.

Corolario. “La recta tangente a un circunferencia es perpendicular al radio correspondiente al punto
de tangencia”. Reciprocamente, “la recta perpendicular a un radio de una circunferencia en su
extremo, es tangente a la circunferencia”.

Posiciones relativas de dos circunferencias coplanarias

Dos circunferencias que pertenecen a un mismo plano no pueden tener mas de dos puntos en comun.
Puede darse el caso que no tengan puntos en comun, o s6lo uno. Se presentan a continuacion en forma
intuitiva cinco casos que se pueden considerar. Estos casos dependen de la posicion de los centros y
de las longitudes de los radios de las dos circunferencias.
Se enuncia la siguiente definicion para simplificar la comprension de los teoremas referidos al tema,
Definicion. Dos circunferencias de distintos radios son:
1) externas, si todos los puntos de una circunferencia son exteriores de la otra y viceversa;
2) tangentes exteriores, si tienen un punto de contacto en comun y todos los demés son
respectivamente exteriores;
3) secantes, si tienen dos puntos comunes;
4) tangentes interiores, si tienen un punto comun y todos los otros puntos de la circunferencia
de menor radio son exteriores con respecto a la otra circunferencia ;
5) una interior a la otra, si todos los puntos de la circunferencia de radio menor son interiores
con respecto a la otra circunferencia.
Complementando esta definicion, se puede agregar lo siguiente:

a) Cuando dos circunferencias

tienen en comun un punto A

que no pertenece a la recta que
0 o contiene a los centros, también
es comun el punto A’, simétrico
del punto A respecto a dicha
recta, que es el centro de
simetria de ambas
circunferencias.

A

b) Si dos circunferencias tienen un solo punto comun, éste debe pertenecer a la recta que
contiene a los centros y, ademas, debe ser el extremo comun de dos didmetros.

c¢) Sidos circunferencias tienen dos puntos en comun, €stos no estan en la recta de los centros,
ya que de lo contrario, en las dos
circunferencias los didmetros Teorema ““ 1) Si dos circunferencia
coincidirian. son exteriores una de la otra, la

distancia entre los centros es mayor

que la suma de las medidas de los

radios.

C, C’ externas =00’ >r +r’.
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2) Si dos circunferencias son
tangentes exteriores, la distancia entre

sus centros es igual que la suma de las

medidas de sus radios.

C, C’ tangentes exteriores = 00’ =
2 < 3 r+r. L

Larecta / | OO' que pasa por el

punto A, resulta tangente a ambas

circunferencias y se llama recta
tangente comun.

3) Si dos circunferencias son secantes,
AL la distancia entre sus centros es
menor que la suma de las medidas de

sus radios y mayor que su diferencia.
C, C’secantes = r-r <00’ <r+r.

sus centros es igual a la diferencia de
las medidas de sus radios.

C, C’ tangentes exteriores = 00’ =
r-r.

m 4) Si dos circunferencias son
!9‘ tangentes interiores, la distancia entre

5) Si dos circunferencias son
interiores un con respecto a la otra,
la distancia entre sus centros es
menor que la diferencia de las
o o A A medidas de sus radios.
C, C’interiores = OO’ <r +r’. En
caso que esta diferencia es nula, las
circunferencias son concéntricas.

Observacion: Si los radios de dos circunferencias son congruentes, los dos ultimos casos no se
verifican, ya que dos circunferencias congruentes en un mismo plano
pueden ser solo exteriores o tangentes exteriores o secantes.
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Relaciones angulares en el circulo

Un angulo en un circulo es convexo si su vértice es un punto de la circunferencia y sus lados son
cuerdas (dngulo inscrito) o una cuerda y una tangente (dngulo semi inscrito) o una cuerda y una
secante que interseca a la circunferencia en uno de los extremos de la cuerda (angulo ex inscrito). Si
dos cuerdas de un circulo se intersecan, forman cuatro dngulos interiores. Si dos rectas secantes se
intersecan en un punto exterior de la circunferencia, forman un angulo exterior.

Un angulo en un circulo comprende un arco de ella'y a cada arco le corresponde un dngulo en el
circulo.

Recordemos que la medida de un angulo del centro, corresponde a la medida, en grados, del arco que
le corresponde en la circunferencia.

Teorema “La medida de un angulo inscrito, en un circulo, es igual a la mitad de la del angulo del
centro que le corresponde el mismo arco”.

Distinguiremos tres casos:

ler caso) El centro de la circunferencia pertenece a uno de los la dos del angulo.

- Hipdtesis En la circunferencia de centro O, ~ ABC
inscritoy ~AOC del centro, que comprenden el
1 mismo arco AC.
o Tesis: m L/ ABC= 1m £AOC.
Demostracion
A 1) El AAOC es isosceles, ya que 40 ~ BO(radios).
Cc

Por lo tanto ~ ABO = /BAO (&ngulos basales).

2) Ademas, mZA0C = mZABO + m/BAO(angulo
exterior del triangulo).

3) Reemplazando 1) en 2) queda: mZA0OC =2m£ABO =2mZABC y por lo tanto, m LABC = 1
m /AOC (Tesis).

2° caso) El centro de la circunferencia esta en el interior del &ngulo.

B
Hipdtesis En la circunferencia de centro O, ~ ABC
t inscritoy ~ AOC del centro, que comprenden el
o mismo arco AC.
u Tesis: m LABC= 1m £AOC.
y
C

D

Demostracion

1) Se construye BO y A< 0 C.

2) Porel lercaso: mAx=msLr+mssy mly =mZt+mZu.

3) Porlotanto 2mss=msx 'y 2mst=mLy-

4) Sumado queda 2(mss +mLt) = mLx+mZy.

5) Peroenlafigura mZs+mst =mAABC'Y mZx+mLy = mZAOC.
6) Reemplazando 5) en 4) queda: 2(mss +mZt) = mZx + mZLy (Tesis).
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3er caso) El centro de la circunferencia estd en el exterior del angulo.
B

Hipdtesis En la circunferencia de centro O,
/ABC inscritoy ~AOC del centro, que
o comprenden el mismo arco AC.
A Tesis: m LABC= 1m £AOC.

Cc

D
Demostracion

1) Se construye BO y A< 0« C.
2) m£ABC = MZABD — mZCBD (axioma de suma de angulos).

1
3) Pero por ler caso: mZABD = Em arcoADy m/ZCBD = %m arcoCD.
4) Reemplazando 3) en 2): m LABC = L(m arco AD —m arco CD).

5) Peroenla figura: m arcoAD —m arcoCD = m arcoAC.
6) Reemplazando 5)en4) queda: m LABC= 1lmarco AC.

7) Pero m £/ AOC =m arco AC, por lo tanto reemplazando en 6) queda: m/ZABC= 1
m /£ AOC. (Tesis).

Corolarios:

1. En una misma circunferencia, todos los angulos inscritos que comprenden un mismo arco, son

congruentes.

2. Si dos o mas angulos inscritos en un circulo o en circulos de mismo radio comprenden arcos
congruentes, son congruentes.

3. Siun angulo esté inscrito en un semi circulo, es recto.

4. La bisectriz de un angulo inscrito interseca a la circunferencia en el punto medio del arco
comprendido.

5. Reciproco: El segmento que une el vértice de un angulo inscrito con el punto medio del arco
comprendido, es bisectriz del dngulo.

Teorema “La medida de una angulo semi inscrito es la mitad de la medida del angulo del centro
correspondiente al arco que comprende”.

Hipotesis ~ ABC semi inscrito en circulo
de centro O.

Tesis: m/ABC = %mABOC.

Demostracion
1). B<> O <> C yseconstruye OD | BC

2) Resulta m/r +m/t = 90°(Propiedad de
la tangente).

3) mss+mst =90° (de 1.)
4) De2)y3) /r = /s (tienen mismo complemento).

5) Pero por propiedad del A isosceles, ODes bisectriz del ~BOC.
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6) De 4)y 5) se deduce que m~/ABC = %mgBOC(Tesis).

Teorema “La medida de un angulo interior en un circulo es la semi suma de las medidas de los
arcos comprendidos entre sus lados”.

D
Hipotesis ZABC es interior en el circulo de
c centro O.
Tesis: mZABC =1(m arcoAC +m arcoDE).
Demostracion

1) Se construyen AB y CB, siendo D vE
puntos de la circunferencia y A «<D.

2) Enel AABD, m/s =mZt+mZr ( £ exterior del A).

1 1 ) )
3) Pero m/t = Em arcoACy mZr = Em arcoDE ( /s inscritos).

4) Reemplazando 3) en 2), queda: ;/ABC = %(m arcoAC +m arcoDE) (Tesis).

Teorema “La medida de un angulo exterior en un circulo es la semi diferencia de las medidas de
los arcos comprendidos entre sus lados ™.

Hipotesis ZABC es exterior en el circulo
de centro O.

Tesis:

mZABC =% (m arcoAC —m arcoDE).
Demostracion

1) 4D

2) Enel AABD m/s=msr+m £t ( £ exterior del A).
3) Porlotanto m/r =m/s-m /t.

4) Pero m/s = %m arcoAC'y m/t = %m arcoDE ( /s inscritos).

5) Reemplazando 4) en 3) resulta: . /4BC = %(m arcoAC —m arcoDE) (Tesis).

Definicion: Arco capaz de un angulo es el arco de una circunferencia en el cual se puede inscribir
dicho éngulo.

Construccion: Conociendo el angulo ¢ y un segmento de medida c, construir el arco capaz de o
sobre el segmento ¢ como cuerda.
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1. Sea mAC = cy
mZABD = «.
Se construye

BO 1 BDy OC
D mediatr5iz de A4B.
A (e B BO N OC = {04}.
®( 0, OB)
5. arco AEBesel
pedido. (E punto
arbitrario de la ®).

(2]

o
N

P

Demostracion: 1. A4« F < B.

2. J/AEB = /ABD ( / inscrito y semi inscrito en arco AB).

3. Porlotanto /4AEB = «.

4. Como E es un punto arbitrario del arco AEB, la congruencia se cumple para
cualquier dngulo inscrito formado con puntos de dicho arco. Por lo tanto, el arco AEB es el arco
capaz de «.

Se puede enunciar la siguiente propiedad: El L.G. de los terceros vértices de un triangulo del que se
conocen las medidas de un lado y del angulo opuesto, es el arco capaz de dicho angulo construido
sobre el lado conocido como cuerda.

Teorema “En todo cuadrilatero inscrito, los angulos opuestos son suplementarios”.

Hipotesis ABCD cuadrilatero inscrito en el

circulo de centro O. 24 y ZCy 4B y 4D
son angulos opuestos.

Tesis

mZA+mZC=180° y mLB+mZD =180°.
Demostracion:

1. En la figura los cuatro dngulos son
inscritos.

3. Por lo tanto m/A4+m/C = %(m arcoDCB +m arcoBCD) = %360": 180°

4. Analogamente m/B +m/D = %(m arcoCDA+m arcoABC) = %-360°= 180°. Por lo

tanto, tesis.

Se puede demostrar el teorema reciproco: “Si la suma de las medidas de los dngulos opuestos de un
cuadrilatero es 180° entonces es inscriptible en un circulo”.

Construccion de los segmentos tangentes a una circunferencia concentro en el punto O desde un
punto A en el exterior de ella.
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Soluciéon

a . O« Ay seconstruye OD = DA.
/ 2. ®([D,0A)
3. ®([D,0A)n®(0)={B,C}.
\ A4 CcCodoB
5. A_C y AB son los segmentos tangentes
c pedidos.
Demostracion:
l. C<+< 0« B.

2. m /OCA = m ,OBA =90° (inscritos en un medio circulo).

3. Porlotanto OC 1 CA Y OB 1 BA Luego: 4C'y AB son tangentes a la circunferencia
(propiedad de la tangente).

Teorema “Los segmentos tangentes a una circunferencia construidos desde un punto en el exterior
de ella, son congruentes”.

B Hipotesis 4C'y AB son tangentes a la
circunferencia de centro O.
Tesis: AC = AB.
E A

u Demostracion
’ ) Ce0oB
2) En AOACy AOAB se tiene:

C

-~

OA = 04 (es lado comtin); CO =~ BO (radios) y /OCA = /OBA(90°, inscritos en medio

circulo).
4) Por lo tanto, AOAC =~ AOAB (LLA).
5) Luego 4C = AB, por ser elementos homologos en As congruentes (Tesis)

Corolarios: Si desde un punto exterior a una circunferencia de construyen los dos segmentos
tangentes a ella:
1) Larecta que une el punto exterior con el centro de la circunferencia es bisectriz del angulo
exterior formado por los segmentos tangentes y del angulo del centro respectivo.
2) Esta recta también es mediatriz del segmento que une los puntos de tangencia.

Teorema ““Si un cuadrilatero es circunscrito a una circunferencia, entonces las sumas de las
medidas de dos lados opuestos son iguales”.
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Hipotesis ABCD es un cuadrilatero
circunscrito en circunferencia de
centro O. E, F, G, H son los puntos de
tangencia.

Tesis: AB + CD =BC + AD.
Demostracion

1) Aplicando el teorema de los
segmentos tangentes, se designan

1, s, t, u las medidas de las distancias desde los vértices a los puntos de tangencia.
3) AB+CD=r+s+t+u.
4) BC+AD=S+t+r+u.
5) De 3)y4)se obtiene: AB+ CD = BC + AD (Tesis).

Se puede demostrar el teorema reciproco: “Si en un cuadrildtero la suma de las medidas de dos
lados opuestos son iguales, entonces el cuadrilatero es inscriptible a una circunferencia.

Taller 3-1
1. Desde un punto A exterior a un circulo se construyen los segmentos tangentes AB y AC.
Verifique que se cumple la siguiente relacion: m ~CAB =2m ~OCB.
2. Desde un punto A exterior al circulo con centro en O, se construye un segmento AB

tangente y sobre el segmento AO, a partir de A se hace AC = AB. Se construye el rayo
BC que interseca a la circunferencia en el punto E. Pruebe que EO 1 OA.

3. Considerando las propiedades del angulo inscrito, demuestre que: 1) En un triangulo
rectangulo, la medida de la mediana que corresponde al vértice del angulo recto es igual
a la mitad de la medida de la hipotenusa. 2) Si la medida de la mediana correspondiente
a un lado de un tridangulo es igual a la mitad de la medida de dicho lado, entonces el
triangulo es rectangulo.

4. Dada un circulo y un punto P exterior a €, construya desde P un segmento tangente PA y
un segmento secante PB. Una el punto de tangencia A con los extremos By C de la
cuerda intersecada por la circunferencia y el segmento secante. Si se traza la bisectriz
del ,«CAB, de modo que corte al segmento secante en D. Demuestre que PD = PA.

5. Dada una cuerda AB en un circulo, construya una tangente a ¢l en A. Demuestre que el
punto medio del arco comprendido par la cuerda, equidista de ésta y de la recta tangente.
6. Demuestre que en un tridngulo ABC, rectangulo en C, CH es la medida de la altura.

Demuestre que el punto H, el vértice C y los puntos medios de los tres lados, pertenecen
a la misma circunferencia.

7. Desde un punto M situado  sobre una circunferencia, dibuje una cuerda MN y un
segmento tangente MT tal que MT = MN. Dibuje el rayo TN que corta a la
circunferencia en A. Demuestre que el tridangulo MTA es isosceles.

8. En un tridngulo ABC, inscrito en un circulo, lamedidade ¢ =60° ylade g = 50°.
Dibuje las tres bisectrices de los angulos del tridngulo hasta que intersequen la
circunferencia en los puntos M, N y P. Una estos puntos y determine las medidas de los
angulos interiores del trisngulo MNP resultante.

9. Dados tres puntos A, By C en el mismo plano, determine un cuarto punto Q tal que
unido con los tres anteriores, los segmentos QA, QB y QC formen dos angulos dados.
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10.  Construir un tridngulo rectangulo dados p y q.
11. Construir un tridngulo dados: a) c, t,, . b) p,q, y.

12.  Demuestre que todo paralelogramo circunscrito a un circulo es equilétero.
13.  Demuestre que en un cuadrilatero inscrito que tiene dos lados paralelos, los otros dos son
congruentes.

14. En un cuadrilatero inscrito se tiene la relacion ¢ : f: 4 = 5:6:7. Determine la

medida de cada angulo del
cuadrilatero.

Capitulo IV

GEOMETRIA DE LAS PROPORCIONES

Después de haber estudiado las propiedades generales de la Geometria axiomética en el plano y haber
profundizado los conceptos de paralelismo y congruencia, en este segundo curso profundizaremos
otro de los grandes pilares de esta ciencia: el concepto de la Semejanza o Similitud y sus diferentes
aplicaciones. Ademas estudiaremos la diferentes Transformaciones de las figuras en el plano.

Para comenzar nuestro estudio, primero recordaremos algunas propiedades de las razones y
proporciones.

Razones y proporciones

Sabemos que las diferentes medidas usadas en geometria, longitudes, medidas de angulos..., no son
mas que numeros reales, con todas sus propiedades y operaciones que se pueden efectuar con ellas.
Las diferentes medidas estan relacionadas con una comparacion de un sistema de coordenadas
basadas en cierta unidad elegida arbitrariamente.

Dos medidas se dicen que son homogéneas, si estan en el mismo sistema de coordenadas o sea, estan
expresadas en las mismas unidades.

Definicion: razon es la comparacion de dos medidas o cantidades homogéneas mediante un cociente.
Una razon se escribe m /n om : ny selee mesan El valor m recibe el nombre de antecedente y
n es el consecuente. Si se anota m - n = k/ constante ), entonces se obtiene m =k * n.

Definicion: proporcion es la igualdad de dos razones.
Una proporcion se escribem/n=p/q o m:n=p:q yseleemesancomo pesaaq.
Las cantidades m y g se llaman extremos de la proporcion; p y q son los medios.

Una proporcion cuyos términos son todos diferentes se dice que es discontinua. Si

A : B=C:D,esdiscontinua, se dice que D es cuarta proporcional entre A,B,C.

Una proporcion que tiene repetidos los medios o los extremos, se dice que es continua. Los términos
repetidos se llaman media proporcional o media geométrica entre los otros dos. Si A:B =B :D,
se dice que B es media proporcional geométrica entre A y C. Ademas se dice que C es tercera
proporcional entre Ay B.

A las proporciones formadas por medidas se les puede aplicar las propiedades demostradas en la
teoria de las proporciones aritméticas.
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Propiedades
Si A,B,C,D son medidas homogéneasy A:B=C:D ym, n e R,

1) A=B=C=D y A>2B=C=D
2y mA:mA = nC:nD
3y mA:n B=mC:nD
4) C:D = A:B (permutar)
5) B:A=D:C (Invertir)
6)D:C=B:D (alternarlos medios); D :B=C:A (alternar los extremos)
7y (A+B):B=(C+D):D o A:(A+B)=C:(C+D) (Componer)
8) SiA>byC>D,entonces (A-B)/:B=(C-D)=D o
A:(A-B)=C:(C-D) (descomponer)
99 (A+B):(A-B) =(C +D:(C-D ) oviceversa ( componer y descomponer)
10) Propiedad fundamental de las proporciones A * D=B * C. “ En una proporcion, el
producto de los medios es igual al producto de los extremos”.
11) En una serie de proporciones (serie de dos o mas razones iguales), la suma de los antecedentes
de las razones es a la suma de los consecuentes como un antecedente cualquiera es a su respectivo
consecuente. Si se cumple que A:B=C:D=E :F...=k( constante ), entonces resulta: ( A + C
+E...):(B+D+F).=A:B=-m- =k

Segmentos proporcionales

Se considera la razon entre dos segmentos a la razon que existe entre las medidas homogéneas de
ellos. “Dos segmentos son proporcionales a otros dos, cuando la razon que existe entre las medidas
de los dos primeros es igual a la razon de las medidas de los otros dos”.

Division de un segmento en una razon dada  Division armonica

Recordemos como se encuentra el maximo comun divisor ( m.c.d. ) entre dos nimeros: se divide el
mayor por el menor .

Si el residuo de esta division es cero, el nimero menor es el m.c.d. entre ellos.

Si existe residuo, se divide el divisor por cada residuo tantas veces hasta que el residuo sea cero y el
ultimo divisor empleado es el m.c.d.

Sean m y n las medidas de dos segmentos (figura).

Para encontrar la maxima comtn medida entre ellos, se
m emplea un procedimiento analogo al presentado
n anteriormente.

La medida menor m, se copia sobre el segmento de medida » tanta veces como sea posible. Se
procede de misma la manera con el segmento restante sobre el segmento de medida m
sucesivamente, hasta que no quede segmento restante. La medida del ultimo segmento obtenido es
la medida comun. Se supone que los segmentos tienen comun medida. En este caso se dice que los
segmentos son conmensurables.

Si esta comtiin medida no existe, se dice que los segmentos son inconmensurables.

Citemos, por ejemplo, la relacion entre la medida del lado de un cuadrado y la de su diagonal (
figura ).
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DB -DA =EB
DA cabe una vez en DB y sobra EB.

Se traza EF | EB. Entonces EF = HE = AF.
EB cabe dos veces en AB y sobra GB.

" Se traza GH | GB. Entonces GH = HE = GB. etc.

Teorema “En un segmento AR existe un solo punto en su interior cuyas distancias a los extremos
del segmento estan en una razon dada”.

C Hipotesis. Sea 4B eltrazoy C e AB.
CA:CB=m:n.
A C B Tesis. El punto C es unico

Demostracion. 1. Supongamos que existe otro punto C’ e 4B talque C’A :C’B=m : n..
2. De 1., Hipdtesis y propiedad transitiva de la igualdad:
CA:CB=CA:CB.
3. (CA+CB):CB = (C’A +C’B): C’'B (componiendo).
4. Pero AC +CB= AB = AC’ + C’B (definicion estar entre).
5. Reemplazando 4.en3.: AB:CB= AB:C’B.
6. Porlotanto CB =C’B (proporcion de antecedentes iguales).
7. Luego Cy C’ es el mismo punto. (Tesis).

Se puede demostrar el siguiente teorema “En un segmento AR existe un solo punto en su exterior
cuyas distancias a los extremos del segmento estan en una razon dada’.

Corolario: Dados dos puntos A y B sobre una recta, existen en esta recta dos puntos y solo dos, que
dividen al segmento AB en una razén dada.

Definicién: Dados cuatro puntos sobre una recta de modo que dos de ellos dividan interior y
exteriormente al segmento formado por los otros dos, estos cuatro puntos son puntos armonicos.

Definicion: Dividir armonicamente un segmento, es dividir interior y exteriormente al segmento en
una razén dada.

Para dejar establecido que un segmento 4B queda dividido arménicamente por dos puntos Cy D (
figura ), basta probar que se cumple la proporcion CB : CA = DA : DB. La proporcion resultante
€S una proporcion armonica.

1]

Los puntos A y B son puntos conjugados armonicos con respecto a los puntos C
y D, y reciprocamente.

Entre las dos combinaciones de puntos se forma un juego armonico.

Taller 4-1
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1. Unpunto D esta situado sobre la recta E, talque AB=72cmy DA:DB=7:3.
Determine las medidas DA y DB.

2. El punto C divide interiormente a E de medida AB =24 c¢m, en larazéon CA : CB =2 : 5. Determine las
medidas CA y CB.

3. Un punto N divide interiormente a E en larazon NA : NB= 5:9.. La distancia desde N al punto medio
de E es de 56 cm. Determine las medidas NA, NB, y AB.

4. Un punto M divide exteriormente a @ en larazon MC : MD =5 : 9. La distancia desde M al punto medio de
C_D es de 84 cm. Determine las medidas MC y MD.

Teorema general de Thales - Aplicaciones.

Thales de Mileto Naci6: alrededor del ano 640 AC en Mileto, Asia Menor (ahora Turquia).
Fallecio: alrededor 560 AC en Mileto, Asia Menor (ahora Turquia). Thales era un hombre
esencialmente practico: comerciante, habil en ingenieria, astronomo, gedmetra, estadista. Se le
incluye por tradicion entre los Siete Sabios.

Como comerciante se cuenta de ¢l que un afio, previniendo una gran produccién de aceitunas,
monopolizé todos los lagares para hacer el aceite, con lo cual obtuvo una espléndida ganancia. Como
lo que ahora llamariamos ingeniero, estuvo dirigiendo obras hidraulicas y se dice que desvi6 el curso
del rio Halis mediante la construccion de diques.

Como astronomo fue mas célebre, predijo el eclipse total de sol visible en Asia Menor, como
asimismo se cree que descubrid la constelacion de la Osa Menor y que consideraba a la Luna 700
veces menor que el sol. También se cree que conocio la carrera del sol de un tropico a otro. Explic
los eclipses de sol y de luna. Finalmente creia que el afo tenia 365 dias. Estudi6 en Egipto, llevo los
conocimientos geométricos a Grecia, fundo la Escuela Ionica, la primera escuela filosofica griega que
proporcioné los fundamentos de la geometria. A Thales se le atribuyen 5 teoremas de la geometria
elemental:

1.-Los angulos de la base de un tridngulo is6sceles son iguales

2.-Un circulo es bisecado por alglin diametro

3.-Los angulos entre dos lineas rectas que se cortan son iguales

4.-Dos triangulos son congruentes si ellos tienen dos angulos y un lado igual.

5.-Todo &ngulo inscrito en una semicircunferencia es recto
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Teorema (Lema ) “Si un conjunto de rectas paralelas determinan segmentos congruentes sobre una

recta dada, entonces también determinan segmentos congruentes en cualquier otra recta a la que
también intersequen’”.

Hipétesis. m // m’// m”’// m”

AB=BC=CD
Tesis. A’B’=BC=CD’
Demostracion.

1. Secostruyen 40 //BP //CR //I'
2. Se tiene que el cuadrilatero OB’A’A es un paralelogramo
(2 pares de lados //s) y por lo tanto 4O = A' B' (lados opuestos en #).

3. Enlos AsBOA yCPBsetiene: 4B = BC (por hipotesis)
/ABO = /BCP (angulos correspondientes entre //s)
/BAO = «CBP id.

4. De 3. se deduce que ABUA = ACPB (ALA de congruencia) y por lo tanto 40 = BP.

5. Andlogamente se demuestra que BP =~ C_R
6. De2.,4.y5.sededuce que A’B’=B’C’ =C’D’. ( Tesis ).

Problema: Se puede aplicar este teorema para dividir un segmento dado 4B en n partes
congruentes. Por ejemplo en 5 partes.
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Soluciéon

1.Sea 4B el segmento
dado.
2. En el vértice A se

construye AF.Enelse

construyen 5 segmentos
consecutivos de medida
arbitraria u.

3. El punto G, el ultimo

punto obtenido en AF
se une con el vértice By

se obtiene (GB.

4. Por cada uno de los otros puntos, se construyen FF' //EE' //DD' //CC"
5. Los puntos C’,D’, E’y D' en 4B son los puntos que lo dividen en 5 partes congruentes.

Basandose en el teorema precedente se puede demostrar el Teorema General de Thales: “Si un
conjunto de rectas paralelas intersecan a otras dos rectas dadas, determinan sobre ellas
segmentos proporcionales”.

Hipotesis.

m//m’/m”// m”

Tesis.AB : BC=A’B’ :B’C’

Demostracion. Parte A)

1) Los segmentos tienen una

comun medida, o sea son

conmensurables.

2) Entonces por los puntos
de division se
construyen rectas

paralelas a la recta ﬂ

2) Lossegmentos 4'B' yB'C'quedaran divididos en el mismo nimero de partes que 4B yB_C

(Teorema anterior).

3) Porlotanto: AB:BC=A’B’:B’C’.

72



Parte B) 1) Los segmentos no tienen una comtin medida, o sea son inconmensurables.

2) Se considera una
medida § que esta
contenido m veces en
AB y n veces en BC
quedando un resto DC
menor que J.

3) Se tiene que
AB:BD=A’B’:B’D’.
4) Si se considera una
medida §' cada vez mas
pequenia que &, en el
limite se tendra que AB:
BC= A’B’: B’ C".

4)De 3) y 4) se concluye que A’B’: B’D’=A’B’: B’ C’. Luego B’D’ =B'C". Lo que quiere decir
que en el limite la razon de proporcionalidad se mantiene. ( tesis ).

Forma general del teorema de Thales.

Componiendo la proporcion AB : BC = A’B’ :B’C’del teorema anterior se tiene:
(AB+BC):AB=(A'B’+B’C): A'B". Enlafigura(AB+BC)=AC vy

(A’B’+B’C )=A’C’. Por lo tanto AC: AB=A’C’: A’B’. Analogamente se pueden demostrar las
siguientes proporciones.

Resumen de las diversas formas del Teorema de Thales:
AB _A'B'  AB _A'B'  AB _A'B
CD C'D'’ AC AC'’ CB CB

5....erc.

2

AC CB AB  AC AB CB

; s....erc.
A'C' C'D" A'B AC" A'B (CB

2

Considerando el conjunto de razones anteriores, se puede generalizar el Teorema de Thales con el
siguiente enunciado: “Si un conjunto de rectas paralelas intersecan a otras dos rectas dadas, dos
segmentos determinados sobre una de las rectas son proporcionales a los dos segmentos
correspondientes en la otra recta”.

Teorema (reciproco del teorema de Thales “Si en dos rectas dada l y I’ se consideran dos conjuntos
de puntos ordenados, L = {A, B, C,___}y L = {A',B', C‘),,,} en cada una de ellas tales que:
1) los segmentos que tienen por extremos los puntos correspondientes son proporcionales

2) las rectas AA'// BB
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Entonces, son paralelas todas las otras rectas construidas por cada par de puntos correspondientes.

Hipétesis. AA'// BB'
AB:A’B’=BC:B’C’
Tesis. CC'// BB'
Demostracion.
1) Si es falso que
CC'// BB,
entonces se construye
CC"// BB.
2) Porlo tanto AB: A’B’
=BC:B’C”
(por Teorema de Thales).

3) De 2) e Hipétesis: BC B’C’ = BC: BC”’ y por lo tanto BC’ = BC’’( propiedad de las

proporciones)

4) Por lo tanto los puntos C’ y C”’ coincidenen 1’ y CC'// BB’ (‘tesis).

Corolario del Teorema de Thales: “Una recta paralela a uno de los lados de un triangulo, y que
interseca a los otros dos lados o a sus rayos opuestos, determina sobre ellos Segmentos
proporcionales”.

I' [

Demostracion:

Sisedael AABCconlarectal/ AB
y se construye una rectal’ //1el el

vértice ¢, se puede aplicar el Teorema
/ \ de Thales y resulta: CD : DA =CE:
EB. ( Tesis ).

/ Se puede demostrar el reciproco del corolario anterior: “Si una recta determina sobre dos de los
lados de un triangulo segmentos proporcionales, entonces la recta es paralela al tercer lado del
triangulo”.

Teorema “Si los lados de un angulo (o los rayos opuestos a sus lados) se intersecan por rectas
paralelas, los segmentos de estas paralelas comprendidos entre los lados del angulo (o de sus
rayos opuestos), son entre si como las medidas de los segmentos cuyos extremos son el vértice del
angulo y los puntos de interseccion de las paralelas con los lados del angulo (o sus rayos
opuestos)”.
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Hipotesis: En /ACB,

DE// AB

Tesis: DE: AB=DC: AC=CE:
D E CB.

Demostracion:
1) Se construye DF//BC.
2) Entoncesen /BAC':

7 F \ FB:AB =DC: AC

( Teorema de Thales)

4) Pero FB = DE (lados opuestos de un paralelogra.....,.
5) Reemplazando en 2): DE : BA=DC : CA.

6) Andalogamente se demuestra que DE : CE : CB.
7) De 5)y 6) se deduce la tesis.

Problema. Construir la cuarta proporcional geométrica (4 p.g.) entre los segmentos de medidas a, b c.
Solucion:
Sea x la medida del segmento 4* p.g. Entonces debe cumplirse la proporcion:
a: b =c: x. Hay varias combinaciones posibles segin Teorema de Thales, luego existen
varias construcciones.

1* Solucion

Se construye O arbitrario y AO = a,
AB=Db,0C=c.

A &C y se construye BD// AC.
CD=x 4"p.g.

OC=b,0B =c.

A & B y se construye C_D//EQ

a \ Se construye O arbitrario y OA = a,
A/ OD=x 4p.g.

Se nueden encontra tres soluciones mas.

Problema. Dividir interiormente un segmento dado en la razén m : n..

Soluciodn.
m
| I n

Problema. Dividir exteriormente un segn

1. Sea E el segmento dado y los
segmentos de medidas m y n.

2. Se construye /A arbitrario.

3. ®A,m)....C

4. ®(Cn).... D

5

6

(

C &E y se construye [TB//E‘
Se tiene AE : EB= m:n.
Teor. Thales)

Solucién

1. Sea E el segmento dado y
los segmentos de medidas my
n.

2. Se construye /A arbitrario.
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5. D «>By se construye E’//E}
6. Setiene AE : EB= m: n. ( Teor. Thales).

Problema. Dividir arménicamente un segmento dado en la razéon m : n.
1. Sea E el segmento dado y
c los segmentos de medidas m y
n.
n m b 2. Se construye Zfarbitrario y
. o/ o BD// AC.
F~_ n/ B —_—
N 3. ®@A,m) n4C={ch

4. ®®B.n) N BD- {D,E}
5. E &C oD

6. E e C_E= {F}y TB e C_lj = {G} F y G son los puntos de division arménica de E

Demostracion: Se considera el £ AFC y sus rayos opuestos y se aplica el teorema de los segmentos
paralelos entre los lados de una angulo.

Analice el dibujo siguiente, el cual presenta una segunda solucion al problema anterior.

X Q A PO segmento dado.

PR=m; RS=RT=n.
* 3 SO//RY; RX//RY.

Se puede demostrar que XY resulta dividido arménicamente por los puntos Py Q.

Taller 4-2

Un punto M divide exteriormente a un segmento CD en la razon MC : MD =5 : 9. Su
distancia al punto medio del segmento es 28 cm. Determine las medidas MC y MD.
Dividir un segmento en partes proporcionales a las longitudes dadas m, n, y p.

La suma de las medidas de dos trazos es S. Si dichas medidas estan en la razon 3 : 4;
construya dichos segmentos.

Dado un trazo de medida a, prolongarlo en una magnitud x de modo que se cumpla la
siguiente relacion: a: x =m : n, siendo m y n las medidas de dos segmentos conocidos.
Dado un trazo de medida a, prolongarlo en una magnitud x de modo que se cumplan las
siguientes relaciones: a) (a+x):a = m:n b)(a+x):x 0m:n,siendo my n las
medidas de dos segmentos conocidos.
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6. Cuatro rectas paralelas determinan sobre una recta segmentos de 3 cm, 5 cm, y 8 cm.
Determine las longitudes que determinardn sobre un segmento de 64 cm de longitud el
cudl es intersecado por las rectas paralelas.

7. Las medidas de dos lados de un tridngulo son AB 0 24 cm y AC = 32 cm. Sobre el
segmento AB se dibuja AD = 13 cm. Determine la medida AE que habra que considerar
sobre AC para que DE sea paraleloa BC.

8. En un trapecio ABCD de base mayor 4B, se considera sobre el lado 4D un punto M, tal
que AM =2/3 AD. Y sobre BC, un punto N tal que NB = 2/3 NC. ; Qué puede deducir

de pN? Ademas,
si AD=mcm y BC =n. Calcule las medidas AM y BN.

9. Dos segmentos estan en la razén m . n y su diferencia es un segmento de medida d.
Construir dichos trazos (m y n son segmentos conocidos).

10.  Porun punto P en el interior de un angulo A , dibuje una recta que interseque a los lados
del angulo en los puntos B y C de manera que se verifique que: 1°°AB : AC=m:
n. y2 PB:PC=m:n.

I1.  Construir un tridngulo dados: a:b= m:n, a, h,.

12.  Construir un tridngulo dados: a.b=m.n, he, p.

13.  Resolver graficamente la ecuacion 4 x = 15 y luego medir la longitud de x.

14.
c Dado el triangulo ABC de la figura,

se une un punto arbitrario D del
F lado (CB con el vértice A. Luego se
traza el segmento DE/! AB y

EF /] AB - Pruebe que se verifica la

siguiente relacion:
CB:CD=CD:CF.

A 8 Indique el nombre que recibe CD

en la anterior proporcion

Circunferencia de Apolonio
Apolonio de Perga . Nacié Alrededor del 262 A.C. en Perga, Grecia lonia (ahora Turquia) Fallecio :
Alrededor del 190 A.C en Alejandria, Egipto.

Fue conocido como "El gran gedmetra", su famoso libro "Secciones Coénicas" introdujo los términos:
parébola, elipse e hipérbola espiral.

Apolonio de Perga estudié en Alejandria y luego visitdé Pérgamo en donde han sido construidas una
biblioteca y una universidad semejantes a la de Alejandria.

Mientras, Apolonio, "El gran geémetra", estuvo en Pergamo escribio la primera edicion de su famoso

libro "Secciones Conicas". que consta de 8 libros. Los libros del 1 al 4 no contienen material original
pero introducen las propiedades basicas de conicas que fueron conocidas por Euclides, Aristoteles y
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otros. Los libros del 5 al 7 son originales; en estos discute y muestra como muchas de las conicas
pueden ser dibujadas desde un punto. El da proposiciones determinando el centro de curvatura lo cual
conduce inmediatamente a la ecuacion cartesiana del desarrollo de la evolucion.
El fue también un importante fundador de la astronomia matematica griega, la cual us6 modelos
geométricos para explicar la teoria planetaria.

Teorema ““La bisectriz de un angulo interior de un triangulo divide interiormente al lado opuesto
al angulo en la razon de los otros dos lados.

E
c Hipotesis. CD = byen el AABC,
Tesis: DA : DB =CA : CB.
m/ n
Demostracion.
A D B 1) Se construye A—C" y B_E"// CD.

2) ACn BE= |E}

3) /n ~ /T ( Asalt. int. entre //s)

4) / m ~ /S ( s corresp. entre //s)

5) /Zm = /n (Hipotesis)

6) De3),4)y5) Zr = /syporlotantoel ABCD es isésceles y BC = CE.

7) Enel AABD: AD : DB = AC : CE ( Teorema de Thales)
8) Reemplazando 6) en 7) resulta: AX : XB = AC : CB ( Tesis).

Teorema (reciproco) “Si un punto divide interiormente a un lado de un triangulo en la razon de los
otros dos lados, entonces este punto pertenece a la bisectriz del angulo interior opuesto.
Considerando la figura anterior.

Hipotesis En el AABC, DA : DB =CA : CB.

Tesis: =
CD by
Demostracion.

1) Se construye AC y CE=CB.

2) CoD yB oE.

3) Reemplazando 1) en hipdtesis se obtiene: DA : DB = CA : CE.
4) De 3) y reciproco de Teor. de Thales: DC//BE.

5) Pero /r = /s (Z s basales Aisosceles).

6) /n ~ /T ( /salt int. entre //s)

7) /m = /S ( /scorresp. entre //s)

8) De5),6)y7): Zm = /n.

9) Por lo tanto: CD = by ( Tesis).

Teorema “La bisectriz de un angulo exterior de un triangulo, divide exteriormente al lado opuesto
en la razon de los otros dos lados ™.
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Hipotesis. Enel AABC, CEBisectriz del ~BCF exterior. /s = /1.
Tesis: AE : BE=CA : CB.

Demostracion.

1) Se construye BD// CE

2) Zn = /s ( [saltint entre //s)

3) / m ~ /T ( /scorresp. entre //s) /n ~ /T ( /salt int. entre //s)
4)  De hipotesis,2)y3): Zm = /n

5) Luego ABDC es isosceles y DC ~ BC.

6) Enel AAECy1): AE:BE=CA: DC.

7) Reemplazando 5) en 6): AE : BE = CA : CB. (Tesis).

Se puede demostrar el teorema reciproco “Si un punto divide exteriormente a uno de los lados
exteriores de un triangulo, entonces este punto pertenece a la bisectriz de angulo exterior opuesto
a dicho lado”.

Corolarios. 1) “En  un triangulo la bisectriz de wun dngulo interior y

la del respectivo angulo exterior dividen
S armonicamente al lado opuesto a ellos en la
razon de los otros dos lados”.
(En la figura, D y E son dichos puntos).
Los puntos A, D, B y E son puntos conjugados
armonicos.

2) “El ADCE es rectangulo en C”.

3) “Cuando en un triangulo se conoce un lado y la razon de los otros , el L.G. del tercer
veértice del triangulo es la circunferencia que tiene por diametro el segmento determinado
por los puntos que dividen armonicamente al lado conocido”.

Dicha circunferencia es la circunferencia de Apolonio.

Definicion. La circunferencia de Apolonio es el L.G. de todos los puntos cuyas distancia a
dos puntos dados, estin en una razon dada m : n.

Otra definicion: “La circunferencia de apolunio es el L.G. de los terceros vértices de todos los
triangulos de los cuales se conoce uno de los lados y la razon en que estan los otros dos”.
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Teorema “Cualquier punto de la circunferencia de Apolonio cumple la condicion de la definicion
de ella”.

Hipotesis.

Circunferencia de Apolonio con

respectoa 4B yderazénm :n..

C es un punto cualquiera de ella.

Tesis: DA:DB=EA:EB=m:n.

Demostracion.
1) Se construye BF // AC
2) BF NCD = {F } y
BF NCE = G}

3) Enel ZADCy 1)y teorema del segmento // : DA : DB = AC: FB=m :n.

4) Enel ZAECy 1)y teorema: del segmento // EA:EB = AC:BG=m:n.

5) De3)y4): AC:FB=AC:BG. Por lo tanto FB =BG.

6) Pero el AFCG es rectangulo en Cy (B es transversal de gravedad, por lo tanto
CB = BF =BG (propiedad del A rectangulo).

7) Reemplazando 6) en 3) resulta DA : DB = AC . CB. ( Tesis).

Semejanza de las figuras en el plano.

En general, se dice que dos figuras en el plano son semejantes cuando sus lados son respectivamente
proporcionales y sus angulos son respectivamente (ordenadamente) congruentes.

Triangulos semejantes

Definicion: Dos tridngulos que tienen los tres dngulos respectivamente congruentes y sus lados
proporcionales se dice que son semejantes.

Esta propiedad indica la existencia de una relacion de semejanza o similitud entre los tridngulos. Esta
relacion es refleja, simétrica y transitiva. El signo ~ se empleara para indicar dicha relacion.

En los tridngulos semejantes, los elementos homologos o correspondientes son los vértices de los
angulos congruentes y los lados opuestos a los d&ngulos congruentes.

La razon que existe entre los lados homologos se llama razon de semejanza o de similitud del
triangulo.

Teorema (Particular de Thales) “Dado un triangulo y una recta paralela a uno de sus lados, ésta
paralela determina un nuevo triangulo semejante con el triangulo dado”.
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Hipotesis. DE// AB
Tesis: ADEC ~ AABC.

E Demostracion.

D

/ N

A

1)

2)
3)

B

En ADECy AABC se tiene:

~2C = ,C (comun)
/ D = £ A (alternos int. Entre //s).
< E = /B id.

Ademés DE:AB=CD:CA = CE:CB (tor. Segmentos //s).
De 1), 3) y definicion de semejanza de tridngulos ADEC ~ AABC (Tesis).

Para comprobar que dos tridngulos son semejantes no es necesario verificar todas las condiciones
dadas en la definicion, ya que algunas de ellas seran consecuencia de otras.
Para esto se demuestran los cuatro teoremas o criterios de la congruencia de triangulos.

Teorema (AA). Dos triangulos son semejantes si tienen dos angulos respectivamente congruentes”.

y Hipétesis. / A = / A’
/B == /B
E c Tesis: AABC ~ AA’B’C’.
/\ Demostracion.
A D B A B

Por teorema de los angulos interiores del A, ~ C =~ £ C’.
®(AA'B") 4B = {D}.
Se construye ~ D= /B’ = /B.
De Hipoétesis, 2) y 3): AABC = AA’B’C’ (ALA). Luego: DE = B'C' y AE = A'C".

De 3) DE//BCy por teorema de Thales: AD: AB = AE : AC = DE : BC.

Reemplazando 2), 4) en 5) se obtiene: A’B’: AB=A’C’: AC=B’C’: BC.

De Hipdtesis, 1) y 6) y definicién de As semejantes:

AABC ~ AA’B’C’. (Tesis).

Se pueden demostrar los siguientes teoremas:

Teorema (LAL) “Dos tridngulos son semejantes si tienen dos lados respectivamente
proporcionales y el angulo comprendido entre ellos son congruentes”.

Teorema (LLL) “Dos triangulos son semejantes si tienen sus tres lados respectivamente
proporcionales”.

Teorema (LLA) “Dos tridngulos son semejantes si tienen dos lados respectivamente
proporcionales y los angulos opuestos, a los de mayor medida de estos lados, congruentes.

Se puede observar que a cada criterio de semejanza de tridngulos le corresponde un criterio de
congruencia, el cual se aplica en la demostracion de cada uno de ellos.

Los teoremas de congruencia de tridngulos se emplean para la demostracion de congruencias de
segmentos o de dngulos. Los de semejanza se emplearan para la demostracion de congruencia de
angulos, proporcionalidad de segmentos o el paralelismo entre elementos lineales. Generalmente
estas demostraciones se deducen aplicando el siguiente corolario: “En triangulos semejantes. a

No e m W~
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angulos congruentes se oponen lados proporcionales y a lados proporcionales se oponen

angulos congruentes”.

Ademas quedan de mostradas las siguientes propiedades:

1. Todos los triangulos equildteros son semejantes.

2. Dos triangulos isosceles son semejantes si tienen congruentes los angulos de la base o el
angulo del vértice.

3. Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen uno de los angulos agudos congruentes

o cuando los catetos de uno de ellos son proporcionales a los del otro.

Teorema “En triangulos semejantes, las alturas homologas son entre si como dos lados homologos ™.

[

Hipotesis.

¢ AABC =~ AA’B’C’.
CD=h.; C’D’=h.
Tesis:

CD:CD’= AC: A’C =
CB:CB’= AB: A’B’.

A D' B’

A D B

L. En AADCy AA’D’C’setiene /A= /A" y /D = /D' (hipotesis)

2) Luego: AADC ~ AA'D’C’(AA)y CD:AC=CD’: A’C’ osea
CD:CD’=AC:AC.

3)  Pero, por hipoétesis, la razon entre los lados homologos de los tridngulos es constante. Por lo
tanto, CD:C’D’= AC:A’C’=CB:C’B’= AB:A’B’ (Tesis).

Se puede demostrar, en general, el siguiente teorema: “En triangulos semejantes dos segmentos
homologos (alturas, transversales de gravedad, bisectrices) son entre si como dos lados homologos
cualesquiera”. Esto quiere decir que la razon de semejanza de los tridangulos, permanece constante
para cualquier par de elementos homoélogos de ellos.

Teorema “Si un haz de rayos se interseca por dos rectas paralelas, los segmentos de las rectas
determinados por los rayos son proporcionales”.

o
Hipbtesis EH // AD Demostracion:
1) En AABO setiene: EF : AB=OF : OB.

Tesis: AB: EF =BC : FG=CD : GH.

2) En ABCO se tiene: FG: BC= OF : OB.

/ \ AN N
E F G\ H
(teorema segmentos //s).
3) En ACDO se tiene: GH : CD =0OG : =0C. (id ).
o =\ DN 4) En ABCO se tiene : OG : OC = OF : OC (teorema de

Thales).
5) De 1), 2),3), 4) y la propiedad de series de razones: AB: EF =BC : FG = CD : GH (Tesis).
Este teorema permite otra forma de dividir un segmento dado en una razon dada.

Teorema “Las transversales de gravedad de un triangulo, se intersecan en un punto tal que divide
a cada una de ella en la razon 1 : 2.
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Hipotesis. AE=t,; BD=t,. CF =t

AE N BD = {G}.
. ] Tesis: GE: GA=GD:GB=1:2yG ¢ CF.
Demostracion.
1) D «E, entonces DE mediana del
triangulo.
A F B 2) Del) DE=%ABYy DE/ AB

AD: AH=DE : HI

3) ADEG =~ ABAG (AA).
4) De 2), 3) y teorema. de los segmentos paralelos: GE : GA =GD : GB =
DE: AB=1:2.
5) Anélogamente se puede demostrar que FG : GC=1: 2.
6) G es punto unico (divide interiormente a CF en larazén 1 : 2). Por lo tanto G ¢ CF.
7) De 4) y 6) se deduce la Tesis.

Poligonos semejantes

Los poligonos que tienen sus angulos respectivamente congruentes y los lados homoélogos
proporcionales se llaman poligonos semejantes.

Teorema “Las diagonales que no se intersecan, de dos poligonos semejantes, forman triangulos
respectivamente semejantes”’.

p Hipotesis. ABCDE ~A’B’C’D’E’.

q — I .
7 AD, AC, A'D', A'C' diagonales.
s\ c Tesis: AADE =~ AA’D’E’; AADC =~ AA’D’C’;
AACB =~ AA’C’B’.
A B
Demostracion.

1) En AADE y AA’D’E’

2) /E = /E' (por Hipbtesis)

y AE:ED= A’E’: A'D". (id.)

3) Porlotanto, AADE ~ AA’D’E’ (LAL).

4) Anélogamente se demuestra que AADC = AA’D’C’y AACB = AA’C’B’.
5) De 4) y 5) Tesis.

Se puede demostrar el siguiente Corolario: “En poligonos semejantes, dos diagonales homdlogas
son entre si como las medidas de dos lados homodlogos”, como también, el siguiente teorema
(reciproco) “Dos poligonos compuestos del mismo numero de poligonos semejante,, situados en
forma consecutivas, son semejantes”’.
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Teorema “Los perimetros de dos poligonos semejantes son entre si como las medidas de dos lados
homaologos o como las de dos segmentos homologos ™.

Hipétesis. ABCD ~A’C’B’D’. Las medidas de lo lados homdlogos son respectivamente a, b, ¢, d
ya,b’,c,d.

Tesis:(a+b+c+d):(@a’+b’+c’+d’) = a:a’

Demostracion. 1) De hipdtesis:a:a’=b:b’=c:c’ = d:d".
2) Porlotanto: (a+b+c+d):(a’+b’+c’+d’) = a:a’
(propiedad de una serie de razones). Por lo tanto Tesis.

Se puede demostrar el siguiente teorema “Dos poligonos regulares de igual numero de lados son
semejantes”’. Ademads los segmentos homologos de estos poligonos son entre si como sus lados
homologos..
H G

En la figura se muestra E/ compds de reduccion que es una

herramienta que permite la reduccion o ampliacion de las

figuras.

Se compone de dos brazos de iguales medidas, los cuales son

reglas graduadas. Ambos brazos pueden girar en torno del punto

0.

En el dibujo del compas se cumple que AOHG ~ AOFG (AA)

y por el teorema de los segmentos paralelos que HG : EF = OH :

OF =

OG : OE = k (constante). La razoén k es graduable a voluntad.

Otra forma de reducciéon o de ampliacion es el método de los

: _cuadrados. Consiste en cuadricular el dibujo de un objeto

cualquiera, que se quiera ampliar o reducir. Se confecciona otra cuadricula con los lados de los
cuadrados que tengan la proporcion deseada con respecto a la del dibujo dado y en cada uno de los
nuevos cuadrados se dibuja la figura homologa del cuadriculado primitivo.

Homotecia

Dos poligonos semejantes que tiene sus lados respectivamente paralelos se llaman poligonos
homotéticos.

Teorema “Si se construyen las rectas que unen los vertices homologos de poligonos nomotéticos,
entonces estas rectas se intersecan en un mismo punto”.

Hipdtesis. ABCD y A’B’C’D’ o
poligonos homotéticos.
Tesis: A4'~BB'nCC'nCC'=1{P}.

Demostracion.
1) Supongamos que AA'~CC' = { '}
y AA'~BB'={P)con P’ =P.

2) Por hipétesis 1) y teorema de los segmentos proporcionales se obtiene:
PB:PB’=AB: A’'B’yP’B: P’B’=BC:B’C’.
3) Por hipétesis: AB: A’B>’=BC:B’C’.
4) De2)y3): PB:PB’=P'B=P'B’.
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5) Luego los puntos P y P’ dividen exteriormente a BB' en la misma razon y, por lo tanto, Py
P’ son el mismo punto. Luego se cumple la tesis.

Definicion: El punto en donde se intersecan las rectas construidas al unir los vértices homodlogos de
poligonos homotéticos, es el centro de homotecia o de similitud.

Construccion. Dado un poligono, construir un poligono semejante a €l.

Solucion. Se considera un punto cualquiera como centro de homotecia para el poligono dado y se
construye el poligono pedido.

Caso A) El centro de homotecia estéd en el exterior del poligono dado.

D

Caso B) El centro de homotecia Caso C) El centro de homotecia
esta en el interior del poligono dado. estsd en uno de los vértices del poligono

dado.

Taller 4-3

1. Las medidas de los lados del triangulo son respectivamente a, b y c. Se traza un segmento de
medida d paralelo al lado de medida c. Determine las medidas de los segmentos determinados
por este segmento paralelo sobre los otros lados.

2. Determine la medida de la altura del tridngulo mayor obtenido al dibujar los rayos
correspondientes a los lados no paralelos de un trapecio si las medidas de sus bases son 27 y
36 metros y la medida de su altura es 15 metros.

3. La bisectriz 4D del angulo en el vértice A del tridngulo ABC interseca en el punto E a la
circunferencia circunscrita al triangulo. Demuestre que (BE)? = AE x DE.

4. En el rectangulo ABCD, AB es el doble de la medida AD. Se une el vértice D con el punto E

que pertenece a 4B, tal que AE = i AB. Larecta DE interseca en el punto O a la diagonal

AC. Demuestre que el angulo AOD es recto.
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5. Demuestre que en un paralelogramo, las distancias desde un punto de una de una de las
diagonales a dos lados adyacentes son inversamente proporcionales a las medidas de estos
lados.

Construir un tridngulo dados a) a,Byta b) By y b, c) ab=m:n, ha, y.

7. Pruebe que las medidas de las alturas de un tridangulo son inversamente proporcionales a los

lados correspondientes.

Demuestre que dos tridngulos que tienen dos lados perpendiculares, son semejantes.

9. Demuestre que dos tridngulos que tienen las medidas de sus alturas proporcionales, son
semejantes.

*®

Relaciones métricas en el triangulo rectangulo
Recuerde la biografia de Euclides de la pagina 11.

Teorema ( 2° de Euclides ) “La medida de la altura correspondiente a la hipotenusa de un triangulo
rectangulo, es media proporcional geométrica entre las medidas de las proyecciones de los catetos
sobre la hipotenusa”.
C
Hipotesis. EI AABC es rectangulo en C.
DC=h.; AD=q; DB=p.
Tesis: h? = q - p.
Demostracion.
1) En AADC y ACDB setiene: /A
~ /DCB (de mismo complemento) y ~/
ADC = /CDB (hipotesis)

>
a
o
°
w

2)  Porlotanto AADC ~ ACDB (AA).
3) Por lo tanto: AD : DC= DC:BDosea, q: he=hc: p = h? = q-p (tesis).

Teorema (1° de Euclides) “La medida de un cateto de un triangulo rectangulo es media
proporcional geométrica entre las medidas de la hipotenusa y de la proyeccion de dicho cateto
sobre ella™.

Hipotesis. EI AABC es rectangulo en C.
DC=h.; AD=q; DB=p; AB=c.
Tesis: a> = c-py b*> =c-q.
Demostracion.

° 1) En AABC y AACD setiene: /A
~/4 (comin)y /ADC=z~ /ACB

(hipotesis).

A q D P

2) Por lo tanto AABC =~ AACD (AA).
3) Por lo tanto, AB: AC= AC:ADosea, c: b-b: q = b> = ¢ q (tesis).
4) Anélogamente se demuestra que a> = ¢ - p.

Pitagoras de Samos. Naci6 : alrededor del afio 580 AC en Samos, lonia. Fallecié alrededor del 500
AC en Metapontum, Lucania.

Era originario de la isla de Samos, situado en el Mar Egeo., fundando en Crotona (al sur de Italia)
una asociacion que no tenia el caracter de una escuela filosofica sino el de una comunidad religiosa.
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Por este motivo, puede decirse que las ciencias matematicas han nacido en el mundo griego de una

corporacion de caracter religioso y moral.
El simbolo de la Escuela de Pitagoras y por medio del cual se reconocian entre si, era el pentdgono
estrellado, que ellos llamaban pentalfa (cinco alfas).

Se debe a Pitagoras el caracter esencialmente deductivo de la Geometria y el encadenamiento l6gico
de sus proposiciones, cualidades que conservan hasta nuestros dias.

Teorema (particular de Pitdgoras) “En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la medida de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los catetos”.

Hipotesis. EI AABC es rectangulo en C.

b AB=c
Tesis: c? = a? + b
Demostracion.

1) a2 = ¢ p (Teorema 1° de Euclides )

A q D ) B

2) b>=c-q (id)

3) H+2)y=a>+ b’=c-p+c'q =c(ptq)

4) Pero en la figura p+q=c.

5) Reemplazando 4) en 3) resulta ¢? = a®> + b*> ( Tesis).

Corolarios: a>=c? - b?; ¢ = \g>+b> ; a= c* —b?
Se puede demostrar que en un tridngulo rectangulo, de catetos de medidas a y b e hipotenusa de
medida c, se cumple: ab = b hc.

Teorema (reciproco) “Si en un triangulo, el cuadrado de la medida de un lado es igual a la suma
de los cuadrados de las medidas de los otros dos lados, entonces el triangulo es rectangulo”.
.
¢ ' Hipotesis En el AABC,
(BC)? = (AB)?> + (AC)~.
Tesis AABC es triangulo rectangulo.

RS
~+

A

w

Demostracion.

1) Se construye  AA’B’C’ rectangulo en el vértice A’, tal que 4'B'~ ABY A'C'~ AC.

2) Por lo tanto (B’C”)? = (A’B’)?> + (A’C’)? (Teorema particular de Pitagoras).

3) Luego, de 1), hipotesis y 3) se deduce que BC=RBC

4) Del)y3): AABC =AA'B'C' (LLL) y por lo tanto /BAC = /B'A'C'
(corolario de la congruencia).

5) De 1) y 4) se concluye que m ~BAC =90°y por lo tanto AABCes  tridngulo
rectangulo Tesis).

Teorema (General de Pitagoras) “En cualquier triangulo, el cuadrado de la medida de un lado
opuesto a un angulo agudo, es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los otros dos
lados, menos el doble del producto de la medida de uno de ellos por la medida de la proyeccion del
otro lado sobre él”.
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Hipotesis. m / ¢ < 90°. CD = h..
Tesis: a> = b*> + ¢?-2¢q

b Demostracion.
1) Enel ABDC: a? = h +p?
(teorema particular de Pitagoras).

A q D P B
2. Enel AADC:h? = b? - ¢* ( id.)
3. Como p= c¢—q,entonces p> = ¢*- 2¢q + ¢°
4, 2)+3): h2+p? = b> +c* - 2¢cq
5. Reemplazando 4) en 1) resulta: a> = b*> + ¢?-2cq ( Tesis ).

Observacion: si m / ¢ > 90° se tiene p = ¢ + g, entonces se deduce la siguiente relacion: a> = b?
+ ¢+ 2cq.

Cdlculo de las alturas de un triangulo en funcion de sus lados.

(2]

1) En la figura h?=a? —p2

Param / p <90° se tiene
) a b? = a? + ¢?>—2cp. Luego
he _ a+ct—b?
2c
A a D P B 24002-p2 )
p?= ( a +c¢ _ )
4c
2) Reemplazando en 1)
resulta
2
hczzaz_ ( a2+cz—b2 )
4c®
2.2 2 2 252
3) h?= 4a’c —(a jc —b7) ; factorizando y ordenando queda :
4c
2= 1 2 2 2 2 1
he —4—2[(a+c) -b Hb —(a—-c) ]= 4—2(61+c+b))(a+c—b)(b+a—c)(b—a+c)
c c
a+b+c

4) Haciendo s= ( semiperimetro del triangulo ) y reemplazando en 3) resulta: h¢* =

ﬁ% {s—a) 2(s-b) 2(s—c)

5) Luego: h_ = z\/s(s —a)s—b)s—c) -
c

6) Con 5) se puede establecer una férmula para encontrar el 4rea de la superficie triangular.
Como el area de un tridangulo es

A= %chc, por lo tanto se obtiene: A = \/S(s — a)(s — b)(s — c). Esta relacion se conoce con el

nombre férmula de Herén (de Alejandria) para calcular el area de un tridngulo en funcion de las
medidas de los lados del tridngulo.

Relaciones métricas en el circulo.
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Teorema (de las cuerdas) “Si dos cuerdas en un circulo se intersecan, las medidas los segmentos
determinados sobre ellas son inversamente proporcionales”.

o talque  BCDE = {A}.
Tesis. EA - AD=BA - AC

C
l Hipotesis.
E - -
(’ 1) BC y DE cuerdas del circulo con centro en O,

Demostracion.
1) Bw:EyC <D
2) En ABAEy ADACsetiene, /E=/Cy /B = /D (<s inscritos al mismo arco).
3) Por lo tanto ABAE ~ ADAC (AA).
4) Por corolario de la semejanza.: EA : AC= BA : AD.
5) Por propiedad fundamental de las proporciones: EA x AD = BA x AC (Tesis).

Otro enunciado de este teorema: “Si dos cuerdas en un circulo se intersecan, el producto de las
medidas de los segmentos determinado en cada una de ellas es constante”.

Teorema (de los segmentos secantes) “Si dos segmentos secantes que tienen el vértice comun en el
exterior del circulo, sus medidas son inversamente proporcionales a las de los respectivos
segmentos.

B

a  Hipotesis. AB y% segmentos secantes

del circulo con centro en O.
Tesis: ABx AD= AC x AE.

Demostracion.
1) B EyC <D
2) En ABAEy ACADsetiene, /4= /A4 (<comin)y /B = /C (<s inscritos al mismo arco).
3) Porlotanto ABAE ~ ACAD (AA).
4) Por corolario de la semejanza.: AE: AB= AD : AC.
5) Por propiedad fundamental de las proporciones: AB x AD = AC x AE (Tesis).

Otro enunciado de este teorema: “Si dos segmentos secantes que tienen el vértice comun en el exterior
del circulo, el producto de la medida del segmento secante por la del segmento exterior
correspondiente de cada una, permanece constante.”

Teorema (del segmento tangente ) “Si por un punto situado en el exterior de un circulo se construyen

un segmento secante y un segmento tangente ,la medida del segmento tangente es media proporcional
geomeétrica entre las medidas del segmento secante y la de su respectivo segmento exterior”.
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Hipotesis. AB yR’ segmento

B
tangente y secante
respectivamente, del circulo con
centro en O.
A Tesis: AB?> = AC x AD.
8 Demostracion.
[

1) Boceyb oD
2) En ABACy ACABsetiene, /4= /A4 (<comin)y ZABD = /ACD
( <s inscritos y semi inscritos al mismo arco).
3) Porlotanto ABAC ~ ACAD (AA).
4) Por corolario de la semejanza.: BA: AC= AD: AB.
5) Por propiedad fundamental de las proporciones: AB?= AC x AD (Tesis).

Si en vez de considerar dos cuerdas o dos segmentos secantes, se considera un haz de secantes o un
haz de segmentos secantes en los teoremas anteriores, la propiedad de los teoremas se generalizan y
se obtiene que el producto entre las medidas de los segmentos considerados, es constante.

En todas estas figuras se cumple:
PAix PBi=PA>x PB:- PAs x PB3= PA4x PBs=...= k (constante)

A este producto constante que resulta de los teoremas de las cuerdas, de los segmentos secantes y
del segmento tangente, se le da el nombre de Potencia del punto P.

Construccion geométrica.

Construir el segmento (de medida x) que sea media proporcional geométrica entre los segmentos de
medidas dads a y b.

Construccion.

[a—

Se construye larectal. Ay b las
a r medidas de los segmentos.

° 5 2. A, punto cualquiera de 1.
. 3. ®(A,a) N 1= {B}.
4. ®(B,b) n 1= {C}.
L - - S. Se construye ® 1 con diametro

ACyl’ 1 len el punto B.

6. ®1nI’={D}. BD es el segmento pedido de medida x.

Demostracion: x es la medida de la altura del AACD rectangulo en D. Por lo tanto:

x?=ab (2°Teor. de Euclides).

También se puede hacer la construccion aplicando el ler. Teorema de Euclides o el teorema
del segmento tangente.
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Taller 4-4

1.

(98]

10.

11.

12.

13.

14.

Colocado verticalmente a 4 m de la orilla de un rio, una varilla sobresale 3 m; inclinado,
su extremo toca la ribera. Determine la profundidad del rio.

En un tridngulo rectangulo un cateto mide la mitad de la hipotenusa y el cuadrado de esta
es m cm? . Determine las medidas de los catetos.

En un tridngulo ABC rectangulo en C, calcule las medidas de a,p yq sib=m y h.=n.
Demuestre que para todo punto situado en el interior de un rectdngulo, se verifica que la
suma de los cuadrados de las distancias a dos vértices opuestos, es igual a la suma de los
cuadrados de las distancias a los otros dos.

Demuestre que si en un cuadrilatero las diagonales se cortan perpendicularmente, la suma
de los cuadrados de dos lados opuestos es igual a la suma de los otros dos.

Calcule el radio de la circunferencia circunscrita a un triangulo si las medidas de sus lados
son 39, 60 y 63 unidades.

En un triangulo ABC rectangulo en C, el angulo en A mide 60°. Determine la razon en

que la bisectriz de este angulo divide al lado BCy a la altura CH,

Un triangulo rectangulo estd inscrito en un circulo de 37 cm y circunscrito a un circulo de
5 cm de radio. Determine las longitudes de los catetos.

En un triangulo ABC de base fija AB = 8cm y de vértice C variable., se tiene CA? — CB?
= 12, Determine la medida de la proyeccion de la transversal de gravedad CM sobre AB.

Deduzca de ello que el lugar geométrico del vértice C es una recta perpendicular a 43B.
Sitiie la ubicacion del punto H, de esta perpendicular con respecto al punto medio M de
AB.

En un circulo de centro O y didmetro AB = a, se traza la cuerda AM =b. Calcule la medida

de la proyeccion de la cuerda sobre 4B.

Una cuerda CD encuentra a un diametro AB en el punto medio O del radio. Las medidas
OC y OD son entre si como 1:2. Determine estas dos medidas en funcion del radio r del
circulo.

En un circulo de 17 cm de radio se intersecan dos cuerdas. El producto de las medidas de
estas dos cuerdas es 145. Calcule la distancia entre el punto de interseccion de las cuerdas
y el centro.

Sea (04 el radio de una circunferencia. Sobre (4 determine un punto P tal que PB =2

PA, siendo PB tangente a la circunferencia.

Dado un segmento fijo de longitud AB = a. Determine y construya el lugar geométrico de
los puntos P tales que PA2 + PB? = 22, Ademas conteste: Cual es la medida maxima de la
altura del tridngulo PAB?
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Capitulo V

POLIGONOS REGULARES INSCRITOS Y CIRCUNSCRITOS
Generalidades.

Se llama poligono regular al que tiene todos sus lados y dngulos interiores congruentes. Si los

lados son cuerdas de un circulo y sus vértices son puntos de la circunferencia el poligono es

inscrito en el circulo. Se designa /n al lado.

Si los lados son tangentes a una circunferencia el poligono es circunscrito. Su lado se designa L.

La medida del segmento perpendicular construido desde el centro del circulo a un lado del

poligono regular inscrito en €l, recibe el nombre de apotema ( p ).

Solamente algunos de ellos pueden construirse geométricamente (con regla y compas) los que

clasifican en los siguientes grupos:

1) Los obtenidos por la formula 3 x 2" con ne Z;. Sin=0 se tiene el tridngulo equilatero.
Sin =1 se tiene el hexagono regular. Sin = 2 se tiene el dodecagono regular, etc.

2) Los obtenidos por la formula 4 x 2" con ne Z;. Sin=0 se tiene el cuadrado. Sin=1 se
tiene el octogono. regular. Si n = 2 se tiene el poligono regular de 16 lados., etc.

3) Los obtenidos por la férmula 5x 2" con ne Z;. Sin=0 se tiene el pentdgono regular. Si
n =1 se tiene el decagono regular. Si n = 2 se tiene el icosdgono regular, etc.

4) Los obtenidos por la formula 15 x 2" con ne Z;. Pentadecagono regular, poligono regular
de 30 lados, etc.

Teorema “A todo poligono regular se le puede inscribir y circunscribir una circunferencia que tienen
el mismo centro”.
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Hipoétesis. ABCDEEF es poligono regular.

Tesis: existe ® (O, OK) inscrita y
®(0, OA) Circunscrita al poligono.

ri

B Cc

Demostracion.

1.

N

Se ABCDEF un poligono regular. Se construyen las bisectrices de dos dngulos interiores

consecutivos /4 y /B. Cada angulo mide M Por lo tanto la suma de la mitad de
n

las medidas de estos dngulos sera menor de 180° y por lo tanto sus bisectrices se intersecan
en un punto O.

O < C.En AAOBy ABOC se tiene: BO ~ BO(lado comun), B4 ~ BC (hipotesis) y
Z0OBA = ZOBC(por construccion). Por lo tanto AOBA = ABCO(LAL).

Por lo tanto /BAO = ZBCO (corolario de la congruencia)

Perom /BAO= %mgBAF =m BCO= %mLBCD (angulos inscritos de arcos

congruentes y por hipotesis).

Por lo tanto CQ bisectriz del /BCD y OA = OB = OC. (tridngulos isosceles).

De manera analoga se demuestra que los segmentos que unen los otros vértices del poligono
con el punto O son bisectrices de los angulos del poligono dado y el punto O equidista de
los vértices. Por lo tanto la circunferencia con centro en O y que pasa por uno de los vértices
pasa también por los otros vértices y por lo tanto es la circunferencia circunscrita al
poligono:

Ademas, el punto O comun a todas las bisectrices de los angulos del poligono dado, resulta
que es equidistante de los lados de lados de estos dngulos y por lo tanto es el centro de la
circunferencia que resulta tangente a todos los lados del poligono, siendo el centro de la
circunferencia circunscrita a él.

Al centro de la circunferencia inscritas y circunscrita a un poligono regular es el centro del
poligono. Elradio de la circunferencia inscrita es la apotema.

Medidas de los lados de los poligonos regulares inscritos y circunscritos en funcion del
radio de su respectiva circunferencia.

Hexdgono regular y Triangulo equildtero inscrito.

1.

Construir un hexagono regular inscrito en un circulo de radio r, y calcule la medida de
su lado (Is) en funcion del funcion del radio.
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Solucion.

Se construye el punto A sobre el circulo con
centro en O y se aplica sucesivamente 6 veces
el radio como cuerda sobre la circunferencia.
Se obtiene el hexagono regular.
Demostracion.

AAOA es equilatero (formado por radios).
Por lo tanto: m /FAO=60°y BC = r=1Is

Nota: El tridngulo isosceles que se forma al unir el centro del circulo con dos vértices consecutivos
del poligono, es el triangulo fundamental. Obtenido este triangulo se simplifica la construccion total
del poligono.

2. Inscribir en un circulo dado un triangulo equildatero y calcular la medida de su lado (13) en
funcion del radio.
Construccion.

(o3
. ®(O,r).
5 F 2. Sen la circunferencia se construye el

punto A y los puntos B, C, D, Ey F
a la distanciar .

3. CoAoB.y AABCes el A pedido.

Demostracion.

B

o
[
A\. m /CAB = %m arco CAB = 120 =60°.
2

E

3. Andlogamente /ABCy ~/ACB. Por lo tanto el AABC es equilatero.
4. Cadlculo de I3:

Se construye EC diametro y E <>A.

A ECA rectangulo en C ( inscrito en media circunferencia).

Por lo tanto AC? = EC? —AE? (Teor. part. de Pitagoras ).

Pero AC=13; EC=2ry AE=1ls=r. Luego: 1>=4r’>-12=3r%
Por lo tanto: Is = r /3.

Se puede demostrar que la apotema p, = %3\/5 yque p,= 377

Nota: Desde el hexagono regular se construyen sucesivamente los poligonos regulares de 12, 24,
36... lados.

Cuadrado y octégono regular inscrito

1. Inscribir en un circulo dado un cuadrado y calcular la medida de su lado (14) en
funcion del radio.
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Construccion:
Se construye ®(O, r )y los didmetros

AC L DB. Se unen los extremos de ellos y se
0 obtiene el cuadrado inscrito.
Demostracion:
1. Los angulos en los vértices del
E cuadrilatero ABCD estan inscritos
en un semi circulo, luego miden
A 90°.

2. Los cuatro triangulos interiores son congruentes (LAL), por lo tanto AB=~BC=CD=DE
(corolario de ).
3. Del. y 2. ABCD es un cuadrado.
4. Calculo de l4:
SeaAB=1; y AO=BO=r.
El AAOB es isdsceles y rectangulo en O.
Luego: AB? = AO? + BO? (Teor. Part. Pitdgoras).Reemplazando queda:

l2-r2 + Pyporlotanto Iy = r,/2.
2
2

Se puede deducir que OE = p =

2. Inscribir en un circulo dado un octogono regular y calcular la medida de su lado
(ls) en funcion del radio.
Cc

Construccion

Se construye el cuadrado ABCDy P, Q, R, S
puntos medios de los arcos correspondientes
D 8 alos lados del cuadrado. Se unen estos
puntos y se obtiene el octogono regular
inscrito.

Demostracion: A arcos congruentes le
corresponden segmentos congruentes, que
tienen como medida Ig.

Célculo de 13 = QB:
1. Se construye el didmetro @ y So B
2. Enel A SQB rectangulo en B se tiene: BQ? = SQ x QX. ( Primer teorema de

NG

Euclides) osea: Is* = 2r x(r- p,) = 2r x(r- %).

Desarrollando esta expresion queda: Is = r /2 —/2.
Nota: Desde el octogono regular se construyen sucesivamente los poligonos regulares de 16, 32.

64... lados.
Decagono y pentadecdgono inscritos
Para construir el decagono regular es necesario, primero, conocer la construccion geométrica

conocida como la division de un segmento en seccion durea o seccion divina o en media y extrema
razon.
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Dividir un segmento en seccion aurea o en media y extrema razon significa determinar un punto
interior en el segmento dado, tal que lo divida en dos segmentos tales que la medida del mayor de
estos segmentos es media proporcional geométrica entre las medidas del segmento dado y la del
segmento menor. El mayor de estos segmentos es la seccion o parte durea del segmento dado.

Construccion: Dividir en seccion durea o en media y extrema razon un segmento AR de medida a.

SeaAB=a y AC’= ABx CB
e (o AB:AC=AC:CB).

Construccion.
1. Se construye FO 1 4B

2. ®(B,ATB).

3 R)m@(g,%)ﬂm 4. @(0,%) A 40 = {D,E}

5. ABN®(4,A4D)= {C}
6. Porlo tanto AB>= AE x AD.
Demostracion:

1) AB?= AE x AD (teorema del segmento tangente). Esto es,

AE: AB=AB: AD

2) Porlafigura (AD+DE): AB= AB:AD

2) Pero AD=AC (de5.) y DE=AB (de 2.).

3) Reemplazando 2) en 1) queda. (AC + AB): AB = AB: AC.

4) Des componiendo resulta: AC : AB = CB: AC es decir: AC?= AB x BC.

1. Inscribir en un circulo dado un decdagono regular y calcular la medida de su lado (
l10) en funcion del radio del circulo.

Construccion
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1. En AABO y AABEF se tiene
/0OAB =~ /FAB (comtln) y
OA : AB=AB : AF ( division aurea).
2. Luego AOAB ~ AOAB. (LAL)
3. Como el AOAB es isosceles, luego
AABF también lo es. Resulta AB =
BF = OF; luego, ABFO es isosceles
y Lr=/S.
4. Luegom L/AFB=2r=m /BAC=m /
ABO.
5. Porlotantoenel AABO,m £/O=r,
m/A=2r ym /B=2r

6. Luego: 2r + 2r +r = 180° (suma /s interiores del A)y por lo tanto r = 36°, que es la medida del
angulo del centro del circulo. Por lo tanto AB = OF = /.

2. Calculo de la medida de AB = /).

Se sabe que AO : FO= FO : AF ( division aurea ), en donde AO =1, OF =1,
Reemplazando en la proporcion, queda: r: 1o = lio : (1 - 1:0). Resolviendo la ecuacion

cuadratica del desarrollo de la proporcion, resulta [ = 1( J5 -1 )

1. Sea OA =r (radio) y F el punto que divide & 40 en media y extrema
razon.
2. OF = lio, Se construye OF = AB=BC =CD =....10 veces sobre | a
circunferencia y se obtiene el decdgono regular inscrito en ella.
Demostracion.

360°

1. Para que AB sea lio, la medida del ~AOB debe ser =36°,

2. B & F 0. Luego ABFO es isosceles. (de 2. ).
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Nota: Si se unen, uno por medio, los
vértices del decagono regular inscrito,
se obtiene un pentagono regular
inscrito.

Si, a su vez se subdividen
sucesivamente los arcos AB, BC,...
del pentagono regular inscrito, en 2,4, 8
...partes congruentes, se obtienen los
poligonos regulares inscritos de 10, 20,
40 ......

B

Construccion Inscribir en un circulo un pentadecagono regular y calcular su lado (115 ) en
funcion de su radio r.

1. Se construye AC=r=1s y AB=lio.
2. B & Cyresulta AB=1is.

Demostracion.
Para que BC sea |5, es necesario que
m /BOC = 360 =24°.

Perom /BOC=m /AOC-m /AOB =
60° - 24° =24° (de 1.),
Luego BC = lis.

Calculo de la medida de BC = 1is.

L. Se construye BC y EL&'

Se construye el punto E en AD tal que DC=DEy E & B
Se tiene : m /ABD=m /BAC + m /DCA ( sexterior del AABC)

24° 36°

Luegom ~/ABD = + =30° ( /s inscritos en el circulo).

A

Pero AABE es isosceles y m ~ ABE = 60°. Por lo tanto AABE también es equilatero de
lado lio.
BC = 1;s = DC - DB.

DC = / AC? — AD? (teorema particular de Pitdgoras). Y reemplazando resulta DC =

2
17 - h y DB = l‘?" /3 (altura de un triangulo equilatero).

4

Reemplazando 7) en en 6) se obtiene: lis- %[\/10 +25 +4/3 - \/E}

™
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Formulas para el calculo de s y de L, en funcion de ry de L.

Se observa que a medida que se duplican los numeros de lados de los poligonos inscritos y
circunscritos, el procedimiento para obtener las formulas de los lados es cada vez més complejo. Con
el fin de facilitar el proceso, se deducen las formulas par obtener el poligono inscrito de doble nimero
de lados y del lado del poligono circunscrito de igual nimero de lados..

Problema. Calcular el lado de un poligono regular inscrito de 2n lados ( I2, ) en un circulo de radio
r, conocido el lado 1, del poligono regular inscrito.

m

Solucion

1. Sea AB = ln y se construye
Arco CB zArco AC.n Luego: CB =1,.
2. Se hace CE =2r, O centro del
circulo ; B «E.

3. A CBE rectangulo en B
(inscrito en medio circulo). Por lo tanto
CB?=DCxEC

(.

(primer teorema de Euclides)

4.Luego: In? = DCx2r .PeroDC= OC-0OD = r- p,.Y p,eselcatetodel ADOC;
2
entonces p’=r’- IL; por lo tanto DC=r - 11/4;»2 —1%.
n 4 2 n
5. Reemplazando: 1. = 2rx (r - l,/4r2 ~12)y
2 n

bn = \/2r2 —rfdr® =1’

Problema Calcular el lado L, del poligono regular circunscrito en funcion del lado I, del
poligono regular inscrito y del radio r del circulo.

Soluciéon
1. SeaAB=L, ; CD=1,.
OC=0B=0OE=r1; OF= o,

2. CD// AB; luego: AB:CD=OE :

OF (teorema de los segmentos //s).
3. Reemplazando 1. en 2. resulta:
i Ln.lh=1: Por lo tanto:
A E B
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ro-l

L, = 2. Y como p = %,/4;/2 —1? (en ACFO), reemplazando en la formula obtenida
o

resulta: L, = 2r 1,

ar? —lf.

Calculo de 7 por el método de los perimetros
Se demostr6 que la razon entre la longitud de una circunferencia y su diametro es constante: < =7

La historia del nimero 7 es milenaria. Recordemos algunos casos. Arquimedes, fallecido hacia el

afio 212 a.C. fue el primero en demostrar que  estd comprendido entre los valores 3 + 10 y 3+

71
10 _ 2 Lo hizo confrontando los valores de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de

70 7
6, 12, 24, 48, 96 lados

El célculo de 7 se reduce a calcular la longitud d e la circunferencia de longitud C y de didmetro d
== 1 (unidad de longitud). Pero C es el limite al que tienden de los perimetros de los poligonos
regulares inscritos y circunscritos al duplicar sucesiva e indefinidamente sus lados. En este caso se
tiene que

C= J{m P,> siendo P, el perimetro del poligono regular de n lados.

n—0

Utilizando las férmulas de 1, y de L, se llega a los siguientes valores:

POLIGONOS REGULARES INSCRITOS

N° de
lados | Medida de 1, en funcion de r =1/2 Perimetros
6 le=r =0.500000 3.00000

12 l=1+2—4/3 =0.258195 3.10582
o4 | La=ry2442+43 =0.1305262 3.13262

43 | L :r\/2_1/2+ L+ 3 = 0.0654031 3.13934
96 19621'\/2—\/24'\/24'\/2"‘\/3 =0.0327190 3.14102

192 1192=r\/2—\/2+\/2+\/2+\/2+\/§ =0.01636161 3.14142

s 1384=r\/2—\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/§ 000818113 | 314155

768 3.14158
1768=r\/2—\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/2\/§ = 0.00409060
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POLIGONOS REGULARES CIRCUNSCRITOS

N° de
lados Medida de L, en funcion de r =1/2 Perimetros
6 L¢= %\/3 =0.5773502 3.46410
12 1 Lp=2r2- 3) =0.22679492 | 3.21539
24 Ly=2r (24243 -2-43) ~0.1316524 | 315965

Loga =20l =0.00818141
384 = \/ﬁ =0. 3.14166

4r- =13,
2rl

Lygg— —_—0 768 = 0.0040907

768 768 \/7 3.141165
4r _17268

( Datos del Libro Geometria 4° a 6° Humanidades. Omer Cano. 1946).

Observando los datos entregados se aprecia que los perimetros de los poligonos regulares inscritos
van aumentando y los de los circunscritos disminuyendo y van tendiendo a un valor limite (3.14156).
Se sabe que el matematico Ludolph en el afio1596 obtuvo el valor de 7 con 35 cifras decimales.

El método arquimidiano del calculo de 7, fue usado siglos més tarde, siglo XVI, por Newton y
Leibnitz, en la invencion del Calculo Infinitesimal.

Unvalorde 7 es 3.1415926535897323846.... en el que no se observa ninguna regularidad. Giovanni
Enrico Lambert (1728 — 1777), matematico, fisico y filésofo, demostré que  es un niimero
irracional.

Una manera de obtener un valor aproximado de x es el método conocido como construccion
aproximada de la circunferencia. rectificada. o, método de rectificacion de la circunferencia . A
continuacion se presentan tres de ellos

Primer método. La suma de la medidas del triangulo equildtero y del cuadrado inscritos en un mismo
circulo difieren de la semi circunferencia rectificada en menos de 1/200 de la longitud del radio.

Comprobacién: Sabemos que I3 =1+/3 y ls =1 /2. Por lo tanto:
ls - b=r(+2=43) = 1" 3.14626, mientras que 7't = r-3.14159.

Segundo método. Se analiza la siguiente construccion.

Cs 1. Sea el didmetro AB = 2r.

2. Se divide 4B en 5 partes congruentes.
Sea FB = u una de esas partes.

3, ®(B,BF) n 4B={C}.
4, Se construye 4D | AB,AD= % y

Do C
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5. Luego AB =5u, AD =3u, r=2.5u. Por lo tanto: AC = 21’ y AD= gr.
5

2
6. Porlo tanto: CD = \/(2”%{3”%} - /128_0,,2 = Qrﬁ
5 5

7. El perimetro del ACAD es: 12,19, 48,75 = 2r- 3.14164.
5775 s

Tercer método. Se analiza la siguiente construccion.

¢ 1. Se construye AABC
rectangulo en A tal que AB =
r 2r y AC =r. Por lo tanto
2 BC =r./5.
A ) ® 2. El perimetro del tridngulo es:

r- (34 4J5)=r"5.236068.

Si se multiplica la medida del perimetro del tridngulo por % se obtiene 32360683 _ 3.14161 r=
5

7'y esto corresponde a la semi circunferencia.

Capitulo VI

Relacion de equivalencia de las figuras en el plano

Después de haber demostrado diferentes propiedades de las figuras geométricas en el plano y
analizado las relaciones existentes entre ellas, se introduce un nuevo concepto, que relaciona las

diferentes regiones determinadas por diferentes figuras.
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Se denomina superficie la region del plano que queda determinada al hacer el dibujo de algunas
figuras. En el caso de los poligonos, se designa también con el nombre de region poligonal.

Se considera la extension como una caracteristica de la superficie.

Axioma: A cada extension de una superficie o region limitada en el plano, se le puede hacer
corresponder un numero real, que es la medida de dicha extension.

La medida de la extension de la superficie de una figura, es su drea.

Cuando las medidas de las superficies de dos figuras son iguales se dira que tienen igual extension o
que sus areas son iguales.

Dos figuras cuyas areas son iguales, son figuras equivalentes. Esta relacion se anotara con el signo
=. La relacion de equivalencia de 4reas es una relacion de equivalencia.

Si dos poligonos son congruentes, entonces son equivalentes.

La figura representa dos superficies planas
cuyas areas son A y B, cuya interseccion
no tiene puntos interiores comunes (podria
tener s6lo un punto comun). La suma de A
y B, esto es A + B, es la superficie
constituida por el dibujo de las dos
superficies.

Si se trata de un poligono, es una figura poligonal.
En general, se puede afirmar que toda figura compuesta de a dos en dos por figuras congruentes
son equivalentes.

v

m v m
n

(1) (2)

Estas figuras poligonales estdn formadas por figuras, dos a dos congruentes. Por lo tanto las figuras
(1) y (2) son equivalentes.

Equivalencia en los paralelogramos y en los triangulos

Teorema fundamental de la equivalencia de poligonos “Dos paralelogramos cuyas bases y alturas
son respectivamente congruentes, sus regiones son equivalentes”.

D c H G . .
Hipotesis ABCD y EFGH #s
. E =~ E_F y W ~ [—7\/, alturas.
Tesis: #ABCD = #EFGH.
A M B E N F
Demostracion.

1) Sobre 4B se construye el # ABRS ~# EFGH. Se pueden distinguir tres casos, como se
observa en las figuras.

103



1) En cada uno de los casos los paralelogramos ABCD y ABRS se obtienen de los respectivas
figuras, trapecio ABRD y triangulos BRC y ASD.

2) En ABRCy AASD se tiene: BR =~ ZS; E‘ ~ AD; (hipotesis) y ZCBD = /DAS (lados
respectivamente //s).

3) Por lo tanto ABRC =~ AASD (LAL).

4) Pero #ABCD = Trapecio ABRD + AASD y #ABRS =

trapecio ABRD + ABRC.

5) Luego de 1)y 6) #ABCD = #EFGH (tesis).

Teorema “Si un triangulo y un paralelogramo tienen sus bases y sus alturas respectivamente
congruentes, entonces la region triangular es equivalente a la mitad de la del paralelogramo ™.

c R H G

A D B E 1 F

Hipoétesis En AABC y en # EFGH se tiene AB ~ EF y CD=IH (alturas).

Tesis: AABC = %# EFGH.

Demostracion.
6) Se construye CR//AB: BR//ACY CR~BR={R}
7) Por lo tanto # ABRC = #EFGH (bases y alturas congruentes).
8) En # ABRC se cumple que AABC = %# ABRC (propiedad de los #s).
9)  Luego,de2)y 3): AABC = %# EFGH (Tesis).

Se puede demostrar el siguiente teorema: “ Si dos triangulos tienen sus respectivas bases y alturas
congruentes, entonces sus regiones son equivalentes”.

Si desde un punto que pertenece a una diagonal de un paralelogramo se construyen los segmentos
paralelos a sus lados, se forman dos cuadrilateros que se denominan paralelogramos
complementarios.

Teorema “Las regiones de dos paralelogramos complementarios, son equivalentes”.
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D F C

Hipotesis AEGI y GHCF son #s

' 3 H complementarios.
Tesis: #AEGI = #GHCEF.
A E B

Demostracion.

1) AABD = ACDB (propiedad de los #s).
2) AIGD = AGDF (propiedad de los #s).
3) AEBG = ABGH (propiedad de los #s).

4) Haciendo 1)_[2)+3)] resulta: #AEGI = #GHCF (Tesis).

Teorema ““Si dos triangulos tienen dos lados congruentes y los angulos comprendidos entre ellos
suplementarios, entonces sus regiones son equivalentes”.

(o F C
A B D E A B G
M (2)

Hipotesis En AABCy ADEF, AB= DE, BC=DFY mZB+mZf3'=180°.
Tesis: AABC = ADEF.
Demostracion

1) Se construye ABGC =~ ADEF, come se ve en a figura (2).

2) Porlotanto AABC = ABGC (tienen bases y alturas congruentes).

3) Luegodel)y2): AABC = ADEF (Tesis).

Medida de las areas de las figuras

En el desarrollo de pensamiento matematico, el concepto de medida es un numero real no negativo
que se relaciona a un segmento (longitud), a un angulo (abertura) o a la extension de un poligono
(area).

En el caso de los segmentos y de los dngulos se define la congruencia y, en el caso de los poligonos
la equivalencia.

Para determinar las medidas, ya sea de longitudes o areas, se debe establecer una medida arbitraria u
llamada wunidad de medida. En el caso de la longitud, puede ser el metro (m). La expresion 3m, por
ejemplo, representa una longitud que contiene tres veces la unidad m (metro).

En el caso de los poligonos, se puede considerar la unidad u?, que es la medida de la region de un
cuadrado d lado de longitud u. Por ejemplo, Im? es el area de la superficie comprendida en un
cuadrado cuyo lado mide 1m.

Para el calculo del area de los poligonos es fundamental el siguiente teorema: “El drea de una region
rectangular es igual al producto de las medidas de de dos lados contiguos (' la base y la altura)”.

105



U u A

a u a

Hipotesis A el area de un rectangulo de base a y altura b.

Tesis: A=a-b

Demostracion.

1) Sea U el area de un cuadrado cuyo lado mide la unidad u y A’ la de un rectdngulo de medidas b
de la base y u de altura.

2) Setiene porteoremaque A: A’ =a:u

3) Porlomismo, A’:U =b:u.Luego: A’ =

4) Reemplazando 3) en 2) y despejando queda: A =ax (b:u) x U

5) Yaque (U:u) es la unidad, entonces A =a x b (Tesis).

Corolario: El 4rea de un cuadrado cuyo lado es de medida a, es a°.
Se puede demostrar que el area de un cuadrado es igual a la mitad del cuadrado de la medida de su
diagonal.

Teorema “El drea de la region de cualquier paralelogramo es igual al producto de las medidas de
su base y de su altura respectiva”.

Hipotesis ABCD #. de base AB y
altura BE.
Tesis: Area #ABCD = AB x BE.

F D E c
A B
Demostracion.
1) Se construye CD y AF | AB.
2) CD N AF =1{F).
3) Por lo tanto el cuadrildtero ABEF es rectangulo:
4) Luego area ABEF = AB x BE (teorema anterior).
5) Ademas A AFDy AAEC tienen: 4F =~ BE (lados opuestos del #), /FAC = /EBC (
/sde lados paralelos) y AD = BC (lados opuestos del #).
6) Por lo tanto A AFD =~ AAEC (LAL). Luego 4rea A AFD =area AAEC.
7 En la figura area A AFD + area trapecio ABED = area rectangulo ABEF.
8) Ademas area A BCE + area trapecio ABED = area # ABCD.
9) De 6), 7) y 8): area rectangulo ABEF = area # ABCD.
10) Reemplazando 4) en 9), resulta: Area #ABCD = AB x BE. (Tesis).

Teorema “El darea de una region triangular es igual al semi producto de las medidas de su base y
de su respectiva altura”.
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A E B

Hipotesis En AABC de base AB y alturas CE.

Tesis: AABC = %AB x CE

Demostracion.

1) Seconstruye CD//AB; BD//ACY CDNBD={D}
2) Resulta el cuadrilatero ABDC que es paralelogramo.

3) Se cumple que area #ABDC = AB x EC (teorema).

4) Pero &rea AABC =area ABDC Propiedad del #).

5) Por lo tanto area AABC = %AB x CE (Tesis).

Corolario:1) El area de la region de un triangulo rectangulo es igual al semiproducto de las medidas
de sus catetos.

2) El area de una region romboidal es igual al semi producto de las medidas de sus diagonales.
Teorema “El drea de una region trapezoidal es igual al semi producto de la suma de las medidas
de las bases por la medida de la altura”.

D c
Hipotesis El cuadrilatero ABCD es trapecio de
altura ED.
Tesis: area trapecio ABCD = l (AB+ CD)xED
A E B 2
Demostracion.
1) B <D yse forman AABDy ADCB.
1 1

2) area AABD = 5 ABxED yarea ADCB = EDC x DE.

3) Pero area AABD + drea ADCB = érea trapecio ABCD.
4) Reemplazando 1) y 2) en 3) queda:

area trapecio ABCD = %( AB + CD)xED (Tesis).

Corolario: El area de una region trapezoidal es igual al producto de la medida de su mediana por la
de su altura.

Comparacion de las areas de poligonos semejantes.

Teorema “Las dreas de las regiones de dos triangulos semejantes de diferentes bases y alturas,
son entre s 1 como los productos de las medidas de sus bases y alturas correspondientes”.
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q c Hipdtesis AABC =~ AA’B’C’
. areaAABC che

Tesis: =
he he dreaAA'B'C'  c"hc'

Demostracion.

1) area AABC= %cxhc y area AA’B’C’ = %C’th’.

1
, —che
2) Luego. areaAABC _ 2 _ che (Tesis).
dreaA'B'C' 1 ., , c"hc

Teorema “Las dreas de las regiones de dos triangulos de bases congruentes, son entre si como las medidas
de sus alturas respectivas”.

c Hipotesis 4B~ A'B'Y
he CD=hcy C'D"=h
" Tesis: _dreadBC _ he
A c D B A - D, B areaAA'B'C'  hc'
Cc
Demostracion
1
1 areaAABC 20 ¢ _ che
dreaAA'B'C' 1 ,, , "k
—c"hc
2) Reemplazando la hipotesis en 1) queda: _dreaAABC _ hc (Tesis).
areaAA'B'C'  hc'
Corolarios:

1) Las areas de las regiones de dos tridngulos de alturas congruentes, son entre si como las medidas de sus
bases respectivas.

2) Las areas de las regiones de dos paralelogramos de bases congruentes, son entre si como las medidas de
sus alturas respectivas.

3) Las areas de las regiones de dos paralelogramos de alturas congruentes, son entre si como las medidas de
sus bases respectivas.

Teorema “Si dos triangulos tienen un angulo congruente, entonces las dreas de sus regiones, son
entre si como el producto las medidas de los lados que comprenden dicho angulo”.

c
Hipotesis En AABCy ABDE se
tiene /ABC = /DBE.

. dareaAABC _ AB x BC

Tesis =
areaABDE DB x BE

Demostracion.
1) C & E y se construye EVJ_A_By GE | BD.
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areaAABC _ AB
dreaABEC ~ BE
areaABDE _ BD
dreaACBE ~ BC
areaADABC _ AB x BC

dreaABDE ~ DB x BE
La propiedad del teorema anterior, también se cumple si los angulos son suplementarios.

Corolario: Las éareas de las regiones dos paralelogramos que tienen un angulo congruente, son entre
si como los productos de las medidas de os lados que comprenden dicho angulo.

2) AABCy ABCE tienen misma altura C_F Luego,

3) ABDE y ACDE tienen misma altura ﬁ' Luego,

4) Dividiendo 2) y 3) y simplificando, queda (Tesis).

Teorema “Las areas de las regiones de dos triangulos semejantes, son entre si como los cuadrados
de las medidas de dos lados homdlogos ™.
C

. Hipétesis AABC ~ AA’B’C’
Tesis: _drea AABC (BC)?
B area AA'B'C' (B'C')?
A B A B'

Demostracion.

1) Por hipétesis, = 'y por lo tanto, drea AABC _ AB x BC

darea AA'B'C' A'B' x B'C'

2) Ademas, AB = BC (triangulos semejantes).
A'B'" B'C'
3) Reemplazando 2) en 1), resulta _47¢a A4BC (BO)® (Tesis).

drea AA'B'C' (B'C)’
Corolario: Las areas de las regiones dos tridngulos semejantes, son entre si como los cuadrados de las

medidas de dos de sus elementos homoélogos cualesquiera (alturas, bisectrices, transversales...).

Teorema “Las dreas de las regiones de dos poligonos semejantes cualesquiera , son entre si como
el cuadrado de las medidas de dos de sus lados (elementos) homologos ™.

A a B

Hipoétesis ABCDE ~A’B’C’D’E’ de areas R y R’ respectivamente y de lados de medidas a, a’, b,
b’,c,c’,d, d’,e, e

R _a_ b _ (4AC) _

Tesis: —=—_= —_=... =
R avZ b'Z (A'C‘)
Demostracion.
1) Se construyen las diagonales de los poligonos y se forman los tridngulos de areas I, I’, IL, II’,

1, 1I1°.
2) Sesabe que A [ ~Al';AIl =~ AIl'y Al ~ AIIl'-
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2 2 2
3) Por lo tanto, i - _ d_ = (4E) (Teorema).

I ev2 - dv2 (Ava)Z
Il _d*> _ (4D)* _ (4C)’

4) Analogamente — = = = .
i d* (4'D) (4C)
2 2 2
5) Anélogamente ﬂ =4 _° (4C) .
I a|2 C'Z (AVCI)z
2 2
6) De 3),4) y 5) resulta: i = E = ﬂ _4 (40)
T I 1 av2 (AICV)Z

2 2
7) Por propiedad de series de proporciones: M _ 4 _ (4C)

I+II+II' a?  (4'C')?

2 2
8) Por lo tanto R _9 _ (40)

(Tesis).
R avZ (A' C' ) 2

Corolario. Las areas de las regiones de dos poligonos regulares son entre si como los
cuadrados de las medidas de los radios de su circunferencia circunscrita o de sus apotemas.

Se puede demostrar el siguiente teorema: “Si sobre los lados de un triangulo rectangulo se construyen
poligonos semejantes, el area de la region del poligono construido sobre la hipotenusa es igual a la
suma de las areas de las regiones de los poligonos construidos sobre los catetos”.

Longitud de la circunferencia y area del circulo

Una circunferencia se puede considerar como un poligono regular convexo de un numero infinito de
lados, por lo tanto se deduce el siguiente teorema: “Las longitudes de dos circunferencias son entre
si como las medidas de sus radios”.

Teorema “La razon entre el perimetro de una circunferencia y su didmetro es constante”.
Demostracion:

1) Sean C y C’ dos circunferencias y sus diametros respectivos d y d’.

2) Se sabe que C:C’=d:d’. Por lo tanto alternando los medios:
C:d=C:d".

3) Por lo tanto s cumple el teorema.

La razon constante deducida del teorema anterior se designa por la letra griega 7. Por lo tanto C : d
= 1, que es un nimero inconmensurable.: 7=3,141592653....

22, 355
=6 .

7 113.
Corolario: “La longitud de una circunferencia es igual al producto de la medida del diametro por el
valor . (C= gxd =2 zr).

En la practica se emplean los siguientes valores: 7 =3,1416 6

Teorema “El drea de un circulo es igual al semi producto de la longitud de la circunferencia y la
medida de su radio”.
Hipotesis. Sea C la longitud de la circunferencia, A su area y r la medida de su radio.
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Tesis: A = gx 7.

Demostracion.
1) Se considera el circulo como un poligono regular convexo de un nimero infinito de
lados, en el cual su perimetro se confunde con C y su apotema con r.
2) El 4rea de un poligono regulares A, =sx p (s es el semiperimetro p la apotema
).
e -
3) Reemplazando resulta A = B x r (Tesis).

Corolario : 1. El area de un circulo es igual al producto de 7 por el cuadrado la medida del radio.
Demostracion.
Reemplazando C =2 zr en la formula deducida en el teorema resulta:

A= 2z r

x r=nar’

2. Las areas de dos circulos son entre si como los cuadrados de las medidas de sus radios.

Extension lineal de un arco de circunferencia y su longitud.

Se sabe que en una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, a angulos del centro
congruentes le corresponden y arcos congruentes y al d&ngulo formado por la suma de dos angulos
del centro le corresponde la suma de las medidas de los arcos.

Teorema “En una circunferencia o en circunferencias congruentes, las medidas de dos arcos son
entre si como las medidas de sus respectivos angulos del centro”.

Hipotesis. m/A40B=n x dy mZDOC =m x d.
m arcAB _ mZAOB

Tesis. =
m arcCD m/DOC

Demostracion:
1) En la figura los m y n angulos pequefios formados, son congruentes. Por lo tanto le

corresponden arcos congruentes de medidad y m/AOB=mxd y m/DOC = nx d-
Luego: mZAOB: m/DOC=(m x d ):(nxd)=m.n.
2) Ademasmarc AB=mxd” marc CD=nxd’; porlo tanto :

marc AB:marcCD= mxd:nxd =m:n.
3) Del)y2): msZAOB: m/DOC =marc AB: marc CD ( Tesis).

Problema Conociendo las medidas r del radio de una circunferenciay a la de un angulo del

centro, calcule la medida p del arco correspondiente a dicho angulo.
Solucion.
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Aplicando el teorema demostrado y a la circunferencia como un angulo de 360° de medida., se
tiene: 2 zr:p = 360° : a.

2mra _ mra

360° 180°

La longitud de un arco de circunferencia es igual a la del radio multiplicado por la medida del
correspondiente angulo del centro expresada en radianes.

Luegop =

Teorema “La medida del area de un sector circular es igual al semi producto de las medidas
de su arco y de su radio”.

Hipotesis.

Sea sector AOD = S¢: La medida del arco
ABCD=p

AB =BC =CD ... lados de un poligono
regular inscrito en el circulo. OE = p

/ apotema. OA = OG = r radio.

Tesis: S¢ = %p X 7.

/
\

5 Demostracion:
1) El 4rea del sector poligonal regular
OABCD...Sp..
2) Spr = % p (AB+BC +CD +....). El sector circular S; se puede considerar como

un poligono regular de infinitos lados en el cual p = r de perimetro la medida p del arco
ABCD.

3) Luego reemplazando en 2) resulta: S¢ = % p xr (tesis).

Se puede demostrar que “en un mismo circulo o en circulos de radios congruentes, el area
de dos sectores circulares son entre si como las medidas de los respectivos angulos del
centro”. Este teorema permite calcular el area de un sector circular en funcidn del arco y su
radio o en fundén del radio y del dngulo del centro correspondiente.

La medida del 4rea de un segmento circular es igual a la diferencia (o (suma) de las areas
del sector circular y de la region triangular que tiene como base la cuerda del segmento y
por vértice el centro del circulo.

M

/\ a segmento AMB = 4 sector OAMB —4 AAOB.
A B
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Taller 6-1

1) Se unen los vértices de un triangulo con su centro de gravedad. Demuestre que los tres
triangulos formados son equivalentes.

2) Demuestre que la region triangular formada al unir los extremos de unos de los lados del
trapecio ABCD con el punto medio del otro, es equivalente a la mitad de la region trapezoidal.

3) Demuestre que las tres transversales de gravedad de un triangulo lo dividen en seis tridngulos
equivalentes.

4) Demuestre que si se une un punto en el interior de un paralelogramo con cada uno de los

vértices, la suma de las areas de los tridngulos que tienen por base dos lados opuestos, es igual a la
suma de las areas de los otros dos tridngulos.

5) Probar que el rectangulo que tiene como lado la hipotenusa de un tridngulo rectangulo y la
altura correspondiente a ella, es equivalente al rectangulo formado por los catetos.
6) Demostrar que el area de la region del tridngulo cuyos vértices estan situados en los puntos

medio de tres lados de un cuadrilatero cualquiera, es igual a la cuarta parte del area de la region del
cuadrilatero.

7) Transformar un rectangulo de lados de medida a y b (segmentos) en un tridngulo de base de
medida c, se modo que las dos figuras sean equivalentes.

8) Afiadiendo 5m a los lados de un cuadrado, su 4rea aumenta en 225 m?. Determine la medida
del lado del cuadrado.

9) Calcule el area de la region de un triangulo rectangulo si la medida de la hipotenusaes cy la
de uno de los catetos es b.

10)  La diferencia de las medidas de las bases de un trapecio es 8m y la medida de su altura es
20m. Calcule las medidas de las bases del trapecio si el area de su region es 500m?2.

11)  El perimetro de un rombo mide 48m y su area es 108m?. La medida de uno de sus angulos es
60°. Determine las medidas de las diagonales.

12)  Labase de un tridngulo mide 48m y su altura 16m. Determine la distancia desde la cual ha de
construirse un segmento paralelo a la base para que el area de la region del triangulo formado sea
54m?,

13)  Las medida s de los dos catetos de un tridngulo rectangulo son 144cm y 108cm. Determine la
distancia desde el vértice en que se debe trazar un segmento paralelo, para que el area Della region
del trapecio formado sea de 972cm?.

14)  La medida de la base de un triangulo es a y la de la altura respectiva es h. Determine la
longitud el segmento paralelo a la base para que la region triangular quede divido en dos regiones
poligonales equivalentes.

15)  Las medidas de las bases de un trapecio son 12m y 7m. y la de la altura 6m. Si se construye
un segmento paralelo a las bases quedando dividido en dos regiones equivalentes. Determine la
longitud de este segmento.

16)  Construir un poligono semejante a un poligono dado, de modo que el area de su region sea el
cuadruplo de la del poligono dado.

17)  Dividir la regién de un cuadrado dado mediante cuadrados concéntricos, de modo que se
formen tres regiones equivalentes.

18)  Calcule el area de un sector circular cuyo angulo del centro mide 75° y la medida de su radio
es 30cm.

19)  Determine en funcién del radio, el area de los segmentos circulares correspondiente a los
angulos de 60°, 90° y 120°.

20)  Calcule el area de un circulo inscrito en un sector correspondiente al &ngulo cuya medida es
60°.

21) La medida de un arco AB de una circunferencia es de 80cm y los segmentos tangentes en A
y B forman un dngulo que mide 144° Determine el area del circulo completo y la del sector AOB.
22)  Un rombo esta inscrito en un circulo de 10cm de radio y la medida de uno de sus angulos es
60°. Calcule el area de la region comprendida entre la region romboidal y el circulo.
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23)  Determine en funcidn del radio las areas de las regiones destacada sen color en las figuras.
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Capitulo VII

TRANSFORMACIONES DE LAS FIGURAS EN EL PLANO

En todas las culturas humanas se han utilizado movimientos en forma de simetrias, giros y
traslaciones de figuras para manifestar la belleza y armonia, ya sea en sus decoraciones o en sus
edificaciones u otras manifestaciones artisticas.

Una aplicacion del plano en el plano tal que a cada punto de un plano le hace corresponder otro punto
del mismo plano es una transformacion geométrica.

Dada una figura geométrica en el plano, las transformaciones geométricas permiten crear una nueva
figura a partir de ella y serd su homologa, con respecto a la transformacion.

De acuerdo a la forma de la homdloga, con respecto a la figura dada, la transformacion seré
isométrica, si_el homologo conserva las distancias entre puntos y las medidas de los angulos.
Isomorfica, si el homologo conserva la forma y las medidas de los dngulos. Si, ademads, existe
proporcionalidad entre las dimensiones de la figura homologa con la figura dada, sera homotecia. Es
anamorfica la transformacion que cambia la forma de la figura dada.

Los elementos caracteristicos de las figuras que la definen y permiten identificar la correspondencia
entre la figura inicial y su transformada son /os parametros. Si un punto es su propio transformado,
es un punto doble. Siuna figura es su propia transformada, es una invariante.

Si es posible aplicar varias transformaciones una tras otra, serd una composicion o producto de
transformaciones.

Una transformacion que conserva las distancias entre los puntos, es un movimiento o isometria en el
plano.

Puede ser movimiento directo,

c ¢ cuando la figura original y la
figura transformada por el
movimiento se pueden hacer

A coincidir sin salir del plano y, en
caso contrario sera movimiento
inverso.

Las transformaciones geométricas de simetria axial y puntual, la rotacion y la traslacion.

Dado un vector V, llamado vector de direccion, la transformacion puntual por la cual a todo punto A
de un plano se le

hace corresponder otro punto A', también del
plano, tal que A44'= V es una fraslacion, y Vv
es el vector que define la traslacion. La
traslacion se designa por 7-.. Luego, T7.(A)=
.El punto A' es el punto trasladado de A con

respecto a 7. Un punto y su trasladado se dice
que son homologos.

Recordar que un vector libre es independiente de su posicion, solamente estd definido por su modulo
y direccion.
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Representacion de una traslacion en un sistema de coordenadas.

-)
v —
/ A (Xy) L(AX y) =A(,y) y V(m,n).
Porlotanto A’ = A + I7
o A7=(x,y) + (m, ) = (x+m, y+n)

La transformada de una recta / mediante
la translacion 7, sera una recta T, (/) =1’

tal que 1’ //1, a la distancia ‘7‘ de I.
Cada punto perteneciente a [’

corresponde al trasladado con respecto a
T, de los puntos de /.

La transformada de una circunferencia C de

v .
/ ¢ centro O mediante la translacion 7, serd la
circunferencia 7, (C) = C’, tal que su
o centro es 7, (O) = O’ y su radio es de igual

medida que la del radio de C. Cada punto
perteneciente a C’ corresponde al
trasladado con respecto a 7, de los puntos
de C.

Al aplicar sucesivamente dos traslaciones de vectores Uy V', se obtiene otra traslacion de vector que
es la composicion de traslaciones, que queda definida por la suma de los vectores.
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S
\/

U (a, b) Vi d)

Ax,y) A’ (x,y) =A’(xta,yth) A’ (x7,y7) = A” (xtatc, ytbtc)

B (x1,yl1) B’ (x1°,y1’) =B’ (xl+a, yl+b) B’ (x1”’,y1”’)= B’ ( xl+atc, yl+b+d)
C (x2,y2) C (x2°,y2)=C’ (x2+a, y2tb) C” (x2°,y2”’)= C”’ ( x2+atc, y2+b+d).
Rotaciones

Sea P un punto fijo en un plano y
a un angulo de medida dada, la
transformacion R que hace

corresponder a cada punto A del
A~ plano un punto A’ tal que

P PA=PA'ym ZAPA'=a,¢s la
rotacion (giro) de centro Py
amplitud . Se anota:

R, (A)=A’. Elpunto P se
transforma en si mismo. El
sentido positivo de la rotacion es
el contrario al movimiento de las
Definiciéon manecillas del relo;j.

RMIX > X
R, (A)=A"y; OA=0A’ y LAOA’= / q.

Las rotaciones son transformaciones isométricas ya que las distancias se conservan.

c La figura corresponde a una rotacion
del AABC con respecto al punto P en
la cual a medida del angulo de
rotacion es de 50°.

En el caso que el angulo de rotacion
es — ¢, €S una rotacion inversa.

Tal como en las traslaciones, también
existe la composicion o producto de
rotaciones con respecto al mismo
angulo y centro o bien los 4ngulo y el
centro pueden ser distintos.
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at a2
P

o1+ o2 =35°+80°=115° az—a1=50°-35°=15

Ecuaciones de las rotaciones

Las ecuaciones para una rotacion con centro en el punto P(0,0) de angulo de rotaciéon ¢ para el punto
A(x,y) y su transformado a A’(x’,y’) son:
X’=Xc0S¢g -yseng €y =xsen g +ycos ¢.

Si el centro de rotacion es el punto P (a, b), entonces las ecuaciones son.
x’=a+(x-a)cosag -(y—b)seng ey’ =b+(x—-a)seng +(y—b) cos .

Simetria axial

Dada una recta / en un plano, la aplicacién que se le hace corresponder a cada punto A del plano otro
punto A’ del mismo plano tal que el segmento 44 es perpendicular a / y las distancias de ambos
puntos a [ son iguales, es la simetria de eje . [ , qimetria axial es un movimiento

inverso y ademas una
A transformacion involutiva, es decir,
la aplicacion sucesiva de dos
simetrias deja in variante la figura
dada.

Definicién
S X X,
siA¢l = S,(A)=4, siysolosil/esla

mediatriz de 44’

Ecuaciones

Respectoaleje X: x’=x y=y Respectoaleje Y: x’=-x y’ =y
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Respecto a un eje que pasa por el origen (0, 0):
x=at+t(x—-a)cos2¢g +(y—b)sen2 ¢y
y=b-(x—a)sen2qg +(y—b)cos2 ¢

Respecto a un eje que pasa por el punto (a, b):

xX’=a+(x—-a)cos2¢g +(y—b)sen2 ¢

y=b+(x-a)sen2 g +(y—Db)cos2 ¢«.

Composicion de simetrias

El resultado es una traslacion cuyo vector director es perpendicular a las rectas y su médulo es el doble
de a distancia entre ellas.

También puede construirse la simetria con ejes que se intersecan en un punto B y segun el angulo o

Simetria central

Si O es un punto fijo del plano, la aplicacion que hace corresponder cada punto A del plano con un
punto A’ del mismo plano tal que, los puntos A’, A'y O son

colineales y OA = OA’, es una simetria

central con respecto al centro O.

La simetria central S. es inversa e

A involutiva, es decir la aplicacion de dos
simetrias con el mismo centro, origina
la figura inicial (la deja invariante).

Homotecia

Dados un punto O en un plano y una razoén £, a la traslacion que hace corresponder un punto A de un
plano, con otro punto A’ del mismo plano tal que los puntos A, O y A’ son colineales y la distancia
OA’ =k - OA, es la homotecia con centro en el punto O y de razon k.

En una homotecia se conserva las
medidas de los angulos y las medidas
de las distancias son proporcionales
al valor k.

El producto de dos homotecias, una de centro O y otra de centro O’, es otra homotecia de centro en
O’ yrazon k> =k - k’. Los centros O, O’ y O’ son colineales.

En una homotecia, las rectas que pasan por el centro son invariantes.

Simetrias propias, son las simetrias de una figura que se caracterizan por dejar las figuras invariantes.
Ecuaciones

Sean A (x,y),A’ (x’,y’) yO(a,b). Entonces (x’,y’) = k * (x,y) tal que:
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xX’=a+kx ey =b+ky.

Taller 7-1

1) Haga el grafico de la traslacion T ; si V= (2, 3) del punto A (4, 5).

2) Una traslacion en el plano esta definida por y = (2, -3). a) Halle la imagen de dicha traslacion del
punto A (1, -3). B) Halle la transformada de la circunferencia de radio 1 y de centro (3, 4).

3) En una traslacion de vector V, el punto (2, -3) se transforma en el punto A’ (5, 1). a) Halle el
transformado del punto B (-3, 4). b) La transformada de la circunferencia de centro (1, 2) y radio 3.
c) El transformado del tridngulo de vértices A (0, 0), B (4, 8) y C (-3, -5).

4) Dibuje un cuadrado ABCD de 4cm de lado. Construya AC y determine el

punto M en ¢él, tal que la distancia AM = 2AC. Dibuje la imagen del cuadrado en distintos giros,
alrededor de M, en angulos de 60°, 120°, 180°, 240° y 300°.

5) Uno de los vértices de un rombo es el punto A(-5, 5) y la medida de su lado es 3. Determine las
coordenadas de los vértices de un rombo y luego los de su transformado por:

a) La simetria con respecto al eje OX.

b) La simetria con respecto al eje OY.

c) La simetria que tiene por eje la recta que pasa por los puntos

P(0,-2)y Q(4,2).

6) Una transformacion por la cual una figura queda invariante, es una traslacion identidad (7).
Defina una traslacion y un giro que sean equivalentes a la identidad.

7) Una transformacioén que compuesta consigo misma resulta la identidad es idempotente (es decir,
si la aplicamos dos veces, la figura queda invariante. Determine dos movimientos que sean
idempotentes.

Por ejemplo, una simetria de un cierto eje e, y un giro de 180° (con cualquier

centro).

8) Una transformacion 7' es inversa de otra 7 cuando compuesta con ella da lugar a la identidad (es
decir, si aplicamos 7'y después 7', resulta la figura invariante.) Encuentre la transformacion inversa
en cada uno de los siguientes casos:

a) Una traslacion de vector (5, — 2).

b) Un giro de centro O (0, 0) y angulo o = 30°.

c¢) Una simetria de eje la recta y = x.

9) La composicion de transformaciones no cumple la propiedad conmutativa (es decir, 72 ° 71, en
general, es distinto que 71 ° 72). Sin embargo, si las transformaciones son de ciertos tipos, si se
cumple la propiedad conmutativa.

Justifica en cuales de los siguientes casos la trasformacion es o0 no conmutativa:

a) Composicion de dos traslaciones.

b) Composicion de dos giros del mismo centro.

c¢) Composicion de dos simetrias axiales.

d) Composicion de una traslacion y un giro.

Respuestas: a) Si es conmutativa. El resultado es otra traslacion de vector igual al vector suma de los correspondientes a
las dos traslaciones.

b) Si es conmutativa. El resultado es otro giro del mismo centro y angulo igual

a la suma de los angulos correspondientes a los dos giros.

¢) No es conmutativa.
d) No es conmutativa.
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Capitulo VIII

ESTEREOMETRIA

La Geometria Plana se preocupa del estudio de las figuras cuyos puntos estan en un mismo plano.
Ahora nos preocuparemos del estudio de las figuras cuyos puntos no pertenecen a un mismo plano.
La parte de la geometria que se ocupa de este estudio se llama Geometria Solida o Estereometria o
Geometria del Espacio.

Recordemos algunos axiomas ya conocidos.

“Postulados de la geometria del espacio”.

1. Tres puntos del espacio, no colineales, pertenecen a uno y solo a un solo plano.
2. Si dos puntos de una recta pertenecen a un plano, toda la recta pertenece a dicho plano.
3. Toda recta de un plano divide a dicho plano en dos regiones (semiplanos) que son
conjuntos convexos.
4. Todo plano ¢ divide a los puntos del espacio en dos regiones (semiespacios) que son
conjuntos convexos.
Observacion.

Del axioma 1) se deduce que, dos rectas que se intersecan o que son paralelas determinan un tnico
plano. Ademas, una recta y un punto fuera de ella, también determinan unico plano. El plano
determinado por las rectas 1 y I’ se anotara P(l, ).

Definicion: se llama semiespacio de origen (o de contorno) ¢, a la figura constituida por los puntos
del plano ¢ y de aquellos puntos pertenecientes a una de las regiones determinadas por ¢ .

De los postulados anteriores se deduce:

1. Si un segmento AB tiene en comun un solo punto C, distinto de A y de B, con un plano
o, los puntos Ay B estan en semiespacios opuestos con respecto al plano ¢« .
2. Si una recta / tiene s6lo un punto con un plano ¢, este punto da origen a dos semirrectas

que estan en semiespacios opuestos de ¢, (este punto se llama punto de interseccion del
plano y de la recta).
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Puede darse el caso que una recta no tenga un punto comun con un plano, o bien, todos los puntos de
ella estén en el plano. En este caso se dird que la recta es coplanaria o adyacente al plano.

A\ \
> N\

a a

Teorema. “Dos planos distintos que tienen en comun un punto, tienen también en comun una recta
que pasa por dicho punto”.

Hipotesis oy Sdos planos distintos que tienen

en comun el punto P. s
Tesis: g f = {l}; recta que contiene a P. A
Demostracion
1) En el plano f y por el punto P se ¢
construyen dos rectas P4y PB. * P
2) Si una de ellas pertenece al plano ¢ 8
, €l teorema esta demostrado.
3) Si esto no ocurre, el punto P

divide a cada una de las rectas en dos semirrectas que estdn en semiespacios distintos con respecto
al plano «.

4) AoBy anp=PC
5) En los semiespacios distintos, el segmento 4B ~ PC={C}, interseccion de ¢y S, en

el punto C (Axioma).
Pero los puntos P y A estan en los planos ¢y f3. Por lo tanto los planos ¢y £ tienen una recta en

comun %‘

Si dos planos tienen en comiin una recta, dicha recta se llama interseccion (arista).

Ademas, por una recta en el espacio pasan un niimero infinitos de planos. Este conjunto de planos
forman un haz de planos. Y la recta es el eje del haz.

De la misma manera el conjunto de planos que pasan por un punto se llama estrella de los planos y
el punto se llama centro de la estrella.

Rectas y planos perpendiculares

Sabemos que en el plano, por un punto
de una recta, se puede dibujar una y
solo una recta perpendicular a la recta.
En el espacio, a la inversa, por un punto
de una recta se pueden dibujar un
numero infinito de rectas
perpendiculares a ella.
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Teorema. *

Hipotesis En el plano o i nL={P}; [ 1 [yl
11l en el punto P.

Tesis: La recta [ es perpendicular a cualquier
otra recta que esté en el plano ¢y que pase por

‘Si una recta es perpendicular a dos | !
rectas que se intersecan, es perpendicular a
cualquier otra recta del plano que contiene a
ambas rectas”.

P.
Demostracion
1) En la recta /, a partir de P, se construyen

los segmentos P_Q y PRcongruentes, situados en semiespacios distintos con respecto al plano « .

2)
3)

4)
5)
6)
7)
8)

9)

Teorema.

un plano”.

Ao Qo BYA R« B,AyBsituadosen /sy L.
Pero /; y /> son mediatrices de Q_R en planos distintos (QAR y QBR). Por lo tanto se
obtiene 40 ~ ARy BO = BR.

A< By ABn 3= {C}.

Q« C ©R.

Luego AQAB = A RAB (LLL).

Por lo tanto <QAC =<RAC (corolario =~ ).

También AQAC = ARAC (LAL). Por lo tanto Q_C ~ RC: Luego AQCR es isosceles.
PC es mediana., luego PC 1 [ en P (propiedad del Aisosceles) (Tesis).

“El lugar geométrico de las rectas perpendiculares a una recta en un punto de ella, es
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Hipotesis [, [>'y I3 perpendiculares a la recta /
en el punto P.
Tesis: /;, [> y I3 estan en un mismo plano. 1

Demostracion ! “
1) Sea ¢ el plano formado porliy /> y 13
sea f3 el plano formado por las P ”
rectas [y [s. . 12
2) Este plano, f tendra en comin con
a , el punto Py, por lo tanto, una

recta /4, la cual resultara
perpendicular a /, ya que pasa por P
y pertenece a ¢ (teorema anterior).
3) Pero en el plano Bse puede construir solamente una sola perpendicular a la recta /. por lo
tanto, la recta /4 no puede ser distinta de /3; o sea I3 pertenece al plano . Esto se cumple
también para cualquier otra recta perpendicular a / en el punto P (Tesis).

Definicion: Una recta y un plano se dice que son perpendiculares cuando la recta corta al plano y es
perpendicular a cualquier recta del plano que pase por el punto de interseccion de ambos. A este punto
se le da el nombre de pie de la perpendicular.

I

7

Se puede demostrar que “por un punto dado se puede construir un plano perpendicular a una recta
vy solo uno”.

/

Teorema (de las tres perpendiculares). “Si por el punto de interseccion de una recta |
perpendicular con un plano perpendicular a ella, se construye la recta I perpendicular a otra
recta l; cualquiera del plano, 1; resulta perpendicular al plano formado por las rectas | y [>”.
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Hipotesis Sea L unarectay ¢ un
plano talquel 1 o. 1 a={A}. P
Desde A se construye > 1 [;en «.
Tesis: 11 1 P(1,1,)-

Demostracion
1) Se construye [, N/, = {C}y i _—
los puntos B y D en I, tales s X
que CB = CD- 2
2) Se unen estos puntos con A a P

y con un punto cualquiera P |
de larecta /.

3) I> es la mediatriz del segmento BD en el plano ¢ y, por lo tanto, BA = DA.
4) APAB =~ APAD (LAL).

5) Por lo tanto PB = PD (corolario =).
6) En A isosceles BPD, (CPes mediana de la base y, por lo tanto, altura. Luego BD es
perpendicular a CP en el plano (/,/2) (Tesis).

También se puede demostrar que por un punto cualquiera, en un plano dado, se puede construir
solo una recta perpendicular.

Rectas paralelas en el espacio.

Teorema. “Dos rectas perpendiculares a un mismo plano son paralelas”.

12
11

Hipotesis
13 11 y I> rectas perpendiculares al
plano ¢ en los puntos Ay B. /la
_— recta que une los puntos de
interseccion, A y B, de las rectas
con el plano.

Tesis: [;y [> estan en el mismo planoy [ N[, = ¢.
Demostracion

1) Se construye AB = Iyls 11.
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2)
3)
4)

5)

It Loy ! 11, larectalssera perpendicular al plano determinado por /; y / (Teorema
de las tres perpendiculares).

Analogamente, se demuestra que las recta /3 es perpendicular al plano determinado por
Lyl

Pero el plano perpendicular a /3 por el punto C es unico porque las dos rectas 11 y 1>
pertenecen a un mismo plano.

Luego, 1 l,//1,, ya que son coplanarias y ambas son perpendiculares a la recta /. (Tesis.)

Se pueden demostrar los siguientes teoremas.
Teorema. “Si dos rectas son paralelas, un plano que interseca a una de ella interseca tambieén a la

otra’.

Teorema. ““ Si dos rectas son paralelas, un plano que es perpendicular a una de ella lo es también a

la otra”.

Teorema. “Dos rectas paralelas a una tercera recta, son paralelas entre si”. (Este teorema se
cumple aunque no estén en un mismo plano).

Hipotesis 11 // L2y 13 /L.
Tesis 11//13.
Demostracion
1) Se construye plano o | ..
2) Por teorema anterior, o | Ly
all.
3) Porlo tanto 1; /[, son

perpendiculares a un mismo
plano. (tesis).

1

Proyecciones y distancia. Angulo formado por una recta con un plano.
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Se llama proyeccion de un punto sobre un plano al punto de interseccion de la recta perpendicular
trazada desde el punto hasta el plano. Se llamara proyeccion de una figura sobre un plano la figura
constituida por la proyeccion de cada uno de los puntos de ella sobre el plano.

Se puede demostrar que “la proyeccion /A/‘?/E/
de una recta sobre un plano, no "
perpendicular a él, es una recta”. 1

De esta manera, la proyeccion de un 3
segmento sera otro segmento, cuyos
extremos son las proyecciones de los | 21 °
extremos del segmento dado. 2
Para un segmento o una recta
perpendicular a un plano, su proyeccion
se reduce a un solo punto.

Teorema. “Si desde un punto situado en el exterior de un plano se construyen el segmento
perpendicular al plano y varios otros segmentos oblicuos ( no perpendiculares), se verifican las
siguientes propiedades:

1) La medida del segmento perpendicular es menor que la de cualquier segmento oblicuo.
(fig. 1)
1) Dos segmentos oblicuos que tienen proyecciones congruentes en un mismo plano, son

congruentes. (fig. 2)
IIl)  Dos segmentos que tienen proyecciones desiguales son desiguales y el mayor de ellos es
el que tiene la proyeccion mayor.”

figura 1 figura 2

Definicion: La medida del segmento perpendicular a un plano trazado desde un punto exterior al
plano, se llama distancia desde el punto al plano.

Teorema. “La medida del angulo agudo que forma una recta que corta a un plano con su proyeccion
en el plano, es menor que la medida de cualquier otro angulo que forma dicha recta con cualquier
otra recta adyacente al plano, en el punto de interseccion”.

Hipotesis Sea larecta /; y el plano « ,
talquelina ={P}. resla
proyeccion de /; en ¢ y /3 es otra recta
cualquiera en o que pasa por P.

Tesis m /(11 ;) <m /(11,13).




1) Sea A un punto cualquiera de /; y A su proyeccion en ¢.
2) Se construye el punto B en /s tal que PB = P4, .

3) A < B.
4) En AAPA;y AAPB, se tiene: 4P lado comiin; P_A] ~ PRy AA<AB.
5) Luego al menor lado se opone menor angulo y, por lo tanto,

m / APA; m /£ APB (Tesis).

El angulo agudo que forma una recta con su proyeccion sobre un plano, se llama angulo de la recta
con el plano o dngulo de inclinacion de ella.

Rectas y planos paralelos

Definicion: Una recta y un plano se dicen que son paralelos cuando no tienen ninglin punto en comun.

Teorema. “Si una recta pasa por un punto exterior al plano y es paralela a un a recta del plano
entonces es paralela al plano ™.

Hipotesis Sea / una recta que pasa
por un punto P exterior al plano .

s P mc ayl/m
! Tesis: [ // .

Demostracion
i 1) [// m , entonces
determinan un plano S

tal que @ N B=m.

2) Silarectal intersecara a ¢, lo debiera hacer en un punto de la recta m, lo que contradice la
hipotesis; luego / // my. l// o (Tesis).
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De este teorema se deduce el siguiente .
corolario: Una recta y un plano

perpendiculares a una misma recta, en puntos .
distintos, son paralelos.

Ejercicios. Demostrar los siguientes B
teoremas: I
Teorema. “El plano que contiene a
una recta dada, paralela a un plano
dado, interseca a este ultimo segun
una recta paralela a la recta dada.

planos que contienen a dos rectas
paralelas dadas, es paralela a las rectas
dadas”.

Teorema. “La interseccion de dos / B
)
m

Teorema. “Una recta y un
plano paralelos que m "
intersecan a dos rectas I B

paralelas, determinan sobre

A
estas rectas segmentos
B1
congruentes”.
a

Corolario: Si una recta es paralela a
un plano, todos sus puntos son
equidistantes del plano.

Este corolario justifica la siguiente
definicion: Dada una recta paralela
a un plano, se llama distancia de la K B

recta al plano, la distancia desde un
punto cualquiera la recta, a dicho
plano.

-
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Planos paralelos
Definicion: Dos planos se dicen que son paralelos cuando no tienen ninglin punto en comun.

De la existencia de planos paralelos se deduce el siguiente Teorema: “Si dos rectas que se
intersecan, son paralelas a un plano, el plano que forman esta dos rectas es paralelo al plano

dado.
4 Hipoétesis Sean las rectas m y n'y el plano o
_ P tales que mmn:{P}ym//ayn//a.
Tesis: P(m,n) / «.

Demostracion
1) Supongamos que tienen un punto en

comun y, por lo tanto tendran una recta en
comun y, ¢ésta seria paralela a m y n, lo cual
P es absurdo, porque las dos rectas se

intersecan en un punto, por hipétesis y,
entonces por un punto del plano pasarian dos
paralelas a una misma recta.

2) Por lo tanto P(m,n) // ¢ (Tesis).

Teorema. “Dos planos perpendiculares a una misma recta en puntos distintos, son paralelos”.

Hipotesis Sean ¢ y 8 dos planos y la I
recta/, talesque o L/y a L m,enlos
puntos A y B.

Tesis: o // B A
Demostracion

1) Si se supone que ¢ y Btienen un

punto en comun, por este punto pasarian

dos planos perpendiculares a una misma

recta, lo cual es absurdo. B
2) Luego « // B (Tesis).

Como ejercicios, demostrar lo siguiente:

Teorema. “Si dos planos paralelos se intersecan con un tercer plano, entonces las aristas de
interseccion son paralelas”.

Teorema. “Si una recta interseca a un plano, también interseca a cualquier otro plano paralelo al
plano dado”.

Teorema. “Si dos planos son paralelos, toda recta perpendicular a uno de los planos es, también,
perpendicular al otro”.

Teorema. “Dos planos paralelos a un tercer plano son paralelos entre si”.

Teorema. “Por un punto exterior a un plano solo se puede trazar un plano y solo uno, paralelo al
plano dado”.
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Sabemos que dos angulos, situados en un plano, si tienen dos lados respectivamente paralelos son
congruentes (o suplementarios). Esta proposicion se puede extender al espacio.

Teorema.  “Dos dngulos situados en el espacio (no coplanarios), que tienen sus lados
respectivamente paralelos, son congruentes y los planos que los contienen son paralelos”.

Hipotesis Sean /BPA'y /B’P’A’ tales —
. . P

PB//P'B'Y PA//P'A' A

Tesis: /BPA = /BP°A’y I
P(APB) // P(A’P’B’)

Demostracion

1) Se construyen los puntos A, B, A", pr

y B’ tales que P4 = P A, PB= PB'

2) Se construye el cuadrildtero AA’'B’B.y P «P’.

3) Por lo tanto, el cuadrilatero PAA’P’ es # (tiene un par de lados =~ g y /s)

4) Luego PP =~ AA' y son //s.

5) Andlogamente BB'=~ PP' y son //s.

6) Luego, de 4) y 5) AA'~ BB'y son //s y el cuadrilatero AA’B’B es un paralelogramo.
7) Luego AB = A B'(lados opuestos del #).

8) De 1)y 7) AAPB =~ AA’P’B’(LLL) y por lo tanto, <APB ~<A’P’B’.

9) Como I’ //m’ y 1// m, entonces los planos que contienen a los angulos son //s.

10)  Se 8) y 9) resulta la Tesis

Teorema. “Dos planos paralelos que intersecan a dos rectas paralelas, determinan sobre ellas

segmentos congruentes”.
I r

Hipotesis Sean ¢y Bdos planosyly I’ dos rectas
talesquea // B ylna = {B}, Ing= {A’}y I
A
/%(/7 na={4l'np={B"}
Tesis: A'B= AB'
Demostracion
/L/ﬁ 1) 1//1’, forman el plano P(l, I).
2 |A | 2)  anPL)= AByBAPLI)= 4B
3) Por hipétesis, TB//TE.
4) Por lo tanto de 1) y 3) el cuadrilatero A’B’AB es un #.
5) Luego A'B= AB'(lados puestos del #). (Tesis).

Corolario: Si dos planos son paralelos, las distancias de cada punto de uno de los planos al otro, son
iguales,

Este corolario justifica la siguiente definicion: Se llama distancia entre dos planos paralelos, a la
distancia desde un punto de uno de los planos al otro.

Definicion: Al conjunto de planos paralelos a un plano dado se llama haz de planos paralelos.
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Teorema. “Un haz de planos paralelos que interseca a rectas secantes. Determina sobre ellas
segmentos proporcionales”.

Diedros — Planos perpendiculares — Rectas alabeadas — A'ngulos solidos.

Generalizando lo visto anteriormente se puede considerar un haz de semiplanos con un eje comun y
en éste a su vez considerar una rotacion de uno de los semiplanos con respecto al eje. Se puede orientar
dicha rotacion en forma positiva o negativa.

En este caso y si fijamos un semiplano ¢, diremos que:
1) cualquier otro plano sigue al semiplano
2) de dos semiplanos By y, distintos de «, B precedea y o y siguea A haciéndolos

rotar con respecto a «

Definicion: Se llama dngulo diedro o simplemente diedro de dos semiplanos o y # ala abertura
que queda entre los dos semiplanos. Se anotara < ( «, f).

Los semiplanos reciben el nombre de
caras 'y el eje comun se llama arista del
diedro. 4
Cada semiplano del diedro, distinto de las
caras, se llama semiplano interno.

La caracteristica de “interno” puede
extenderse de igual manera a un elemento
cualquiera del espacio y, en general, a
cualquier figura.

Si se traza un plano perpendicular a la arista del diedro, llamada seccion normal, se forma un angulo
plano cuyos lados son las intersecciones de las caras del diedro con el plano normal. La medida del
angulo diedro es, precisamente, la medida de este angulo plano.

Mediante tal correspondencia podremos definir la congruencia y la relacion de orden en las medidas
de los diedros.

Planos perpendiculares

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se entrega la siguiente

Definicion: dos planos que al cortarse forman cuatro diedros congruentes, se dicen que son
perpendiculares.

Cada uno de estos diedros se dice que es recto. Igualmente se puede considerar angulos diedros

agudos u obtusos. Si dos planos no son perpendiculares se dice que son oblicuos.

Un importante criterio para reconocer la relacion de perpendicularidad lo entrega el siguiente
Teorema. “Si una recta del plano 8 es perpendicular al plano «, entonces los dos planos o y

son perpendiculares”.
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Hipotesis Sea la recta /'y los planos ¢ y £ tales que,

lcBlalp ={Alylla. s
Tesis: o L f.
Demostracion "
1) an B=n m A
2) Se construye en ¢ larectam 1 n en el punto d

A
3) Por lo tanto, por hipdtesis, [ | m.

4) Luego m /(a, B)F 90° o L B (Tesis).

Corolario 1. Si una recta / es perpendicular a un plano ¢, cada plano del haz que pasa por la recta
[ es perpendicular al plano dado.
Corolario 2. Siun plano ¢ es perpendicular a una recta / del plano £, también es perpendicular

al plano f.
Se enuncian los siguientes teoremas para que sean demostrados.

Teorema. “Si dos planos son perpendiculares, cualquier recta que pertenece a uno de ellos y
perpendicular a la interseccion de ellos, es también perpendicular al otro plano”.

Teorema. “Si dos planos son perpendiculares y desde un punto cualquiera de uno de ello se traza
una recta perpendicular al otro, esta recta también es perpendicular al primer plano”.

Teorema. “Si dos planos que se intersecan son perpendiculares a un mismo plano, entonces su
interseccion también es perpendicular a al plano dado”.

Teorema. “Por una recta, no perpendicular a un plano, se puede construir un plano, y uno solo,
perpendicular al plano dado”.

Angulo poliedro o angulo sélido

Supongamos en el espacio tres o mas rayos que tienen el mismo origen y tales que, considerados en
cierto orden, cada dos semirrectas consecutivas determinan planos.

La figura formada por lo dngulos y por todos los rayos que estan en dichos planos, se llama superficie
piramidal convexa o superficie de los angulos.

El punto de origen comun se llama vértice de la superficie; las semirrectas se llaman aristas y cada
angulo se llama cara.

Los puntos del espacio que no pertenecen a la superficie y que se encuentran en una misma posicion
con respecto a cada una de las caras se laman puntos internos; todos los otros puntos, excluyendo los
de la superficie, se llaman puntos externos.

Se llama angulo poliédrico o angulo sdlido convexo la figura solida formada por los puntos de la
superficie piramidal convexa y todos sus puntos internos.

El vértice, las aristas, las caras de la superficie pasan a ser el vértice, las aristas, las caras del
poliedro. La superficie piramidal constituye su contorno.

Los diedros formados por los semiplanos que forman dos caras consecutivas, seran lo diedros del
poliedro.

La interseccion de un poliedro con un plano que interseca a todas sus aristas y que no pasa por el
vértice es una region poligonal.
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Un angulo poliedro tiene tantas caras como aristas.
Se denominan los angulos poliedros: triedro, tetraedro, pentaedro...segiin su niimero de caras. Si
todas las caras y todos sus diedros son congruentes, entonces el angulo sé6lido se dice regular.

Teorema. “Cada cara de un angulo triedro es menor que la suma de las otras dos y menor que su
diferencia”.

Hipotesis Sea el triedro S y las medidas
de sus carasm ~ BSC=a, m /CSA=b
ym /ASB=c. Tesis:a<btcyb>a—
C.

Demostracion

1) El teorema es evidente si uno
de los sumandos fuera igual o
mayor que m<BSC.

2) Sea m ~BSC es mayor que
cada uno de los otros dos
angulos planos.

3) Se construye <BSD ~<BSA
y SA= SD.

4) Se construye BC por el

punto B,
A «Cy B «C.

5)De 3)y SB lado comun, resulta ABSA = ABSD (LAL).

6) Por lo tanto B4 = BD (corolario de =)

7 También, en el plano CAB se tiene BB < BA+AC.

8) Restando BD del primer miembro de la desigualdad y su igual BA del segundo resulta:
BA =BD.

9) Entonces en los tridngulos CSD CSA tienen dos lados respectivamente congruentes y el
tercero desigual, siendo CD > CA.

10) Luegom ~ CSD <m « CSA.

11) Por lo tantom ~ CSD +m /DSB <m / CSA +m /BSA

12) Luegom /CSB<  CSA +m /BSA .Osea,a<b+c.

13) La desigualdad anterior se puede escribir b + ¢ > a; restando ¢ de ambos miembros
queda: b>a—c.

14) De 12) y 13) se deduce la tesis.

Teorema. “La suma de las caras de un angulo poliedro convexo es menor que 360°”.

1’4
Hipotesis Sea S | asuma de las medidas de los
angulos planos del dangulo poliedro.
Tesis: S <360°.
Demostracion
1) Se interseca el angulo poliédrico por un N
plano que determina sobre sus aristas los puntos
AB,CD...
2) En cada uno de estos puntos se forma un B
angulo triedro, de modo que, por el teorema
anterior se cumple:
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m<DAB <m <SAD +m<SAB; m <ABC <m <SBA +m < SBC;
m<BCD=m<SAD +m>SAB; m <CDA <m<SADC m<SDA...
3) Sumando miembro a miembro esta desigualdades resulta.
m<DAB + m<ABC + m<BCD +m<CDA < m<SAD +m<SAB +m<SAB +m<SBA +m<SBC
+m<SCB +m<SDC +m<SDA....

4) El primer miembro de esta desigualdad es la suma de las medidas del los dangulos interiores
del poligono ABCD...., esto es n-180° - 360°, siendo n el numero de lados del poligono.
5) El segundo miembro de la desigualdad es la suma de las medidas de los angulos en las bases

de los n tridngulos de las caras laterales, que designamos S’.
6) Entonces, n-180°-360° < S’ (I). por otra parte: n-180°= S’ + S (II).
7) Restando I —1I, resulta: 360° > S, lo que es lo mismo que S < 360°. (Tesis).

Simetria y congruencia

En la geometria del plano se define la simetria con respecto a un punto (central) y con respecto a una
recta (axial).

Del mismo modo se complementa con el nuevo concepto d asimetria en el espacio con respecto a un
plano.

Simetria con respecto a un punto

Definicion: Se dice que dos puntos A y A’ son simétricos con respecto a un punto O si O es el punto
medio del segmento que une a A con A’.

La relacion entre los puntos del espacio que nace asociando a cada punto P del plano con su simétrico
respecto a un punto O, es una particular correspondencia biunivoca, que se llama simetria del espacio
con respecto al centro O, o simetria central.

Definicion: Dos figuras F y F’ tales que los puntos de una de ellas son los simétricos de los puntos
de la otra con respecto a un punto O, se dice que son simétricas con respecto a O, que se llama centro
de simetria de las dos figuras.

Definicion: Si una figura F es simétrica ella misma con respecto a un punto O, el punto se llama
centro de simetria de la figura.

Se dice que la simetria respecto a O transforma la figura en si misma.

El conjunto de una figura F y de su simétrica F’ respecto a un punto O constituye una nueva figura,
que tiene por centro de simetria el punto O.

Simetria con respecto a una recta

Definicion: Sea / una recta fija en el espacio. Se dice que dos puntos P y P’ se dice que son simétricos
con respecto a /, si / es perpendicular al segmento PP” en su punto medio.
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La relacion entre los puntos del espacio que nace asociando a cada punto P del plano con su simétrico
respecto a una recta /, es una particular correspondencia biunivoca, que se llama simetria del espacio
con respecto al eje I, o simetria axial.

Definicion: Dos figuras F y F’ tales que los puntos de una de ellas son los simétricos de los puntos
de la otra con respecto a una recta /, se dice que son simétricas con respecto a una recta [, que se
llama su eje de simetria.

Un ejemplo sencillo de esta simetria serian dos planos paralelos.

Definicion: Si una figura F es simétrica ella misma con respecto a una recta /, la recta se llama eje
de simetria de la figura.

Se dice que la simetria respecto a / transforma la figura en si misma.

El conjunto de una figura F y de su simétrica F" respecto a una recta / constituye una nueva figura,
que tiene por eje de simetria la recta /.

Observacion importante.

Sea S un haz de semiplanos. La relacion que nace al asociar a cada semiplano ¢ de S su simétrico
a ' es una congruencia: si se efecta la rotaciéon que sobrepone el semiplano ¢ en su simétrico ¢,
sobrepone a cualquier otro semiplano de S en su propio simétrico. Esto nos lleva a la siguiente
conclusion: “Si F y F’ son dos figuras simétricas con respecto a una recta l, entonces son
congruentes, esto significa que existe un movimiento que permite sobreponer una figura sobre la
otra.

Simetria con respecto al plano
Ahora se completa el concepto sobre la simetria de las figuras en el espacio.

Definiciéon: Sea ¢ un plano fijo. Se dice que dos puntos P y P” son simétricos con respecto a ¢ si
a es perpendicular al segmento PP” en su punto medio.

La relacion entre los puntos del espacio que nace asociando a cada punto P del espacio con su
simétrico respecto aun plano ¢, es una particular correspondencia biunivoca, que se llama simetria
del espacio con respecto a o, que se llama simetria del espacio con respecto al plano axial ¢ .

Definicion: Dos figuras F y F’ tales que los puntos de una de ellas son los simétricos de los puntos
de la otra con respecto a un plano ¢« , se dice que son simétricas con respecto al plano ¢, que se
llama su plano de simetria.

Definicion: Si una figura F es simétrica ella misma con respecto a una plano ¢, el plano ¢ llama
plano de simetria de la figura.

Se dice que la simetria respecto a ¢ transforma la figura en si misma.

El conjunto de una figura F y de su simétrica F* respecto a un plano ¢ constituye una nueva figura,
que tiene por eje de simetria el plano ¢ .

Por ejemplo, cada plano perpendicular a las aristas de un poliedro es un plano de simetria del poliedro,
también, el plano de simetria de un diedro es el semi plano bisector del diedro.

Teorema. “La figura simétrica de un segmento AR con respecto a un plano ¢ es un segmento
A'B'= AB.

De este teorema se deduce lo siguiente: Una recta o un rayo tienen como simétricos una recta o un
rayo con respecto a ¢ ; en particular si A, B, C son tres puntos colineales, entonces sus simétricos
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también son colineales. La proposicion contraria, o sea, si los puntos no son colineales, tampoco lo
son sus simétricos.

Teorema. “Un angulo f tiene como simétrico con respecto a un plano ¢ un angulo A3’ congruente
con f.

De este teorema se deduce lo siguiente:

8) Un plano o un semiplano tiene como figura simétrica, respecto a un plano ¢ un plano o un
semiplano. En particular, una figura cuyos puntos pertenecen a un plano, esto es, es una figura
plana, tiene como simétrica, con respecto a un plano ¢, una figura plana.

9) Un poligono P tiene como simétrico, con respecto a un plano ¢ un poligono P” congruente
conP.

La simetria con respecto a un plano conserva la distancia, pero dos figuras simétricas respecto a un
plano no siempre son directamente congruentes.

Taller 8-1

1. Un plano y una circunferencia (que no estd en el plano) no pueden tener mas de dos puntos
en comun. Verdadero o falso.

2. Tres rectas tienen un punto en comun de dos en dos o estan en un plano o pasan por un do
los puntos. Verdadero o falso.

3. Dadas dos recta alabeadas cualesquiera, a y b. Si se consideran dos punto A y B sobre la
primera de ellas y dos puntos C y D sobre la segunda ;Pueden estos cuatro puntos pertenecer
a un mismo plano? Supongamos fijos los puntos C y D y se cambia de posicion el punto A.
Determine el lugar geométrico (LG) que describe el punto medio del segmento AC.

4. Determine el LG de los puntos de un plano equidistantes de un punto exterior al plano.

5. Los extremos de un segmento son equidistantes de cualquier plano que pase por su punto
medio.

6. (Cudl es el LG de los puntos del espacio equidistantes de los extremos de un segmento dado?

7. Se tiene una recta y dos puntos en el espacio, Determine sobre la recta un punto equidistante

de los puntos dados.

8. Determine el LG de los puntos equidistantes de los tres vértices de un triangulo.

9. Existe un solo punto equidistante de cuatro puntos no coplanarios.

10) Determine el LG de los puntos del espacio equidistantes de tres rectas de un plano

11) Dadas dos rectas en el espacio, la paralela a una de ellas por un punto de la otra, pertenece
también al mismo plano.

12) Por un punto cualquiera jcuantos planos paralelos a dos rectas dadas pueden trazarse?

13) Dadas tres rectas, OA, OB, y OC, concurrentes en O y que estan en distintos planos, ;cudntos
planos determinan?

14) ;Cuantas rectas perpendiculares a una recta dada en el espacio, pueden trazarse en un punto
de ella?

15) Determine, en el espacio, el LG de los puntos equidistantes de dos puntos dados.

16) (Podrian ser perpendiculares a un mismo plano dos rectas que se cruzan?

17) Dado un triangulo rectangulo isosceles, tal que CA = CB = a cm. Se traza
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CP =a cm, perpendicular al plano del tridngulo. Calcule las medidas de los segmentos AB,
PA, PB. ;De qué naturaleza es el triangulo?

18) En el vértice C del angulo recto de un tridangulo rectdngulo ABC se dibuja una recta
perpendicular al plano del tridngulo. Si M es un punto cualquiera de dicha perpendicular,
compruebe que los triangulos MCA y MCB son rectangulos. ;{Bajo qué condiciones el
triangulo MAB serd equilatero?

190 Las distancias desde los puntos A y B a un plano son 14 y 29 cm respectivamente. Si la
distancia desde los puntos de interseccion de las perpendiculares al es de 20 cm, determine la
distancia entre los puntos A yB.

20) Demuestre que dos planos que son paralelos a un tercer plano son paralelos entre si.

Poliedros — Prismas — Piramides — Poligonos Regulares

Generalidades sobre poliedros

Se llama superficie poliédrica a la figura formada por varios poligonos situados en planos distintos
v dispuestos de tal modo que cada lado sea comun a dos de ellos y, los planos formados, se cortan
de dos en dos.

El poligono, sus vértices y sus lados se llaman caras, vértices y aristas de la superficie poliédrica.
Los puntos del espacio que no pertenecen a la superficie y se encuentran en la misma parte de la
superficie respecto al plano de cada una de las caras se llaman puntos interiores de la superficie;
todos los otros puntos, que no son internos y no pertenecen a la superficie, son puntos exteriores.

Se llama poliedro (convexo) a la figura formada por la superficie poliédrica convexa y sus puntos
interiores.

Las caras, vértices y aristas de de la superficie serdn las caras, vértices y aristas del poliedro. La
figura formada por las superficies de las caras del poliedro se llamara contorno del poliedro.

Los diedros de los semiplanos correspondientes a cada una de las caras serdn los diedros del poliedro.
Se llamara dngulo sdlido del poliedro al angulo poliédrico que tiene como vértice algiin vértice del
poliedro y por aristas los rayos que contienen las aristas del poliedro adyacentes al vértice
considerado.

Se llamard diagonal de un poliedro el segmento que une dos vértices no situados sobre una misma
cara.

Un poliedro tiene a lo menos cuatro caras (tetraedro). Los poliedros se denominan segin el numero
de sus caras: 5 pentaedro, 6 exaedro, 8 octaedro, 12, dodecaedro, 20 icosaedro....

Un poliedro es una parte finita del espacio, en el sentido que no contienen ni rectas ni rayos.
Generalmente a esta region del espacio se le da el nombre de sdlido.
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Dos poliedros son congruentes si se puede establecer una relacién de congruencia entre sus diedros
y sus caras correspondientes.

Prismas

Si se considera en el espacio un nimero n de
rectas paralelas (n > 3), tales que, consideradas
en cierto orden, tres de ellas no sean coplanarias,
de modo que los planos formados, por dos de
ellas consecutivas, se intersequen con los otros

de dos en dos. );H
La figura que forma el trazado de los planos <

determinados por el dibujo de las rectas
consecutivas se llama superficie prismatica L '
indefinida; los puntos de lo n planos y las n b
rectas son las caras y las recta de interseccion de

los diferentes planos son las aristas de la

superficie.

Los puntos del espacio que no pertenecen a la superficie y se encuentran en la misma parte de la
superficie prismatica respecto al plano de cada una de las caras se llaman puntos interiores de la
superficie; todos los otros puntos, que no son interiores y no pertenecen a la superficie, son puntos
exteriores.

Definicion: La figura formada por la superficie prismatica y por sus puntos interiores se llama prisma
convexo indefinido.

Las aristas y las caras de la superficie son las aristas y caras del prisma. Los diedros formados por
los semiplanos que contienen dos caras consecutivas son los diedros del prisma.

Se denominan los prismas seglin el nimero
de caras: triangular, cuadrangular,
pentagonal....

Todo plano en el espacio que corta a una de
las aristas del prisma, corta también a todas
las otras y la interseccion de dicho plano con
el prisma es un poligono que recibe el
nombre de seccion del prisma. Si el plano es
perpendicular a una de las aristas, lo sera
también a las otras; en este caso la seccidn se
llama seccion ortogonal o seccion normal.

Teorema. “Las secciones de un prisma indefinido que se forman al construir dos planos paralelos,
son poligonos congruentes”.

Definicion: La figura formada por la interseccion de las secciones paralelas a un prisma infinito 'y
la parte del prisma comprendida entre ellas se llama prisma finito o simplemente prisma.

Seglin esta definicion, un prisma es un poliedro convexo. Los dos poligonos correspondientes a las
secciones del prisma reciben el nombre de bases del prisma; los paralelogramos formados en cada
una de las caras del prisma reciben el nombre de caras laterales. La figura formada por las caras
laterales se llama contorno del prisma. La suma de las areas laterales sera el drea lateral y el area
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total serd la suma del area lateral y de las areas de las bases. Las aristas comprendidas entre las bases
se llaman aristas laterales y son todas congruentes.

Si las aristas laterales son perpendiculares a los planos de las bases del prisma se dice que éste es
recto, en caso contrario es oblicuo.

Un prisma se dice que es regular si es recto y sus bases son poligonos regulares. En este caso las
caras laterales son todas congruentes.

La medida de la distancia entre las bases es la a/tura de un prisma. En el caso de un prisma recto, la
altura coincide con las medidas de las aristas laterales ya que las caras laterales son rectangulares.
El prisma recibe el nombre segin el numero de aristas de las bases que coincide con el nimero de
caras laterales.

Se pueden demostrar facilmente los siguientes teoremas:

Teorema. “Los contornos de dos prismas rectos, que tienen bases congruentes y alturas congruentes,
son congruentes”.

Teorema. “Los contornos de dos prismas que tienen las bases y sus caras respectivamente
congruentes son congruentes”.

El Paralelepipedo

El prisma cuyas bases son dos paralelogramos, como
también las caras laterales, es un paralelepipedo. Un
paralelepipedo estd limitado por seis paralelogramos.
En un paralelepipedo; dos caras son opuestas si no
tienen alglin vértice en comun; dos vértices son
opuestos si no pertenecen a la misma cara; los triedros
que pertenecen a vértices opuestos se dicen que son
opuestos.

En un paralelepipedo cada vértice tiene dos vértices
opuestos y tiene cuatro diagonales.

En el Paralelepipedo recto las aristas son perpendiculares a la base: El paralelepipedo rectangular
es el paralelepipedo recto que tiene como base un rectangulo.

En un paralelepipedo recto, las medidas de las tres aristas adyacentes a un mismo vértice son sus
dimensiones.

Si las dimensiones de un paralelepipedo rectangulo son congruentes recibe el nombre de cubo, las
caras y las bases de un cubo son todas superficies cuadradas equivalentes.

Teorema. “Las caras opuestas de un paralelepipedo son paralelas y equivalentes .

De este teorema se puede deducir que en un paralelepipedo se puede considerar cada una de sus caras
como base.

Teorema. “Las diagonales de un paralelepipedo se intersecan en su punto medio”.
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Hipotesis CA, D'B, A' D'y B_C:diagonales D’ c
del paralelepipedo ABCDA’B’C’D’.
Tesis CA'~ D'B={0}, punto Gnico.

Demostracion A &
1) En el plano determinado por A'D' y D o .
BC, CA'Y D'B son diagonales
del #A°’BCD’ ( lados opuestos , -

=5 y/ls)

2) Por lo tanto se intersecan en el punto O, que es el punto medio de cada una de ellas
(propiedad de los #s).

3) Analogamente se demuestra la propiedad para las diagonales 4C'y DB" (Tesis).

Se puede demostrar facilmente que cualquier recta que pasa por el punto de interseccion O de las
diagonales de un paralelepipedo, interseca a dos caras opuestas en puntos que son simétricos con
respecto al punto O. El punto O se lo denomina centro del paralelepipedo.

A cualquier recta que pase por O se la llamaré recta diametral y cualquier plano que pase por O sera
plano diametral. En particular, a cualquier plano diametral que pase por dos aristas paralelas del
paralelepipedo sera un plano diagonal.

Cada plano diametral divide al paralelepipedo en dos poliedros congruentes.

Teorema de congruencia. “Dos paralelepipedos que tienen un triedro congruente formado por
aristas congruentes, Son congruentes”.

Corolario: Dos paralelepipedos rectangulos, que tienen respectivamente sus aristas congruentes, son
congruentes.

Teorema. “En un paralelepipedo rectangular las diagonales son congruentes”.

El teorema reciproco también es valido: “Si en un paralelepipedo las diagonales son congruentes,
el paralelepipedo es rectangular”.

Las piramides

Se considera un plano ¢ que interseca a todas las aristas de un angulo poliédrico convexo y sin que
pase por su vértice O. La figura formada por la interseccion del semi espacio, que tiene como origen
a 'y contiene al vértice O, con el angulo solido se llama piramide.

Se puede considerar también la siguiente definicion, aunque poco precisa:

Si se cortan todas las aristas de un angulo solido con un plano que no pase por el vértice, se divide
el angulo solido en dos partes y la parte que contiene al vértice se llama piramide.

141



Una pirdmide es un poliedro convexo.

La seccion del angulo solido con el plano es una
region poligonal que recibe el nombre de base de la
piramide; el vértice y las aristas del angulo solido w
son el vértice y las aristas de la piramide. El vértice A ?
opuesto a la base es la cuspide La distancia desde la

cuspide al plano de la base se llama altura de la awd
piramide.

El plano de interseccion determina sobre las caras del &ngulo so6lido regiones triangulares, que reciben
el nombre de caras laterales de la piramide; la suma de las areas de las caras laterales y de la base se
llama drea total; la figura formada por las caras laterales y la base se llama conforno de la piramide.
Como los prismas, las pirdmides reciben el nombre segin la forma de su base: triangular,
cuadrangular, pentagonal...

Una piramide triangular se llama tetraedro: tiene 4 vértices, cuatro caras triangulares, cada una de las
cuales se puede considerar como base del tetraedro.

Si la base de una pirdmide es un poligono circunscrito a una circunferencia, cuyo centro coincide
con la proyeccion de la cuspide sobre el plano basal recibe el nombre de piramide recta.

Teorema. “Si en una piramide recta se une la cuspide con los puntos de interseccion de los lados del
poligono basal con la circunferencia inscrita a él, los segmentos formados son las alturas de las
caras laterales y son congruentes”.

v

Demostracion.
Sea V-ABCD una pirdmide recta. D y E son los

puntos de tangencia se los lados 4By BC del
poligono basal con la circunferencia de centro en

O, circusnscrita a él. Siendo /O perpendicular al
plano de la base y OF perpendicular a 4B, se

tendra VE perpendicular a AB (teorema de las
tres perpendiculares).

Igualmente, OF y VF seran perpendiculares a 4B. Los segmentos JE y VF seran las alturas de

los triangulos de las caras laterales ABV y BCV. Ademas, VE y VF son congruentes (tienen
proyecciones de igual medida desde V al plano de la base). Analogamente se demuestran para las
otras alturas de los triangulos de las caras laterales.

La altura comtn a todas las caras laterales de una pirdmide recta se llama apotema lateral de la
piramide.

Si una pirdmide recta tiene como base un poligono regular se llama pirdmide regular.

Las aristas laterales de una pirdmide regular son congruentes ya que sus proyecciones sobre el plano
basal son radios de la circunferencia inscrita que son congruentes. Por lo tanto las caras laterales de
una piramide regular son tridngulos isésceles congruentes.

Criterios de equivalencia de las piramides

1. Dos tetraedros son equivalentes si se pueden hacer corresponder sus vértices de modo que
las aristas de uno de ellos son congruentes a las correspondientes del otro.
2. Dos piramides regulares son equivalentes, cuando tienen la base y altura congruentes.
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3. Dos piramides son equivalentes si tienen sus angulos solidos de los vértices equivalentes
y sus aristas laterales son respectivamente congruentes.

Si se interseca una piramide con una seccion al plano
de la base, que no pase por el vértice, se divide la
piramide en dos partes, una de las cuales es una
pirdamide y la otra se llama tronco de pirdamide o
piramide truncada.

La base de la piramide y la seccion que determinan
el tronco se llaman bases del tronco de piramide. La
distancia entre las bases es la altura del tronco.

A la pirdmide superior correspondiente al tronco de cono, se le llama pirdmide complementaria del
tronco.

Un tronco de piramide se dice que es recto o regular si se obtiene de una pirdmide regular. En un
tronco regular las caras laterales son trapecios isosceles congruentes cuya altura es la apotema lateral
del tronco.

Teorema. “Si se interseca una piramide con un plano paralelo al plano de la base:

1. la base y la seccion son poligonos semejantes.
2. los lados y los perimetros de estos poligonos son proporcionales a la distancia de cada
uno de los planos a la cuspide.
3. Las dreas de estas regiones poligonales son proporcionales al cuadrado de dichas
distancias.
Hipotesis V-ABCD es una piramide y A’B’C’D’ la v

seccion paralela al plano de la base.

Tesis: ABCD =~ A’B’C’D’

Demostracion

1) AB !l A'B' (por hipétesis).

2) Por lo tanto, A ABV ~ AA’B’V(Teorema
de Thales)

3) Luego VA: VA’=AB: A’'B’=VB: VB’
(corolario ~).

4) Andlogamente, AVBC = A VB’C’y

VB:VB’=BC:B’C’=CD :C’D’, etc.

4) Por lo tanto, por la propiedad transitiva de la igualdad, se deduce que
AB:A’B’=BC:B’C’=CD: C’D’, etc.

5) Por otra parte, los angulos de los dos poligonos de las bases, son respectivamente
congruentes, por tener sus lados respectivamente paralelos.

6) Luego los poligonos ABCD ~ A’B’C’D’, ya que tienen sus angulos congruentes
respectivamente y sus lados correspondientes proporcionales.

7) Se construye V77 1 VH' desde V a los planos de las secciones.

8) H <con Ay H’ < A’y considerando los tridngulos VAH y VA’H’ , se tiene, por
semejanza, VB : VB’ =VH : VH’

9) De (3) y (8): se concluye que AB: A’B’=VH : VH’.

10) Andlogamente se hace la demostracion para los otros segmentos.

La parte 2) y 3) del teorema se demuestra aplicando las propiedades de los perimetros y areas de
poligonos semejantes en el plano.
11)  De9)y 10) Tesis.

Corolario: En un tronco de pirdmide, las bases son poligonos semejantes.
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Teorema. “Si dos piramides tienen bases equivalentes y alturas congruentes, las secciones

paralelas y equidistantes de las bases, son congruentes.
Hipétesis V-ABC y V’-
DEFG pirdmides que
tienen sus alturas
congruentes y sus bases
equivalentes. A’B’C’ y
D’E’F’G’ las secciones
paralelas a cada una de las
respectivas bases y a la
misma distancia desde las
cuspides.

Demostracion
1) Sean p, p’, q, q’ las areas de estas secciones.
2) Por el teorema anterior, sabemos que: p : p” = (VH)? : (VH’)? y
q:9°=(VG)?*: (V’G’)%.
3) Pero VH=V'H'Y VG' = V' G'(por hipotesis).
4) Porlotantode2)y3) p:p’=q:q’. Pero por hipotesis, p = q; por lo tanto,
p’ =q’ (tesis).

Poliedros regulares

DEFINICION: Un poliedro se dice que es regular cuando sus caras son poligonos regulares
congruentes y sus aristas son respectivamente congruentes.

Observacion: se hace notar que por esta definicién un prisma y una pirdmide regular no son, en
general, poliedros regulares., ya que para el prisma y la piramide la cualidad de ser regular tiene s6lo
el significado dado en la particular definicion de cada uno de los cuerpos.

Del hecho que la suma de las caras de un angulo s6lido convexo es menor de 360° (dngulo de giro),
se deduce que existe a lo mas cinco especies de poliedros regulares.

Si las caras son triangulos equilateros, cada cara del angulo sélido es igual a un tercio de un angulo
extendido, esto es, si por comodidad se miden los dngulos en grados, cada uno mide 60°; entonces se
puede observar que pueden obtenerse tres tipos de cuerpos rerulares.: Uno con angulos triedros ( S
=3 - 60°=180°), uno con angulos tetraedros

(S=4-60°=240°) y uno con angulos pentaedros ( S =5 - 60° = 300° ); ninguno con angulo
exaedros por que 5 - 60° = 360°.
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Si las bases son cuadradas, la medida de cada cara es de 90°, entonces puede existir un solo poligono
regular compuesto por triedros (S =3 - 90°=270° <360°) ademas

4 - 90°=360°.

Si las bases son pentagonos, la medida de cada cara es 108° y pueden existir solo poliedros regulares
con triedros ( S =3 - 108° = 324°); pero para

4 * 108° =432°>360.

Con esto se demuestra que existe solo estas categorias de poliedros regulares y se denominan:
tetraedro regular; octaedro regular, icosaedro regular; exaedro regular o cubo; dodecaedro
regular.

Diremos simplemente, sin entrar a demostrar, que los poliedros regulares se pueden construir
materialmente mediante un reticulo o plantilla, tal como se presenta a continuacion.

Como las caras de un poliedro son poligonales, si se piensa en intersecar el cuerpo geométrico por
una de sus aristas, se obtiene una sucesion de aristas y si se extiende en un plano, se obtiene una
figura poligonal que recibe el nombre de reticulo o plantilla del poliedro.

W

tetraedro

O b

octaedro

e NYAVAVAVAVAN
\VAVAVAVAVAN
VNV VNV

ICOSAEDRO
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Cubo

dodecaedro

Estas son las caracteristicas de cada uno de los poliedros regulares.
El tetraedro regular tiene 4 cara triangulares, 4 vértices, 6 aristas, 4 angulos triedros.

El octaedro regular tiene por caras 8§ tridngulos equilateros, 6 vértices, 12 aristas, 6 angulos
tetraedros.

El icosaedro regular, tiene como caras 20 tridngulos equilateros, 12 vértices, 30 aristas, 12 angulos
pentaedros.

El exaedro regular o cubo tiene por caras 6 cuadrados, 8 vértices, 12 aristas, 8 &ngulos tetraedros.

El dodecaedro regular tiene por caras 12 pentdgonos regulares, 20 vértices, 30 aristas y 20 angulos
triedros.

Todos los poliedros regulares tienen un punto llamado centro que es equidistante de los vértices y de
las caras. La distancia desde el centro a los vértices se llama radio y la distancia desde una cara al
centro es la apotema del poliedro.

Los centros de las caras de un poliedro regular son los vértices de otro poligono regular.

De esa manera, del icosaedro se obtiene el dodecaedro y del dodecaedro se obtiene el icosaedro. Por
eso reciben el nombre de poliedros conjugados. De igual manera, son conjugados el cubo con el
octaedro y el tetraedro es el conjugado de si mismo.

Teorema de Euler. Si se denomina C, V' y A respectivamente el numero de caras, vértices y aristas
de una superficie poliédrica, se cumple la siguiente relacion:

C+V=4+2

Para terminar un poco de historia. Desde la época de los egipcios antiguos ya se tenia conocimiento
del tetraedro, del exaedro y del octaedro. En tiempo de los pitagdricos se descubrieron las propiedades
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de icosaedro y del dodecaedro y relacionaron los poliedros regulares, llamados también cuerpos
platonicos, con elementos de la naturaleza: al tetraedro con el fuego, al exaedro con la tierra, el
octaedro con el aire, el icosaedro con el agua y el dodecaedro con el universo.

Taller 8-2

1. Un prisma recto tiene por base un hexagono regular de 10cm de lado. Sus caras laterales
son cuadradas. Calcule la longitud de las tres diagonales que parten desde uno de sus
vértices.

2. Las tres dimensiones de un paralelepipedo recto de base rectangular son entre si como 2
: 3 : 6. Calcule la longitud de las dimensiones.

3. La arista de un cubo mide 10\/§cm- Determine la medida de su diagonal.

4. Demuestre que si en un paralelepipedo una seccion plana interseca a las cuatro aristas
paralelas, entonces los puntos de interseccion son los vértices de un paralelogramo.

5. Si por dos aristas opuestas de un cubo se hace pasar un plano diagonal, determine la figura
formada en la seccion y calcule su 4rea si la medida de la arista del cubo es 10\ 2¢m.

6. Demuestre que en un paralelepipedo los segmentos que unen los puntos medios de dos
aristas paralelas situadas en distintas caras, se cortan en un mismo punto, que coincide
con el punto de concurrencia de las diagonales.

7. Por los extremos de tres aristas de un cubo que parten desde un mismo vértice A se hace
pasar un plano. Demuestre que la seccion resultante es un tridngulo equildtero y que la
diagonal 44'es perpendicular al plano de la seccion.

Ademas, determine la posicion del punto en que la diagonal interseca ala  seccion.

8. La medida de la altura de una piramide recta regular triangular es 8 m. y su  arista basal
mide 6\/§m. Calcule cudl es la medida de su arista lateral.

9. En una piramide recta regular triangular la arista basal mide 6+/3¢m y la altura 4 m.
Calcule la apotema lateral.

10. La arista basal de una piramide hexagonal regular mide a cm y su arista lateral mide b cm.
Determine el 4ngulo que forma esta tltima con la base.

1. Si en los centros de las circunferencias circunscritas a las caras laterales de de un tetraedro
regular se trazan las rectas perpendiculares a los planos de las caras, demuestre que estas
perpendiculares se cortan en un punto equidistante de los vértices de tetraedro.

12. Demuestre que el plano determinado por los puntos medios de tres aristas consecutivas de
un cubo que no estan situadas en un mismo plano, interseca al cubo segiin un hexdgono
regular.

13. Demuestre que la seccion de un tetraedro con un plano paralelo a dos aristas opuestas es
un paralelogramo.

14. Calcule la longitud de la diagonal de un octaedro regular de arista /.

15. Demuestre que en una pirdmide cuadrangular recta la suma de las areas de dos caras

opuestas es igual a la suma de las areas de las otras dos.
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CUERPOS REDONDOS

Superficies de los cuerpos de rotacion

Si se considera en un semiplano ¢ limitado por la
recta /, una linea cualquiera g y haciendo girar el
semiplano en una rotacién completa en torno a la
recta /, la linea g genera una superficie llamada
superficie de rotacion o superficie redonda. La recta
[ el eje de rotacion y la linea moévil g es la
generatriz de la superficie

Sea P un punto cualquiera de g desde el cual se construye QP 1 [; QPpermanece perpendicular a /
mientras se produce la rotacion y el punto P permanece siempre a la misma distancia del eje. Se
deduce que cada punto de la generatriz g describe una circunferencia que pertenece a un plano
perpendicular al eje de rotacion y cuyo centro se encuentra en el eje mismo.

Las circunferencias descritas por estos puntos de g reciben el nombre de paralelos de la superficie o
seccion normal de la superficie; se pueden considerar cono la interseccion de la superficie con el

plano perpendicular al eje.

Un plano que pasa por el eje, por ejemplo el plano A de la figura, interseca a la superficie segun dos
generatrices simétricas con respecto al eje; la figura asi formada recibe el nombre de meridiano de la
superficie.

Si se considera, ahora, una rotacion con respecto a una generatriz, de una superficie poligonal S
cualquiera (region triangular, cuadrangular...), la figura S genera una figura llamada sdlido de
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rotacion o solido redondo. El contorno de la figura S genera una superficie que es el contorno del
solido de revolucion.

Cilindro

Supongamos, como caso particular, que la
generatriz de la superficie sea una recta g
paralela al eje de rotacion a la distancia d de
[. La figura que se forma por la rotacion de
dicha recta se llama superficie cilindrica de
eje [ y radio d.

/\
f
\

(e}

/\
\/

_—
\d —

Los puntos de la recta g tienen la misma distancia del eje / que se mantiene constante durante toda la
rotacion, por eso puede decirse que la superficie cilindrica es el lugar geométrico de los puntos del
espacio que tienen una distancia constante de una recta dada.

Los paralelos de una superficie cilindrica son circunferencias congruentes que tienen como radio el
radio de la superficie y los meridianos son las respectivas rectas en la superficie paralelas al eje.

Los puntos del espacio que estan a una distancia menor que el radio con respecto al eje, son los puntos
interiores a la superficie cilindrica y los que tienen una distancia mayor son exteriores. Es evidente
que todos los puntos de una recta paralela al eje que pasa por un punto interno son internos y si pasa
por un punto externo, son externos. Andlogamente la recta se llamara interna o externa de la
superficie.

Teorema. “Un plano paralelo al eje de una superficie cilindrica,
1. no tiene punto en comun con la superficie si su distancia al eje es mayor que el radio (plano
externo),
2. tiene en comun los puntos de una generatriz (generatriz de contacto) si su distancia e igual
al radio (plano tangente);
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3. tiene en comun los puntos de dos generatrices si la distancia es menor que el radio (plano
secante).

Si una recta no es paralela al eje interseca a todas las generatrices.

Cilindro indefinido es la figura formada por una superficie cilindrica y todos sus puntos interiores
cuyo contorno es la superficie. Es una figura o cuerpo sdlido.

Otra manera de definir un cilindro indefinido, es considerarlo como el resultado al efectuar una
rotacion completa de los puntos de una region de un semiplano en torno a una recta /.

La figura formada por la unién de los puntos de la parte del cilindro indefinido intersecado por dos
planos ¢ y f perpendiculares al eje y los puntos que pertenecen a las regiones formadas por la

interseccion de los planos con el cilindro indefinido, es un cilindro circular recto o simplemente
cilindro.

La parte de la superficie cilindrica que pertenece al cilindro se llama superficie lateral o manto del
cilindro. Cada interseccion de los planos con el cilindro indefinido se llama base del cilindro. El radio
de la base es el radio del cilindro. La suma del area lateral de las areas de las bases es el drea fotal
del cilindro. La distancia entre las dos bases es la alfura del cilindro. El segmento de la generatriz
comprendido entre las bases se llama generatriz del cilindro. El cilindro que tiene su altura de igual
medida que su diametro de la base se llama cilindro equilatero, esto es, cuando la seccion plana que
pasa por el eje es una region cuadrada.

Es evidente que un cilindro puede generarse por la rotacion completa de una region rectangular en
torno a uno de sus lados.

Cono

La superficie generada por una rotacion
completa de un rayo g por el punto origen O y
con respecto al eje /, se llama superficie conica
circular.

El origen O del rayo se llama vértice.

El angulo que forma cualquier generatriz con el eje recibe el nombre de dngulo de semi abertura de
la superficie.
Los meridianos de la superficie son los rayos con origen en O que estan sobre la superficie.

Teorema. “En una superficie conica toda seccion plan perpendicular al eje se interseca con ella
segun una circunferencia’.

Los paralelos son circunferencias de radio variable segun la ley de proporcionalidad que se expresa
en el siguiente teorema.
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Teorema. “Los radios de los paralelos de
una superficie conica son proporcionales a
las distancias de los planos
correspondientes al vértice”.

Esto se deduce de inmediato de la
semejanza de los tridngulos OCA 'y
OC’A’ en la figura.

Un punto se dice que exterior o interior de una superficie conica segun que sea interior o exterior a
todos los angulos de la superficie, esto es, los angulos formados por una generatriz y el eje.

Un rayo que tiene su origen en el vértice de una superficie conica y pasa por un punto interno, todos
sus puntos son interiores a dicha superficie y se llama rayo interior de la superficie; si pasa por un
punto externo, todos sus puntos son externos, con excepcion del vértice y se llama rayo exterior.

Teorema. “Un plano ¢ que pasa por el vértice de una superficie conica:

1. tiene con ella en comun solo el vértice, si forma con el eje un angulo de medida mayor
que la del angulo de semi abertura;

2. Tiene en comun los puntos de una generatriz si forma con el eje un dngulo de medida
igual que la del angulo de semi abertura;

3. Tiene en comun los puntos de dos generatrices si forma con el eje un angulo de medida

menor que la del angulo de semi abertura.

Estas situaciones se muestran en las siguientes figuras.

El s6lido formado por todos los puntos de una superficie conica y sus puntos interiores se llama cono
indefinido, del cual la superficie es su contorno o manto.

La generacion de un cono indefinido puede obtenerse por una rotacion completa del interior de un
angulo en torno a uno de sus lados.

Teorema. “Las dreas de las secciones de un cono son proporcionales a los cuadrados de las
distancias de éstas al vértice”.

Si se corta un cono indefinido por un plano ¢ perpendicular al eje y que no pase por el vértice V,
se da el nombre de cono circular recto o simplemente cono la figura formada por los puntos que
pertenecen simultdneamente a la parte del cono indefinido comprendida entre el circulo formado en
el plano y el vértice.
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Se puede también dar la siguiente definicion: Si se corta un cono indefinido por un plano
perpendicular al eje y que no pase por el vértice, se divide el solido en dos partes y aquella que
contiene al vértice se llama cono.

La parte de la superficie conica que pertenece al cono se llama superficie lateral o manto del cono.
La interseccion del plano con el cono indefinido se llama base del cono. El radio de la base es el radio
del cono. La suma del area lateral de las areas de las bases es el drea total del cono. La distancia
entre la base y el vértice es la altura del cono. El segmento de la generatriz comprendido entre la base
y el vértice se llama generatriz del cono. El cono que tiene su altura de igual medida que su diametro
de la base se llama cono equilatero, esto es, cuando la seccidén plana que pasa por el eje es una region
triangular equilatera.

Es evidente que un cono puede generarse por la rotacion completa de una region triangular rectangular
en torno a uno de sus catetos; la hipotenusa del tridngulo genera el manto y es la generatriz del cono;
la medida de uno de los catetos es el radio del cono y la del otro, la altura.

Cortando un cono por un plano paralelo a la base, éste queda dividido en dos partes, una de las cuales
es un cono y la otra recibe el nombre de tronco de cono o cono truncado. Los circulos que forman el
tronco de cono son sus bases y su altura es la medida de la distancia entre las bases.

Se puede obtener un tronco de cono por la rotacion completa de un trapecio rectangular en tormo al
lado perpendicular a las bases. El lado oblicuo genera la superficie lateral o manto del tronco de cono
y se llama apotema lateral del tronco. Su superficie total se obtiene sumando su area lateral con las
areas de las bases.

Superficie conica circular de dos mantos. Secciones conicas

De las seccione conicas se e interesaron Euclides y Arquimedes, pero considerando la tinica seccion
conica obtenida con un plano perpendicular a la generatriz. El primero que se preocup6 de estudiar
las secciones de una superficie conica circular con planos cualesquiera fue Apolonio de Pérgamo
(siglo II antes de Cristo). Escribié un tratado sobre las “Secciones codnicas”, una de las obras mas
importantes de la antigiiedad y por eso se le llamo el “gedmetra por excelencia”.

Se llama superficie conica circular de dos mantos a la

superficie generada por una recta / que rota entorno a un

eje, no perpendicular a ella que pasa por un punto V, v
llamado veértice. Los meridianos de una superficie

conica de dos mantos son rectas que intersecan al eje y a y
la generatriz en el vértice y los paralelos son

circunferencias.

En el caso de la superficie conica de dos mantos, se cumple el teorema estudiado para las secciones
de una superficie conica con planos que pasan por el vértice. Se considera ahora las secciones con
planos que no pasan por el vértice. Las curvas que se obtienen reciben el nombre de secciones conicas
o simplemente conicas.

Se pueden considerar tres casos:
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1. Si se corta la superficie conica de
dos mantos, con un plano que forma con
el eje un angulo de mayor medida que el
angulo de semi abertura de la superficie
conica y corta solo a una de los dos
mantos a todas las generatrices, se
obtendra cono seccién una linea llamada
elipse, cuyos puntos estan a una distancia
finita del vértice de la superficie conica;
si el plano trazado es perpendicular al eje,
se obtiene la seccion obtenida serd una
circunferencia.

2. Si se corta la superficie conica de dos
mantos, con un plano que forma con el eje un
angulo de igual medida que el angulo de
semi abertura de la superficie conica y corta
solo a una de los dos mantos a todas las
generatrices, menos a dos (una que esta sobre
el plano y otra paralela al plano), se obtendra
cono seccidn una linea llamada pardbola,
cuyos puntos estan a una distancia que puede

N\
ser mayor que la medida de cualquier

segmento, con respecto al vértice de la ?

superficie conica.
3. Si se corta la superficie conica de dos
mantos, con un plano que forma con el eje un
angulo de menor medida que el dngulo de
semi abertura de la superficie conica y corta
a los dos mantos y a todas las generatrices,
menos a dos (que resultara paralelo al plano
formado por estas dos generatrices), se
obtendra cono seccion una linea llamada
hipérbola, que se compone de dos ramas
distintas situadas respectivamente sobre los
dos mantos de la superficie y cuyos puntos

estan a una distancia que puede ser mayor
que cualquier segmento, con respecto al
vértice de la superficie conica.

Si el plano de interseccion pasa por el vértice, la conica se degenera en un punto, una recta o dos
rectas.

La Esfera
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La figura generada al efectuar una rotaciéon completa de una semicircunferencia g en torno de una
recta que contiene a uno de sus diametros se llama superficie esférica.

El centro O y el radio r de la semicircunferencia g, son
el centro y el radio de la superficie esférica. El punto O l
es el centro de simetria de la superficie esférica, ya que

todos sus puntos tienen la distancia a igual a » con

respecto al punto O. Por lo mismo se puede definir

también la superficie esférica de centro Oy radio r,

como el lugar geométrico de los puntos del espacio que \
estan a una distancia constante r desde un punto fijo O.

Una recta que pasa por el centro de una superficie esférica tiene en comtin con ella s6lo dos puntos
formando un segmento cuyo punto medio es dicho centro. Se le da el nombre de recta diametral.
Los meridianos de una superficie esférica son circunferencias que tienen como centro el centro de la
superficie.

Todo segmento cuyos extremos son puntos de la superficie se llama secante y serd un diametro si
pasa por el centro. Los puntos extremos de los didmetros se dice que son diametralmente opuestos o
antipodos. La medida de un didmetro es el doble de la medida del radio y todos los didmetros son
congruentes.

Teorema “La interseccion de una esfera con una seccion plana, es un circulo”.

Hipotesis Esfera con centro en el punto O y
seccion plana FAG.

Tesis Seccion FAG es un circulo.
Demostracion.

1) Se construye OC 1L FAG y ABC
puntos arbitrarios en la seccion.

2) Se un estos puntos con Cy O.

3) En AADO, AABOy ACDO setiene 40 =~ BO = CO (radios esfera; DO lado comiin
y ZADO = Z/BDO = ZCDO (90°).

4) Por lo tanto, AADO = AABO = ACDO (LAL).

5) Luego AD = BD ~ CD (corolario =).

6) Como A, B y C son puntos arbitrarios de FAG, entonces todos equidistan desde el punto
Dy, por lo tanto, D es el centro de un circulo (Tesis).

Corolarios:

1. La interseccion de la recta perpendicular a la seccion plana construida desde el centro de una

2.

esfera, es el centro del circulo de la seccion.

El segmento que une el centro de la esfera con el centro del circulo de la seccion es
perpendicular al plano de la seccion.

La recta construida perpendicular al plano de la seccion en el centro, pasa por el centro de
la esfera.

Si se construye un didmetro de una esfera perpendicular a una seccion, los extremos del
diametro son los polos de la seccion plana. En la figura, los puntos P y P’ son los polos.
La distancia desde un punto de la superficie esférica a uno de los polos, es la distancia polar.
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Teorema. “La distancia polar, de los puntos
de una seccion plana, es constante”.
Hipotesis A, B y D tres puntos cualesquiera
de la circunferencia de centro C, P es un polo
de la esfera de centro O.

Tesis PA = PB = PC.

Demostracion

1) Seune el punto C con A, By D.

2) Los triangulos PCA, PCB y PCD son congruentes (LAL). Por lo tanto, PA = PB = PD.
Corolario: Los arcos sobre la superficie esférica, correspondientes a una misma distancia polar, son
congruentes. (Corresponden a cuerdas congruentes en circunferencias congruentes).

Un plano que pasa por el centro se llama plano diametral; dos planos diametrales que tienen en comun
un punto, que es el centro, se cortan segiin una recta que contiene a un didmetro.

Los puntos del espacio cuyas distancias al centro son menores que el radio son puntos internos de la
superficie esférica y si son mayores seran puntos externos.

Esfera es la figura formada por los puntos de una superficie esférica y por todos sus puntos externos.
La superficie sera su contorno o manto.

Se puede considerar que una esfera se genera al efectuar una rotacion completa de un semicirculo en
torno a la recta que contiene a su diametro. Los extremos de este diametro reciben el nombre de polos
de la superficie.

Teorema. “Un plano diametral interseca a la superficie esférica segun una circunferencia, que
tiene como centro y radio el centro y el radio de la superficie”.

En efecto, si un plano ¢ pasa por el centro O de la superficie esférica de radio 7, los puntos comunes
del plano y de la superficie son todos puntos del plano que estan a una distancia » del centro Oy,
por lo tanto, deben estar sobre una circunferencia C (O, 7).

A las circunferencias que cumplen con este teorema, se las llaman circunferencias mdximas, que son
todas congruentes; sus correspondientes circulos son circulos maximos que son todos equivalentes.
Posiciones reciprocas de rectas, planos y superficie esférica.

Teorema. “Una recta tiene en comun con una superficie esférica dos puntos, uno solo o ninguno,
segun que la distancia de la recta al centro de la superficie sea menor, igual o mayor que el radio de
ella”.

En efecto, si la recta pasa por el centro,
habra dos puntos de interseccion.

Si la recta no pasa por el centro, se ,
considera el plano diametral que contiene )
a la misma recta; tal plano interseca a la
esfera segiin un circulo y es evidente, ya
que el teorema es analogo al referente a
la interseccion de rectas y
circunferencias.
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El teorema reciproco también es valido.

Una recta se dice que es secante, tangente o externa a una superficie esférica segun corte a la
circunferencia en dos, uno o ningun punto. El punto en comun de la superficie con la recta tangente
se llama punto de tangencia.

Teorema. “Un plano no tiene en comun ningun punto con una superficie esférica, solo un punto o
una circunferencia segun que su distancia al centro de la superficie sea mayor, igual o menor que el

radio”.
/\
N
|

o

H

Soélo se muestra el dibujo.

Un plano se dice que es tangente, secante o externo a una superficie esférica segin que la corte en un
punto, seglin una circunferencia o en ningiin punto. El punto en comun de la superficie con el plano
tangente se llama punto de tangencia. El plano tangente a una superficie esférica es perpendicular al
radio que corresponde al punto de tangencia.

Por un punto A de una superficie esférica se pueden construir infinitas tangentes que son
perpendiculares al radio OA y pertenecen al plano tangente a la superficie esférica en el punto A.

Teorema. “Todo plano tangente a
una esfera, es perpendicular al radio
correspondiente al punto de
tangencia”.

Sea ¢ un plano tangente a la esfera
de centro O en el punto A. Siendo A
el tnico punto comun de la esfera y el
plano, cualquier otro punto B de
plano es exterior a la esfera. Por lo
tanto OB > OB. Luego, 04 1 «.
(La distancia mas corta desde un
punto a un plano es la del segmento
perpendicular).

El teorema reciproco también es valido.

A la recta perpendicular al plano tangente a una esfera en el punto de tangencia, se le da el nombre
de normal a la esfera en un punto.

El lugar geométrico de todas las rectas tangentes a una esfera en un punto de ella, es el plano tangente
a la esfera en el punto.

Los paralelos de una superficie esférica son circunferencias; cada uno de los planos a los que
pertenecen son perpendiculares al eje de la superficie.
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El radio de un paralelo puede considerarse el cateto de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es el
radio de la superficie y el otro cateto es la distancia desde el centro de la superficie al plano del
mismo paralelo.

Ecuador es el paralelo correspondiente a un plano diametral.

Posiciones relativas de dos esferas
S

Sean Sy S’ dos superficies
esféricas, de centros Oy O’ y
radiosryr’ (O =0'yr>1’)

Un plano ¢ que contenga a la
recta OO (de los centros)
interseca a Sy S’ segin dos
circunferencias maximas Cy C’.

Las dos superficies se pueden considerar como la figura generada por la rotacion en 180°de Cy C’

en torno al eje OQ'. Se pueden considerar las cinco siguientes situaciones:
1.OO’>r+1’;2.00°=r+1r;3.00’<r+r 4.rr<00’<r+r’; 5.00’<r-r’.

Por lo tanto, las dos superficies esféricas generadas:

1° No tendran ningiin punto en comun (S y S’ son exteriores una de la otra)

2° Tienen en comun un solo punto (S y S’ son tangentes externamente)

3° Tienen en comun los puntos de una circunferencia (S y S’ son secantes)

4° Tienen en comun un solo punto y otro punto de la superficie esférica de radio menor e interior a
la otra ( Sy S’ son tangentes internamente)

5° No tienen en comun ningin punto y los puntos de la superficie de radio menor son internos de la
otra (S’ es interior a S)

Figura inscrita y circunscrita a una superficie esférica y a una esfera.

Teorema “Los rayo tangentes construidos desde un punto P exterior a una superficie esférica
forman una superficie conica.

Sea S una superficie esférica de centro O. Desde

el punto P se construye un rayo P4 tangente a S,
siendo A un punto cualquiera S. El plano formado

por PA y el punto O, corta a la superficie esférica

segtin un circulo maximo (O, O4), al cual P4 es
tangente. En el triangulo rectangulo OPA son

constantes las medidas de la hipotenusa POy del
cateto 40.

Por lo tanto la medida del < OPA es
constante, que es el angulo de semi abertura de la superficie formada. Por lo tanto, la superficie
formada es una superficie conica.

Se dice que la superficie conica es circunscrita a la esfera y la circunferencia BB’ se llama
circunferencia de contacto.

Teorema. “Las rectas paralelas a una recta dada y tangentes a una superficie esférica, forman una

superficie cilindrica; el lugar geométrico de los puntos de tangencia de dichas retas es una
circunferencia maxima cuyo plano es perpendicular a la recta dada”.
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Sea [ la recta dada y S una superficie esférica de I <L_>

centro O. Se traza 44"/ [, un diametro de la

D/_A
superficie. Sea C, un punto cualquiera sobre la
superficie esférica y CD// I, tangente a la /
superficie. El plapo determinado por TA y CD B < PR L
corta a la superficie segiin un circulo maximo (O, c —
O_C) al cual (B es tangente. La medida de la \ )
distancia de QC permanecera constante. Por lo — o
tanto la figura formada sera una superficie
cilindrica. ~

Se dice que la superficie cilindrica es circunscrita a la esfera y la circunferencia BB’ de llama
circunferencia de contacto.

Una superficie conica o una superficie cilindrica se dice que son circunscritas a una superficie
esférica, cuando sus generatrices son tangentes a dicha superficie. El lugar geométrico de los puntos
de tangencia se llama circunferencia de contacto.

Un cono es circunscrito a una superficie esférica o a una esfera, cuando la superficie lateral es
circunscrita a ella y el plano de la base es tangente a la misma superficie; y es inscrito cuando la
circunferencia de la base y el vértice estan en la superficie esférica.

Un cilindro (o un tronco de cono) se dice que es circunscrito a una superficie esférica, cuando la
superficie lateral es circunscrita a ella y los planos de las bases son tangentes a la superficie esférica;
y es inscrito cuando la circunferencia de las bases estan en la superficie.

En general, un poliedro se dice circunscrito a una superficie esférica o a una esfera, cuando los planos
de sus caras son tangentes a la superficie esférica, en puntos interiores de todas sus caras. Es inscrito,
cuando sus vértices son puntos de la superficie esférica.

Zona esférica es la parte de la superficie esférica comprendida entre dos planos secantes a la superficie
que son paralelos. Las secciones que la determinan, son las bases de la zona y la distancia entre ellas,
es la altura de la zona.

La parte de la esfera comprendida entre dos planos secantes paralelos se llama segmento esférico de
dos bases. Un segmento esférico es limitado por una zona esférica y por dos circulos.

zona esférica

Cada una de las partes en que una superficie esférica queda dividida por un plano secante, se llama
casquete esférico y, la parte de la esfera correspondiente al casquete, es un segmento esférico de una
base. Se puede considerar el casquete como una zona, en la cual, uno de los planos que lo limita es
tangente a la esfera.

El didmetro de la esfera, perpendicular al plano de las bases de una zona o al plano de la base de un
casquete, es el eje de la zona o del casquete. Altura del casquete es la distancia desde el punto en
que su eje corta al casquete al plano de su base.
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Una superficie esférica puede considerarse como una zona que tiene como altura su didmetro.
Una zona esférica puede generarse por la rotacion de un arco de un circulo maximo, alrededor de
unote los didmetros.

Sector esférico es la parte de la esfera generada por la rotacién completa de un sector circular en
torno a uno de sus didmetros que esté en el plano del sector, pero que no lo atraviese. Se puede
considerar como un cono cuyo vértice se encuentra en el centro de la esfera y su base es una parte se
la superficie esférica correspondiente a una circunferencia de una seccion plana.

fig. 1 fig. 2 fig. 3

Si la rotacion se genera en torno a uno de los radios que limita al sector circular, el sector esférico
estd limitado por un casquete esférico (base del sector esférico) y por la superficie lateral de un cono
(figura 1). En el caso que el eje de la rotacion no contiene a uno de los radios que limita al sector
circular, el sector esférico esta limitado por una zona esférica (base del sector esférico) y por una
superficie conica cuyo vértice estd en el centro de la esfera (figuras 2 y 3).

Huso esférico es la parte de la superficie esférica limitada por dos semi planos que pasan por un
mismo diametro. El angulo diedro de estos semiplanos es el diedro o dngulo del huso.

Las semicircunferencias que se forman al intersecar
la superficie esférica con los semiplanos que
determinan el huso son los lados del huso y forman
su contorno. Considerando como eje de una
superficie esférica el didmetro comin a los
semiplanos que determinan al huso, el arco
intersecado por los lados del huso sobre el ecuador
es el arco ecuatorial del huso.

(<]

T~

Se llama inglete o cufia esférica la parte de la esfera limitada por un huso y los dos semicirculos
maximos correspondientes a sus lados. El radio correspondiente a la esfera a la que pertenece el huso
o el inglete, es el radio de ellos.

Husos (ingletes) congruentes en una superficie esférica, son aquellos cuyos angulos lineales son de
igual medida. También se puede considerar las desigualdades y operaciones teniendo en cuenta las
medidas de dngulos de los husos o ingletes.
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Extension y medida de la superficie de los cuerpos solidos

Recordemos que la medida de la superficie lateral de los poliedros, en general, es la suma de las
medidas de las regiones de los poligonos que lo forman. Por lo tanto, basta con determinar el area de
un poligono que sea equivalente a dicha suma.

Sean estos poligonos, cuyas areas son la suma de las caras laterales, de una pirdmide recta o de un
prisma o de un tronco de piramide, obtenidos como se muestra en los dibujos siguientes. Los
poligonos resultantes reciben el nombre de reticulo o plantilla de la superficie lateral de cada uno de

v F=F D' E F

H
los cuerpos.

De la observacion de cada uno de estos reticulos, se pueden enunciar los siguientes teoremas:

“1. La superficie lateral de una piramide recta es equivalente a un triangulo que tiene como base el
perimetro de la base y como altura la apotema lateral de la piramide.

2. La superficie lateral de un prisma recto es equivalente al rectangulo que tiene como medidas de
sus lados el perimetro basal y la altura del prisma.

3. La superficie lateral de un tronco de piramide recto es equivalente a la de un trapecio que tiene
como bases los perimetros de cada una de las bases y como altura la apotema del tronco”.
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Teorema. “La superficie lateral de un prisma oblicuo es equivalente al rectangulo construido sobre
el perimetro de una seccion normal del prisma y sobre una arista lateral”.

Sea GHI una secciéon normal del prisma, D
obtenida con un plano perpendicular a una de F

las aristas del prisma ( G L BE). El
paralelogramo ABED es equivalente al

rectangulo que tiene como base la arista 4Dy

como altura GH, lado de la seccion normal. A
Esto, también, se cumple para las otras caras del A
prisma, ya que sus aristas son congruentes.

Por lo tanto, la suma de las medidas de las superficies de las caras laterales es equivalente al
rectangulo construido sobre la suma de las medidas de los lados de la seccion y de una arita
cualquiera.

Medidas del area de la superficie lateral

Se considera como unidad de medida de area la de un cuadrado construido con la unidad de medida
del segmento. Entonces se deducen los siguientes teoremas:

“l. La medida del area de la superficie lateral S, de un prisma recto es igual al producto de la
medida p del perimetro de la base por la medida h de la altura.
S, = ph.
2. La medida del area de la superficie lateral S, de una piramide recta es igual al semiproducto de
la medida p del perimetro de la base por la medida a de la apotema.
1
Sy 5 pa.
3. La medida del area de la superficie lateral S, de un tronco piramide recta es igual al

semiproducto de la medida p + p’ de los perimetros de las bases por la medida a de la apotema.

1 ,
Sp = 5 (ptp’)a

Extension a las areas laterales de las superficies curvas

Intuitivamente, se puede extender lo analizado anteriormente, al estudio de las superficies de los
cuerpos redondos.

Teorema. “La superficie lateral de un cilindro es equivalente a la de un rectangulo que tiene como
dimensiones de los lados el perimetro de la circunferencia de la base del cilindro y la medida de su
altura”.

Demostracion: Considerando el cilindro como un prisma recto de un numero infinito de lados y al

cortarlo a través de una generatriz, se obtiene su reticulo, el cual es un rectangulo cuyas medidas de
los lados son la longitud de la circunferencia basal y de la altura del cilindro.
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Generalizando la formula del prisma
recto, se tendra la medida de la
superficie lateral S; del cilindro

S1 = 2 zrrh, siendo r el radio de su
base y 4 su altura. Su area total sera:
St=2rrh + 2

Teorema. “La superficie lateral de un cono (en funcion de la generatriz) es equivalente a un
triangulo que tiene como base el perimetro de la circunferencia de la base del cono y como altura
su generatriz.

Demostracion: Considerando el cono
como una piramide recta de un numero
infinito de caras y al cortarlo través de
una generatriz, se obtiene su reticulo, el
cual es un tridangulo cuya longitud la
base es la de la circunferencia basal y la
medida de su altura la de la generatriz
del cono.

Generalizando la formula de la pirdmide recta, se tendrd la medida de la superficie lateral S; del

cono: S. = %2 nrg = rxrg, siendo r el radio de su base y g su generatriz. Su area total sera:  Si—=
xrg+ g’ = gr(g+r).

Teorema. La medida de la superficie lateral de un cono (en funcion de la altura) es igual al producto
de la medida de su altura por el perimetro de la circunferencia que tiene como radio la medida del
segmento perpendicular trazado desde el punto medio de la generatriz y comprendido entre ésta y el
eje (altura del cono)”.

Hipotesis Cono CAB, de generatrizCB = g ;

radio basal OB =r; O el centro del circulo basal y

CO=hsualtura (¢je). CE=EBy EF 1 CE.

EF= p.

Tesis: Sc =2 zr p

Demostracion

1) En los triangulos CFE y CBO se tiene:
/FCE ~ /OBC ( £ comun); /FEC =~

/ BOC (hipotesis). 2) Por lo tanto CFE =CBO (AAA).
3) Luego : EF : OB = CE : CO; o sea
1
ir= —g:h
P ) g

4) Por lo tanto %gr = ph.
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5) Multiplicando por 2 7 ambos miembros de la igualdad, queda: 2 7. % gr =2 . ph. O sea:

z.gt =2 . ph.
6) Pero, segiin el teorema anterior z.gr=Sc . Porlo tanto: Sc =2 zr p (tesis).

Teorema. “La superficie lateral de de un tronco de cono (en funcion de la generatriz) es equivalente
a un trapecio en el cual las medidas de las bases son los perimetros de
las circunferencias basales del tronco por la apotema (generatriz) del mismo”.

Demostracion: Considerando el tronco de cono como un tronco de piramide recta de un numero
infinito de caras y al cortarlo través de una generatriz, se obtiene su reticulo, el cual es un trapecio
cuya longitud las bases son las de las circunferencias basales y la medida de su altura la de la apotema
(generatriz) del tronco de cono.

Generalizando la féormula del tronco de piramide recta, se tendré la medida de la superficie lateral .S;
del tronco de cono, de radios basalesr y 1’ y apotema g :

Src = %(2 ar + 2 gr’).g = gx(r +r’).g, siendo r y r’ los radios de sus bases y g su apotema
(generatriz). Su area total sera: Si= z(r+r’) g+ zr’+ zr-.
Teorema. “La medida de la superficie lateral de un tronco de cono (en funcion de la altura) es igual
al producto de la medida de su altura por el perimetro de la circunferencia que tiene como radio la

medida del segmento perpendicular trazado desde el punto medio de la generatriz y comprendido
entre ésta y el eje (altura del tronco de cono)”.

c 0D
Hipotesis: Tronco de cono ABDC, de generatriz -
DB =g, ryr’ los radios basales, O y O’ los
centros de los circulos basales y OO’ = h su i AE
altura (eje). DE=EB y EF 1 DB. A/F/
00 n EF={F} y EF= p. A, s

Tesis: Stc=2 7 ph
Demostracion
1) Se construyen EI// ABYy DH 1 OB.

2) Por lo tanto OI = ~ " (mediana del trapecio OBDQO”).

3) En A EIFy A DHB se tiene: /EIF =~ /DHB ( /recto) ; <FEI =<BDH ( /s de lados
respectivamente perpendiculares).
4) Porlotanto A EIFy A DHB (AAA).
5) Luego: EI : DH =EF : BD.
r+r'

6) Pero El= (mediana del trapecio)

r+r'

7) Reemplazando hipdtesis y 6) en 5 resulta h = p:g.
8) Por lo tanto %g (r+r’)= ph.
9) Amplificando 8) por 2 7 queda: 2 7. %g (r+r’) =2 7. ph; o sea:
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r.g(r+1)=2 7. ph
10) Pero, segun el teorema anterior 7.g (r +1’) = Stc y por lo tanto:

Stc=2 z. ph. (Tesis)

Teorema. “El area de una superficie esférica es igual al cuadruplo del drea de un circulo
r ] »
maximo”.

3)
3)
4)

)
6)
7)

8)

9)
10)

Hipotesis Se es el area de la superficie esférica  H
de radio r.

Tesis: Se=4 712

Demostracion

1) ABCDEFG es una linea poligonal regular
inscrita en una semicircunferencia de radio
AO=0G=r.

N
Cc
P
o /
2) Se construyen M, N, P, Q, R, S los puntos Qts
E

medios de los lados del poligono y OM =
ON =... apotemas del poligono regular.

R

Al hacer girar la linea poligonal en 360°, generara superficies.
AB generara la superficie de un cono de altura 4.

BC, CD, DE, EF ... generaran superficies de troncos de conos de alturas HJ, 10, OK,
KJ, respectivamente.
FG generara una superficie del cono de altura JG.
p es la apotema de cada uno de estos cuerpos.
La linea poligonal regular generara una superficie de area lateral S, que sera la suma de las
areas laterales de todos los conos y troncos de conos formados.
Aplicando los teoremas anteriores, se tendra:
S =2 p AH+ 27 p HI+ 27 p 1O+ 27 p.OK+ 27 p.KI+ 27 p. ]G
Porlo tanto § = 27 p(AH + HI + 10 + OK+ KJ + JG).
Si el nimero de lados del poligono regular se hace infinito, se transforma en una
circunferencia de didmetro 4G y la medida del apotema p, se hace igual a r, medida del
radio de la circunferencia. La suma del paréntesis de la formula resultante es igual a 2r
(didmetro de la circunferencia). Como resultado, la superficie formada es una superficie
esférica cuya superficie mide
Se=27x1.2r= 471> (Tesis).

Corolarios: 1. La medida del area esférica es igual al producto del perimetro de una circunferencia

maxima de ella por el didmetro. Se= 27r1.d
2. La medida del area esférica es igual al producto de 7 por el cuadrado de su
diametro. S.= 7r.d%

20) La superficie esférica es equivalente a la de un rectangulo del cual uno de sus lados mide el

perimetro de una circunferencia maxima y el otro el didmetro de la esfera.
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Teorema. “El area de una zona esférica (casquete esférico) es igual al producto de una
circunferencia mdxima por la altura de la zona (casquete) .

Hipotesis Sea la esfera con centro en el punto O y

de radio r.

ABCD zona esférica de altura EF =h y de area S,.

Tesis: S;= 2xr. h

Demostracion

1) El area lateral del tronco de cono generado
por la cuerda 4B esiguala 27 p.h
(teorema).

2) Si se considera el arco AB formado por
infinitos troncos de conos con, p =T, él drea de la

superficie engendrada rotando este arco, S,, sera

la suma de las areas de los troncos de conos formados.
Por lo tanto S; = 2z 1.h (tesis).

Teorema. “El area de un huso esférico, es igual al producto de un circulo maximo de la superficie
. Loa . . , e
esférica a la cual pertenece por la razon ——, siendo o la medida del angulo rectilineo
90°
correspondiente al huso”.
Hipoétesis ABDC huso esférico de radio r,

medida de su angulo rectilineo y Sn la
medida de su area.

7 ra
90°

Tesis: Sy =

Demostracion
1) Se considera la superficie esférica como un

huso completo y la medida de su angulo rectilineo
es 360°.

D

2) Aplicando las propiedades de las proporciones, se tiene: Sh: o = Se¢:360° siendo Se el
area de la superficie esférica.
3) Por el teorema anterior se sabe S. = 4 .12, siendo r el radio de la esfera. Reemplazando en

la proporcion queda: Sk: o =4 z.r* : 360°. Por lo tanto, simplificando y despejando queda:

2
Sh = q=4rr2q:3600=" ;0'“ (Tesis).
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Observacion: Si el angulo ¢ se mide en radianes es

/a4

, por lo tanto la medida del area de un huso

esférico sera: 2r* .

Finalmente, si se anota la medida del arco ecuatorial del huso por m, se puede obtener el 4rea del huso
con la proporcion Sy : Se =m : 2 z.r; entonces, se obtendra que Sy = 2rm. O sea, un huso esférico es
equivalente a un rectdngulo que tiene por base la medida de su arco ecuatorial y por altura la medida
del diametro de la esfera.

Taller 8-3

10.

11.

12.

13.

Dada la arista a de un cubo, determine la medida del area de de la seccidon correspondiente
a un plano que pasa por el centro del cubo y es perpendicular a una diagonal (es un
hexagono regular).

En un paralelepipedo rectangular, la suma de sus aristas es m y sus dimensiones son
proporcionales a los nimeros a, b y c. Determine las dimensiones del paralelepipedo y la
medida de su area total.

Calcule las dimensiones de un paralelepipedo rectangular, sabiendo que estin en
progresion aritmética. La diagonal mide d y su 4rea total es 2s°.

Determine la razén en que estan las aristas de un tetraedro regular con las de un cubo de
superficie equivalente.

Una piramide recta tiene como base un cuadrado cuya diagonal mide a y la arista lateral
b. Determine la medida de la superficie total de la piramide y su altura.

Un so6lido esté constituido por un cubo cuya cara superior es la base de una piramide. La
suma de la arista de cubo equivale al triple de la altura de la pirdmide. Determine la
medida del area total del solido.

La superficie de un trapecio isdsceles mide 1200 cm?. Su base mayor son los 7/3 de la
menor y 28/15 de su altura. Determine la medida del area del cuerpo de revolucion
obtenido de una revolucion completa del trapecio en torno a la base mayor.

Un trapecio rectangulo tiene la base menor congruente al lado oblicuo, el dngulo agudo
mide 60° y su area mide a’. Determine la medida del area del solido generado al hacer
una rotacion completa del trapecio en torno al lado perpendicular a las bases.

Determine la razon entre el area total de un cono equilatero con la de la esfera inscrita en
él.

Inscriba en una esfera de radio r un cono de area lateral equivalente a la de un casquete
esférico que tenga la altura congruente con la del cono.

Un bloque de piedra tiene forma de paralelepipedo recto de 768 cm? de area total. Sus
dimensiones son proporcionales a los numeros 3, 4y 12. Encuentre la razon en que estan
su superficie con la superficie de la esfera que tiene como medida de su didmetro la medida
de la diagonal del paralelepipedo.

Dos cilindros son el uno inscrito y el otro circunscrito a un prisma triangular regular de 10
cm de arista basal y siendo la medida de la altura del prisma de 30cm. Calcule la razén
entre los volimenes de los cilindros y la razon entre las areas de ambos.

Determine las medidas del area de la superficie total y del volumen del cilindro y del cono
equilatero, circunscritos a una esfera de radio R y, luego, determine la razon entre sus
areas con la de la esfera.

166



Extension de los cuerpos solidos. La relacion de equivalencia entre sodlidos:
Medida de los volumenes de los solidos.

Intuitivamente, atribuimos una extension a los poliedros, conos, cilindros, esferas y también a los
elementos que se han analizados de ellos. A estas figuras generalmente, se las llama sélidos. Tales
extensiones se denominan extension espacial o simplemente volumen.
Dados dos s6lidos A y B, y con el recurso del modelo empleado para estudiarlos, se
dird que los solidos A y B tienen extensiones iguales o que los solidos A y B son equivalentes y que
los so6lidos son de mayor o menor extension.
Definicion: La figura formada por todos los puntos comunes de sus contornos de dos o mas sélidos
dados, es la suma de los sélidos.
Considerando estos conceptos, se pueden enunciar los siguientes axiomas, andlogos a los que
sirvieron para caracterizar la equivalencia de la superficie.

1. Dos solidos que tienen sus superficies congruentes, son equivalentes (no es vdalido el
reciproco).
Cada solido es equivalente a si mismo (reflexividad).
Si un solido es equivalente a otro, éste es equivalente al primero ( simetria ).
Dos solidos equivalentes a un tercero, son equivalentes entre si (transitividad)
Dados dos sdlidos cualesquiera, el primero puede ser equivalente o mayor o menor que el
segundo (tricotomia).
Sumas de solidos equivalentes, son equivalentes.
Cada sdlido que es menor que otro estd contenido completamente en él (Postulado de Dezolt).

SR N

NS

Segun teoremas de la geometria plana, dos poligonos equivalentes (tienen la misma extension)
pueden descomponerse en partes dos a dos equivalentes (equidescomposicion). Anadlogamente, el
axioma 6, recién enunciado, equivale a decir que dos sdlidos equivalentes pueden
equidescomponerse en partes equivalentes. Generalmente, la propiedad reciproca no es
verdadera.

Solamente para el prisma se demostrard que se puede equidescomponer. El matematico Max

Dehm (1903) demostro el siguiente teorema: “dos pirdmides pueden tener superficies

equivalentes sin poder ser descompuestas en partes equivalentes”.

Para estudiar los volumenes de dos sélidos, esto es, estudiar su equivalencia, se pueden seguir dos

caminos.

1. Se puede probar que la equivalencia de los prismas se identifica con la equidescomposicion,
mientras que para los otros sélidos, se consideran como partes contiguas de un prisma (o
solido obtenido por la suma de prismas) y definir dos s6lidos equivalentes cuando se pueden
separar en clases contiguas prismaticas.

2. Introducir, ademas de los axiomas ya enunciados un nuevo axioma, el Postulado o Principio
de Cavalieri, que permite tratar en forma valida la equivalencia de prismas, piramides, solidos
de rotacion, etc.

Bonventura Cavalieri, nacido en Milén el afio 1598 y murié en Bolonia en 1647, Matematico

jesuita, que difundi6 en Italia la teoria de los logaritmos, aplicandola a la trigonometria. Escribid,

entre otros, los siguientes tratados: “Geometria de los indivisibles”, “Trigonometria”, “Secciones
conicas”.
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Principio de Cavalieri

Se considera un paralelepipedo rectangular, construido por varias “capas” sobrepuestas y
paralelas a las bases. Se transforma este paralelepipedo en otro oblicuo y luego en forma intuitiva,
en otro con una cara curva, pero manteniendo invariante la base y la altura. Evidentemente se
cambia la forma del sélido pero no su extension.

Andlogamente se puede efectuar la misma experiencia con otros cuerpos, formados por un
numero grande de “capas” paralelas a un plano, obteniendo s6lidos de diferentes formas pero
equivalentes.

Se puede admitir que dos so6lidos, se pueden mantener equivalentes, secciondndolos mediante
planos paralelos a un plano fijo, resultando las secciones congruentes (secciones equivalentes).
Enunciado del Principio de Cavalieri: “Si dos sdlidos se pueden disponer, respecto a un plano
dado, de modo que sus secciones paralelas con respecto a dicho plano sean equivalentes,
entonces los dos solidos son equivalentes”.

Teoremas de equivalencia de los solidos

Teorema “Los prismas que tienen equivalentes las bases y congruentes las alturas, son
equivalentes”.

Efectivamente, si se ubican dos
prismas de modo que sus bases estén
sobre un mismo plano ¢, las
secciones de los planos que corten a
los prismas paralelamente a dicho
plano son congruentes, ya que por
hipotesis, las bases son equivalentes.
Por lo tanto, aplicando el Principio
de Cavalieri, se tendra que los
prismas son equivalentes.

Corolario: Un prisma es equivalente a un
paralelepipedo rectangular de base equivalente e igual altura.

Teorema “Las piramides que tienen equivalentes sus bases y congruentes sus alturas son
equivalentes”.
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Se ubican dos piramides de
modo que sus bases estén
sobre un mismo plano «, las
secciones de los planos que
corten a las pirdmides /
paralelamente a dicho plano
ya que, por hipotesis, las bases son equivalentes. Por lo tanto, aplicando el Principio de Cavalieri,
se tendra que las piramides son equivalentes.

A continuacion un teorema demostrado por Eudoxio de Cnidos, matematico que vivio en el siglo
IV antes de C.
Teorema. (de Eudoxio). “Todo prisma triangular puede dividirse en tres piramides equivalentes”

Sea el prisma triangular ABCDEF de la figura. Si se interseca el prisma por el plano formado por

el punto E y la arista 4, el prisma queda dividido en dos piramides, una triangular E —~ABC (
P; )y otra cuadrangular E — ACFD. Esta segunda piramide, se interseca por el plano formado por

el vértice E y la diagonal 4F de su base, quedando dividida en dos piramides triangulares
E—AFD ( P2)y E— AFC ( P3).

D F D
[

[ v
[y v ]

<u

A \ A \

B B
Pero resulta que P> y P3 son equivalentes, ya que tienen sus bases equivalentes (AFD y ACF) y
misma altura desde la cuspide E, a estas bases. Pero también P; y P> también son equivalentes

(bases equivalentes, DEF y ABC e igual altura, la del prisma). Aplicando el axioma de
transitividad de la equivalencia, resulta la equivalencia Py = P> = P;,

Teorema “Una piramide es equivalente a la tercera parte de un prisma de base y altura
iguales a las de la piramide”.
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Consideremos como primer caso una piramide D
triangular V-ABC. Desde la cuspide V se traza

un plano paralelo al plano determinado por la

base ABC y desde los vértices B y C rectas E

paralelas a la arista Q4 que intersecan al plano
trazado en los puntos E y D. Se obtiene, de esa
manera, un prisma triangular de base ABC'y
de altura, la misma de la pirdmide, que resulta
de la piramide triangular dada y de la pirdmide ¢
cuadrangular O - BCDE. Se considera, ahora,

el plano formado por las rectas OBy OD, que
divide a la pirdmide cuadrangular en dos
piramides triangulares, una O - BED y la otra B
O — BCD, de bases congruentes (propiedades

de los paralelogramos) y de misma altura. Por

lo tanto son equivalentes.

Ademas, cada uno de estas pirdmides triangulares tiene la base congruente y altura igual a la de
la pirdmide dada. Por lo tanto son equivalentes. El tetraedro B — OED también es equivalente con
la piramide dada (base congruente y altura igual). Por lo tanto el prisma triangular es la suma de

tres piramides equivalente y cada una equivale a la tercera parte del prisma formado.
(o]

Ahora, si como segundo caso, se considera una
piramide cualquiera, se puede descomponer en
piramides triangulares de igual altura, al dividir el
poligono basal en regiones triangulares trazando
las diagonales de la base. Cada una de estas
piramides equivale a la tercera parte de un prisma
que tienen igual base e igual altura que la pirdmide E
dada. La suma de ellas equivalen a la tercera parte A

del la suma de los prismas que forman el prisma
dado.

Teorema. “Un cilindro que tienen equivalentes las bases y congruentes sus alturas, son
equivalentes.

Si ubicamos la base del

cilindro y del prisma sobre un

mismo plano ¢ y se

intersecan con un plano

paralelo a ¢, las secciones M
resultantes resultan

congruentes a sus respectivas

bases y, ya que por hipotesis,

las bases son equivalentes, entonces estas secciones son
equivalentes entre si. Aplicando el Principio de Cavalieri, se puede afirmar que los dos solidos
son equivalentes.

Teorema. Un cono y una piramide que tienen las bases equivalentes y congruentes las alturas,
son equivalentes”.
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Ubicamos la base del cono y de la
piramide sobre un mismo plano ¢ y se
intersecan con un plano paralelo a ¢, las
secciones resultantes resultan
congruentes a sus respectivas bases. Sea
C el circulo de la base del cono de altura

OH y B la base de la piramide de «
altura (' [, siendo congruentes estas
alturas.
C’ y B’ las secciones en el plano paralelo ¢ con distancias OH y O’H’ desde la respectiva
cuspide.

Por teorema anterior, se tiene respectivamente:
C:C’=(0OH)?*: (OK)> yB:B’=(0’H")2: (O’K’)?>. Ademas, por hipotesis, se sabe que OH

~O'H'Y O_K =~ ('K, de lo cual se deduce que C:C’ =B : B’. Por lo tanto C es equivalente a
B y C’ es equivalente a B’. Aplicando el Principio de Cavalieri, se puede afirmar que los dos
solidos son equivalentes.

Se estudia, a continuacién, una
figura que permitira enunciar
una nueva forma de
equivalencia. Dada una esfera
de centro O, se considera un
cilindro equilatero circunscrito a
ella y dos conos que tienen su
vértice en O y las bases
coincidentes con las del
cilindro.

El solido que se obtiene recibe el nombre de
anticlesidra. Las bases del cilindro son las bases de ella. Se demuestra que la esfera es equivalente
a la anticlesidra.

Para demostrarlo se traza una seccién al nuevo solido mediante un plano cualquiera paralelo a las
bases del cilindro. Si este plano pasa por el centro se la esfera, corta a la esfera y a la anticlesidra
segun un circulo maximo. En caso contrario, tal plano, a la distancia HA del centro de la esfera,

la cortara segun unradio 4y a la anticlesidra, seglin una corona circular comprendida entre la
circunferencia de centro H y radios HB y HC,en que HRB es el radio de un paralelo del cono y
HC de un paralelo del cilindro. Se observa que la medida del 4rea del circulo de radio AH es 7
(HA)? y la de la corona T ((HC)?> - (HB)?). Pero, HC coincide con el radio de la esfera (OA) vy,
por otra parte, el radio de la base del cono es congruente con su altura, esto es B = HO, por lo

tanto el area de la corona es T((OA)? - (OH)?).
Del triangulo OHA, rectangulo en H, se tiene que (OA)? - (OH)? = (HA)?. La medida del area de

la corona queda T (HA)?, la cual es igual a la del circulo de la seccion de la esfera y, por lo tanto,
el circulo y la corona son equivalentes.

Corolario: Un segmento esférico, obtenido cortando la esfera de radio r con dos planos paralelos,
By y. es equivalente a la parte de la anticlesidra, que tiene las bases paralelas a los planos Sy

yy comprendida entre estos planos que limitan al segmento.
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Se observa que esta parte de la anticlesidra es la diferencia entre un cilindro de radio r y altura h
y la suma (fig. 1) o la diferencia (fig. 2) de dos conos, uno de radio y altura h; y, el otro de radio
y altura ho.

ﬁﬁ
A
|
|
|
|
|
=
S
"
|

figura 2

Medida del volumen de los solidos

Se estudia, a continuacion, la medida del volumen de un so6lido, simplemente llamada medida de un
solido.

Se considera, primero, una unidad U que corresponde al volumen de un cubo en el cual la medida de
su arista es u, que representa la unidad de longitud. En la practica, dicha unidad es el metro o uno de
sus submultiplos decimales. Si la medida de la arista es de un metro, la unidad sera un metro cubico
(1m?).

El teorema fundamental de la medida de los volumenes de los sélidos se refiere a la medida del
volumen de un paralelepipedo rectangular, que se enuncia de la manera siguiente: Los
paralelepipedos rectangulos que tienen bases equivalentes son proporcionales a sus respectivas
alturas”.

Los paralelepipedos Pi, P2, Ps... tienen bases congruentes. Se quiere demostrar que son
proporcionales a sus respectivas alturas AB, CD, EF...
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Si 4B =~ CD, entonces los paralelepipedos P y P, resultan congruentes. Supongamos que la altura
del paralelepipedo P; sea la suma de los otros dos. Por ejemplo, EF = AB + CD. Entonces el
paralelepipedo P3 resulta de la suma de dos paralelepipedos congruentes con P; y P». Aplicando el
criterio general de la proporcionalidad se concluye que los paralelepipedos rectangulos son entre si
como sus respectivas alturas.

Teorema. La medida del volumen de un paralelepipedo rectangular es igual al producto de sus tres
dimensiones (medidas de las aristas concurrentes a un mismo vértice)”.

Sea P un paralelepipedo rectangular de dimensiones a, b, c. Sea U el cubo construido sobre la unidad
de medida lineal u. Sean P’ y P*’ dos paralelepipedos auxiliares, el primero de dimensiones a, b, u'y
el otro de dimensiones a, u, u.

. /

" b u p"

a a a

Por el teorema anterior, dos paralelepipedos que tienen respectivamente dos dimensiones congruentes
también, necesariamente, las terceras son congruentes y se tiene:

P:PP=c:u;p :P’=b:u; P’:U=a:u

Sea m, n, p las medidas de a,b,c con respecto a la unidad u. Por lo tanto se tiene:

a:u=m , b:u=n, c:u=p. De las proporciones precedentes se deduce que

P:PP=p P :P’=n p’:U=m; Osea,P=p-P’ ; pP=n-P” y P’=m'U y por lo tanto:
P=mnp-U.

De esta igualdad se deduce que la medida de p es funcion de U o sea, la medida del volumen de P,
es igual a mnp.

Observacion. Como el producto m-n representa la medida del area de una cara del paralelepipedo, la
cual se puede considerar como base, se puede dar el siguiente enunciado: “La medida del volumen de
un paralelepipedo rectangular es igual al producto de la medida del area de la base por la medida
de su respectiva altura”.

Corolario: La medida del volumen de un cubo es igual a la tercera potencia de la potencia de su
arista.

Teorema. “La medida del volumen de un prisma es igual al producto de la medida del area de la
base por la media de la altura”.

Se demostrd anteriormente que un prisma es equivalente a un paralelepipedo rectangular que tienen
sus bases equivalentes y sus alturas iguales y luego, aplicando el teorema anterior, la medida del
volumen de un prisma cualquiera es igual al producto de la medida del area de su base por la medida
de la altura.

Teorema. “La medida del volumen de una piramide es igual a un tercio del producto de la medida
del area de la base por la medida de la altura”.

Se demostro, anteriormente que una piramide es equivalente a la tercera parte de un prisma de que
tienen bases equivalentes y altura iguales. Luego se deduce lo que se queria demostrar.
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Teorema. “La medida del volumen de un tronco de piramide es igual a un tercio del producto de la
medida de su altura por la suma de las medidas de las dreas de las bases y de la media geométrica
de ellas”.

Sea O la cuspide de la
piramide a la cual pertenece el
tronco de base
ABCD,A’B’C’D’ y de altura
HH’. Sean b y b’ las medidas
respectivas de las bases, h la
medida de la altura y x la
medida de OH".

Se observa que el volumen del
tronco de cono ( Vrc ) es la
diferencia entre los volimenes

Por lo tanto: (I) V¢ = %b (h+x) - %b’x = %x (b-Db).

Por teorema de la proporcionalidad: b : b’ = (h +x)?: x2, de lo que se deduce:
Jb b = (h+x)* : x*. Descomponiendo la proporcion queda:
/b
Vb —b'

. Sustituyendo este valor en (1), se tiene Vtc = %

(\/E - \/F) Jb = h:x. Despejando x, se obtiene: x =
INb(b +~b")_ h(bb' +b

Racionalizando: x =

b-b b-b
bh + % (Vb +b') “;’b';b') *(b-b')= % h(b+b'+\bb') , que es la formula correspondiente al enunciado

del teorema.

La féormula obtenida se puede descomponer de la siguiente manera:

Vrc= %b h + % hb’ + % h~/bb'. Entonces, se puede deducir que e/ volumen de un tronco de piramide

es equivalente a la suma de los volumenes de tres piramides que tiene como altura la altura del
tronco y las bases son equivalentes a las del tronco y a su media proporcional.

Un tronco de prisma es la parte del prisma comprendida ente una de sus bases y una seccién no
paralela a dicha base, que corta a todas las aristas laterales.

Teorema. “Un tronco de prisma triangular es equivalente a la suma de tres piramides que tienen
como base comun una de las bases del prisma y por vértice los vértices de la otra base”.
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Sea b la medida del area de la
base ABCyh,h’yh’ las
medidas de las alturas desde los
vértices D, Ey F
respectivamente a la base .
Entonces la medida V del
volumen sera: V=>.

h+h'+h"

3

a) Siel tronco de prisma es recto,
h, h’ y h’’ son la aristas laterales
m,n y p; por lo tanto, V=">b - m p

b) Siesun tronco de
prisma oblicuo, una s n
seccion S normal a las
aristas divide al s6lido

1 . 1

P
prismas rectos y, por lo tanto, sumando los volimenes obtenidos, se llega a la formula

yog mtntp
3

La medida de un tronco de prisma triangular es igual al producto de de la medida del area de una
seccion normal por la media aritmética de las medidas de sus tres aristas laterales.

Volumen del cilindro

Se sabe que el volumen de un cilindro es equivalente al de un prisma de base equivalente e igual
altura. Por lo tanto se puede enunciar el siguiente teorema:

“La medida del volumen de un cilindro, es igual al producto del area basal por la medida de la
altura”.

Sea V.i. la medida del volumen, siendo la medida del radio del cilindro y h la de la altura, se obtiene
la siguiente formula: Ve = m-2h.

Volumen de un cono
De manera idéntica, de la medida del volumen de una pirdmide se puede enunciar el siguiente
teorema: “La medida del volumen de un cono es igual a un tercio del producto de la medida del area
basal por la altura”.
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Sea Veono. la medida del volumen, siendo la medida del radio del cono y h la de la altura, se obtiene

la siguiente formula: Vi = é ' h.

Volumen del tronco de cono

Se puede obtener con el mismo procedimiento para determinar el volumen de un tronco de piramide.
Seanr, r’ y h las medida del radio de la base mayor, de la base menor y de la altura del tronco y Vcono

la medida de su volumen. Las medidas de las areas de las bases son 7%y, por lo tanto resulta:

Veono = %h(m’z + 727”'2+\/ 727”2.727"2 ) Luego Veono = %72'}1(1’2 + V'2+I’V'))~

Volumen de una esfera

Teorema. “La medida del volumen de una esfera es igual a un tercio del producto del radio por la
medida de la superficie esférica”.

Sea la esfera de radio r y se considera la superficie esférica dividida en n infinitas partes pequenas:
b1, bz, bs... ba. Sobre cada una de estas partes, consideradas como bases, se construyen piramides con
cuspide comun en el punto O, centro de la esfera. En todas estas piramides la medida de la altura es
la del radio r de la esfera.

El valor del volumen de cada una de ellas sera: Vi- % b *r,coni=1,23...n Lasuma de ellas sera:

Ves fora = l rz b, Pero la sumatoria Zbi corresponde a la medida del area de la superficie esférica total
i=1 i=1
y por lo tanto: Zbl: 4 m*: Reemplazando este valor en la formula obtenida queda J_ fora = g .

i=1
A continuacion, se demuestra un teorema el cual entrega un procedimiento para determinar las
medidas de las superficies y de los volumenes de los cuerpos engendrados por la rotacion de figuras
planas en torno a un eje, situado en el mismo plano de las mismas.

Teorema. “La medida del volumen engendrado por la superficie triangular que gira alrededor de un
eje, en el cual tiene uno de sus vertices y considerado en el plano correspondiente a la superficie, sin
intersecarlo, es igual a un tercio del producto de la medida del area engendrada por el lado opuesto
al vertice situado sobre el eje, por la medida de la altura correspondiente a dicho lado”.
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Sea el tridangulo ABC cuya superficie gira
B alrededor del eje xY. Se traza la altura BH
=hy AD =r, siendo 4D 1 XY.
h 1 caso. El lado B( coincide con el eje
XY (figura 1). El volumen engendrado por
la superficie triangular es la suma de los
D volumenes de dos conos engendrados por

los tridangulos rectangulos ABD y ACD.
Resulta, entonces:

A D Vasc = l ﬂrz.BD+lﬂr2.CD= l
3 3 3

w*(BD +CD) = % '’ BC = % ar.r.BC.
C Peror - BC es el doble del area del

triangulo ABC.
Por lo tanto: rbBC=AC . h

Reemplazando, se obtiene Vapc = % . AC.h.

X

Ademas: 7 . ACes la medida del area del cono engendrado por el lado 4C.

Luego: Vasc = % del area engendrada por 4C. h.
2° caso.

El tridngulo ABC tiene s6lo un
vértice comun con el eje (figura 2).

h Se traza A—(f tal que interseca a XY
en el punto D.

Se tiene: Vasc= Vasp - Vcap .

H Aplicando el primer caso se obtiene:

VABC=% area (AD) . BH - % area

b (CD).BH = % (4rea (AD) — area (
CD)). BH
Luego: Vapc = %érea (AC).BH.

X

Observacion: En el caso que AC XY (figura 3), se lo considera como un caso limite del caso 2,
en el cual el punto D se aleja indefinidamente sobre el eje X7 .
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Teorema. “La medida del volumen engendrado por sector poligonal regular que gira en torno a un
diametro exterior al mismo, es igual a un tercio del producto de de la medida del area que engendra
la linea poligonal regular por la medida de la apotema de la misma”.

Sea OABCD un sector poligonal regular que gira
alrededor de un eje XY. p 1 E
Vaos - %a’rea(AB).O] , VBoc= %drea(BC).OI', I N\
N\
B : F
Veon- %drea(CD).OI" 4 N
r Yo
Pero las medidas de OI, OI' y OI’’ son iguales 7
(apotema de un poligono regular). c AR
Por lo tanto, /
h
1 |
VAABCD = 3 (drea(AB) + drea(BC) + dtrea(CD)).0I > 5
Y

Teorema. “La medida del volumen de un sector esférico es igual a un tercio del producto de la medida
del area de la zona esférica correspondiente, por el radio de la esfera”.

En una esfera de centro O y de radio R, se considera el sector esférico OAB. El sector circular AOB
es un sector poligonal de infinito nlimero de lados. Igualmente, el volumen generado por el sector
circular OAB, se puede considerar el limite del volumen generado por la linea poligonal de infinitos

lados. Por lo tanto se puede aplicar la formula deducida en el teorema anterior: Vaog = % S.p,siendo

S la medida del area generada por la linea poligonal y p la  apotema del poligono. Pero en el limite
considerado, p =r, radio de la esfera'y

S = 2rh. Reemplazando resulta:  Vaog = %2727’}1.7‘ = % wh.

El volumen de la esfera se puede considerar generado por la rotacién de un semicirculo en torno
a su diametro. En este caso S es la medida de toda la superficie esférica ( 4772) y h=r. Luego

Vestera = 1.47172.1/ = i,mﬁ, formula deducida anteriormente.
3

Volumen de un segmento esférico

Teorema. “La medida del volumen de un segmento esférico, es equivalente a la diferencia entre las
medidas de los volumenes de un cilindro y de un cono, cuyas alturas miden lo mismo que el radio
de la esfera y la altura del segmento, respectivamente; la medida del radio basal, en ambos cuerpos,
es igual a la medida de la altura del segmento”.
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B
1. Segmento esférico de una

base. Sea el segmento esférico / :\
ABC, de altura DB =h en una A D c
esfera de centro O y radio r. Vieg.

est €S la medida del volumen del o

segmento. Vseg. est S€ obtiene de

la diferencia ente el Volumen del

sector esférico AOBC ( % w’h)y

E

del cono AOC ( %ﬁ(DA)Z.OD)-

Pero (DA)>= DB.DE. O sea, (DA)?=h (2r-h). Reemplazando queda:
VsegA esf — %717"2}1 - éﬂh(zl" - h)(l/' — h) Vseg. esf- — %ﬂh2(3l" — h)

Al resolver esta desigualdad se obtiene: Vieg ost. = r7h> — lh.hz.

2. Segmento esférico de dos bases. En este caso, la medida del volumen del segmento, se obtiene de
la diferencia de las medidas de dos segmentos de una base.

Volumen de un inglete o cuiia esférica

Para calcular la medida del volumen de una cufia esférica, basta aplicar, tal como se hizo en el
tratamiento del huso esférico, la proporcionalidad de las medidas de volimenes de cufas esféricas
con respecto a las medidas de sus angulos diedros, considerando, como caso particular, la esfera
entera, como una cuna.

Si Veuia est €s 1a medida del volumen y n° la medida del angulo diedro de la cufa, se tiene la siguiente

proporcion: Veuaest : Vesfera = 102 360°. O sea:

4m’n  wn

3360 270

3 3
4mn se tiene Viujiaest = amn I
3360 3

chﬁa esf -+ gﬂ?’3 = 1n: 360. De donde. chﬁa esf —

De la formula Veusa est = =3s. g, siendo s la medida del area

del huso esférico correspondiente a la cufia.

Se obtiene, por lo tanto, el siguiente enunciado: La medida del volumen de una cufia esférica se
obtiene del producto de la medida del area del huso correspondiente por un tercio de la medida del
radio”.

Semejanza en el espacio

Dos figuras en el espacio se dice que son semejantes, cuando se hace una relacion punto a punto entre
ellas de modo que la razon de las distancias entre dos puntos correspondientes se mantiene constante.
La razén constante se llama razon de semejanza. Si esta razén es igual a la unidad, las dos figuras
son congruentes.

Se podrian demostrar las siguientes proposiciones: La figura semejante a un segmento, a una recta, a
un rayo son, respectivamente, un segmento, una recta, un rayo.
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La figura semejante a un semiplano, un plano o a cualquier figura plano son respectivamente un
semiplano, un plano y una figura plana. La figura semejante a un diedro y a un dngulo sélido son
respectivamente un diedro congruente al dado o un angulo s6lido congruente al dado.

Igualmente se considera la homotecia directa o inversa en el espacio. Dos figuras se dice que son
homotéticas cuando relacionadas punto a punto de modo que dos puntos A y A, con respecto a un
punto fijo O, centro de homotecia, la razén OA : OA’ es constante. Esta razon es la razon de
homotecia. Si el dibujo de cada uno de los puntos correspondientes se encuentra sobre su semi rayo
opuesto, se denomina homotecia inversa.

En figuras hometéticas la razon entre la distancia del dibujo de los puntos correspondientes es
constante e igual a la razon de homotecia. De esto se deduce que la homotecia no es mas que un caso
particular de semejanza.

Teorema. “Si dos figuras son semejantes, cualquiera de ellas es igual a una figura homotética de la
otra con respecto a un centro fijado arbitrariamente. Esto significa que, mediante un movimiento
oportuno, dos figuras semejantes pueden ser dispuestas en el espacio de modo que lleguen a ser
nomotéticas”.

Teorema. “El drea de dos superficies poliédricas semejantes son proporcionales al cuadrado de dos
segmentos homologos cualesquiera”.

Indicando como Fi , F2, F3, F3 ...las medidas caras del primer poliedro y como F’1 , F’>, F’5 ... las
caras homologas del segundo y como 1y I’ las medidas de dos segmentos homologos cualesquiera.
Como las caras homologas son poligonos semejantes, sus areas son entre si como el cuadrado de los
lados homologos y, ademas la razén entre | y I’ es constante. Por lo tanto se obtiene la siguiente
relacion: Fi :F’1 =12: 1% F2: F> =12:1"%, F3: F’3 =12:1"2... y,por lo tanto: F1 : F’1 = F2: F’; =
F3:F’3-.. Componiendo esta serie de razones se tiene: ( F1+ Fo+ F3+...) = (F1 +F> +F’3
...= Fi:F’1 . Nominando A y A’ las areas de los dos poliedro y como Fi : F’; = 12: 1’2, se tiene A
AT =1212

2
Por lo tanto se puede deducir que: A : A’ = (éj .

Otra forma de enunciar el teorema: “La razon entre las medidas de las superficies de dos poliedros
semejantes es igual al cuadrado de la razon de semejanza”.

Por ejemplo, si se construye un poliedro triplicando las dimensiones lineales de un poligono dado,
su area se hace nueve veces mayor.

Este teorema puede aplicarse también a cilindros o conos semejantes.
Si consideramos dos cilindros semejantes en los cuales sus alturas y radios son segmentos
corrspondientes. Sean 1, h, r’ y h’ las medidas de estos elementos y p la razon de semejanza, se

tendrd: r’:r= h’.h= p.Porlotanto: ' = pry
h> = ph. Si se denominan A y A’ las medidas de las respectivas areas totales, se tendra: A =
2mr(r+h)y A’ = 2m'(r'+h") = 27pr(pr + ph)-
' 2 1 2
A’ = 27r(r+h)p’. Luego, se deduce: A’ : A = p* = [1) = (%j . De manera analoga se procede
r

para la superficie lateral de dos conos semejantes.

180



Dos esferas son siempre tanto semejantes como nomotéticas y la demostracion es analogas a la que
se estudio con la circunferencia. Las medidas de las areas de dos esferas de radios r y 1’ se expresan
2

como 477>y 4m'"* y surazon serd [LJ , esto es, el cuadrado de su razéon de homotecia.

r
Volviendo, ahora a los volimenes de los sdlidos, se establecera la razon entre los so6lidos semejantes.
Si se considera dos prismas semejantes, de alturas h y h’; By B’ las medidas de las areas basales y V
y V’ las medidas de sus respectivos volumenes, se tiene que
V=Bh y V’=B’h’ y, por lotanto V : V'’ = BH : B’h’. Como las alturas son segmentos homologos
B:B’ = h?2:h’%; luego V:V’=h’:h. Entonces, los voliimenes de dos prismas semejantes son
entre si como el cubo de dos segmentos homologos.
Andlogamente se demuestra que el teorema es verdadero para los volumenes de dos sdlidos

semejantes cualesquiera.
En particular, los volumenes de dos esferas son entre si como los cubos de sus respectivos radios.

Como complemento de lo desarrollado, se presenta un anélisis del baricentro de los so6lidos y del
teorema de Guldino.

Se sabe, por la fisica que el centro de gravedad o baricentro de un cuerpo es el origen de la resultante
de las fuerzas paralelas del peso de las moléculas que forman el cuerpo. Si el cuerpo gira, este centro
no cambia y la fuerza peso se mantiene siempre paralela a si misma. Igualmente se puede considerar
el baricentro de una linea o de una superficie considerandolas como un conjunto de puntos
homogéneos.

Si una linea, una superficie o un cuerpo tienen centro de simetria, en dicho centro estara situado el
baricentro.

Por ejemplo, en un segmento, el baricentro es su punto medio; en una circunferencia y en un circulo
su centro; en un paralelogramo, es el punto de interseccion de sus diagonales; en un tridngulo, el
punto de interseccion de las transversales medias.

En el caso de lo sélidos de formas geométricas simples, se puede demostrar lo siguiente:

El baricentro de un prisma homogéneo es el punto medio del segmento que une los puntos que son
baricentro de las bases.

El baricentro de un cilindro homogéneo circular recto es el punto medio del segmento que une los
centros de las bases.

El baricentro de un tetraedro homogéneo se encuentra sobre el segmento que une la ctspide con el
baricentro de la base y divide, tal segmento, en dos partes de modo que la parte que contiene al vértice
es el triple de la otra.

Para complementar el estudio de los cuerpos solidos, a continuacion, se enuncian y verifican dos
teorema que relacionan la superficie y el volumen de los sélidos de revolucion con el baricentro de
la linea meridiana

Teorema de Guldino referido a la superficie de rotacion
“La medida del drea de la superficie de rotacion generada por una figura plana mediante un giro
completo en torno a una recta en su plano, al cual no atraviesa, esta dada por la medida del perimetro
de la figura multiplicada por la medida de la longitud de la circunferencia descrita por el baricentro

del segmento”.

Con estos dos ejemplos, se verifica el teorema.
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1. La superficie generada por el perimetro de
un rectangulo ABCD en el cual AB=r
BC =h, que efectua un giro completo con
respecto al lado BC. La medida del
perimetro del rectangulo es 2(h +r); la
distancia del Se quiere determinar el area
de la baricentro G del rectangulo al eje de

G

T2 |

_B/

., v . . . . . r
rotacion es — y la circunferencia descrita por el baricentro mide 27— = 7.
2

Aplicando el teorema de Guldino, se tiene que la medida S del 4rea de la superficie del cilindro es S
=2(r+h) zr=2 zr(h +r), que es, efectivamente la formula del area total del cilindro.

2. Se quiere determinar el area de la
superficie lateral del tronco de con
generado por el segmento AB y cuyos
extremos, A y B, estdn a la distanciar y r’
del eje de rotacion a. El baricentro G del
segmento AB es su punto medio y su

+7'

. . . r
distancia al eje a es , de modo que

. . . , r+r
describe una circunferencia de perimetro 27

Guldino se tiene S = 7 (r + "), siendo / la longitud de AB, que es la formula para el area del tronco

de cono de radios r y r’ y apotema /.

, esto es, z(r+r") y, aplicando el teorema de

Teorema de Guldino con respecto al volumen de los solidos de revolucion

“La medida del volumen generado por una superficie plana que gira alrededor de un eje que no la
atraviesa se obtiene por el producto de la medida de la superficie por la medida de la longitud de la

circunferencia descrita por el baricentro”.

Se verifica el teorema con los siguientes ejemplos:

1. Se desea determinar el volumen del
cono generado por la rotacion
completa de la region del tridngulo

ABC en torno al cateto 4, dados
AB =1 y AC =hy el baricentro G. La

medida del area del triangulo es %
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Si se traza GH// AC, se obtiene que HA = g y, por lo tanto la circunferencia descrita por el

baricentro mide 27;§ = %ﬂr y, aplicando le teorema de Guldino, la medida V del volumen del

cono sera: V= r_2h§ = 1 7r*h que es la formula del volumen del cono.
F
Se desea determinar el volumen generado de la b ¢ S

region del rectangulo ABCD de base AB =b y altura
CB = h por una rotacién completa en torno a la recta
EF/l BC h
a la distancia a desde el segmento. El s6lido

formado es la diferencia de dos cilindros de radios b
+a, ay de altura h. ———
Por lo tanto, la medida V de su volumen es :

V= 7(b+a) h—ma’h = b*h+ 2mbh = nbh(b + 2a).
Si aplicamos el teorema de Guldino, se obtiene: area del rectangulo = bh. La medida de la

. . . . . 2a+
circunferencia descrita por el baricentro distante b +a=22 b

desde el eje de rotacion es

7(2a +b) y lamedida V del volumen del solido es V = zbh(2a + b)

Por lo tanto, se verifica el teorema de Guldino

Aplicaciones del teorema de Guldino
Aplicacion 1.

Se quiere determinar la superficie y el
volumen del cuerpo llamado toro, que es el
solido generado por la rotacion del circulo
de radio r en torno a una recta en su plano y

La medida del area de la superficie del anillo es: S = 22/ = 47%1d.

Y la medida de su volumen es: V= 72 24d= 27%r2d.
Aplicacion 2.

183



Se quiere determinar la superficie y el
volumen del s6lido generado por la
rotacion del cuadrado ABCD de lado / en
torno a una recta I’ en su plano y que no lo
atraviesa y pasa por uno de los vértice (A).

Sea ¢ el angulo que la recta I’ forma con la diagonal adyacente al vértice A. La distancia OH desde

el baricentro (O) al eje de rotacion es é\/i seng 'por lo tanto, la medida S de la superficie generada
por el perimetro del cuadrado serd: S = 4[.27[1—2567’[0( = 471 \[2sena v la medida V del volumen

del sélido generado por la region cuadrada serd. V = | 2_2;;%%;70[ — d>\[2sena.. Para o = 45°,

o sea que la recta a coincide con un lado del cuadrado, tanto la superficie como el volumen son
minimos. Para o =90°, esto es cuando la diagonal es perpendicular al eje de rotacion, tanto la
superficie como el volumen son maximos.

Aplicacion 3.
Se desea encontrar el baricentro de una semicircunferencia y de un semicirculo.

Tanto la semicircunferencia como el

semicirculo de diametro 4B de longitud 2r, c
tienen como eje de simetria el diametro OC, G
perpendicular al diametro 4B, siendo G y X
G’ baricentro de la semicircunferencia y del
semicirculo. Haciendo GO =x y A [e) B
G’0O =x’, por el teorema de Guldino se tiene
que la superficie y el volumen, generados al
rotar la semicircunferencia y el semicirculo
en torno a 4B, miden respectivamente: S =
4 1

dor’= m2my V= —m=—m’2m' c
De esto se deduce que

2r ,_ 4
x=2=067T7y X' = —r=0424r G

T 3 x'

A (0] B
Taller 8-4

1. Un tronco de prisma recto tiene por base un cuadrado de lado a ; dos aristas tienen por
longitud a y las otras 2a. Determine la medida del volumen y del area total.

2. Un tronco de piramide de base triangular regular tiene la base inferior de a cm?, la de la
base superior b cm? y la altura h cm. Calcule la medida del volumen de la pirdmide
complementaria.

3. Un prisma recto tiene como base un octogono regular inscrito en una circunferencia de

radio 8cm. Calcule la medida de su volumen sabiendo que su altura mide lo mismo que
el lado del cuadrado inscrito en la circunferencia basal.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Un prisma oblicuo tiene por base un rombo cuyo lado mide 10 c¢cm y el d&ngulo agudo 30°.
La arista lateral mide 20 cm y tiene una inclinacién de 30° con respecto al plano basal.
Determine la medida del volumen del prisma.

De un estanque cilindrico de 8,80m de diametro salen 2 litros de agua por segundo. /En
cuanto habra bajado el nivel del agua después de % de hora?

Por el punto medio de la generatriz de un cono se hace pasar un plano paralelo a la base.
(Qué parte del volumen del cono total es el volumen del tronco de cono formado?
Calcule la medida del volumen de una esfera inscrita en cubo cuyo volumen es de 216
cm?.

Calcule la medida del volumen de un cono cuya seccion central es un triangulo equilatero
de area 12 cm?

Se hace girar un tridangulo ABC alrededor del lado AB como eje. Calcule la medida del
volumen cuerpo generado por la rotacion sabiendo que AB=25 BC=20 y AC =15.
Un tridngulo equilatero de lado a se hace girar en torno a una recta paralela a uno de los
lados que pasa por el vértice opuesto. Determine la medida desu volumen.

Calcule la medida del volumen del cuerpo que se obtiene al girar un cuadrado de lado a
alrededor de una recta paralela a una de las diagonales y que pasa por uno de los vértices
del cuadrado.

Calcule la medida del volumen del cuerpo obtenido al rotar un hexdgono regular de lado
a en torno a uno de sus lados.

Calcule la medida del volumen de un octaedro regular inscrito en una esfera de radio R.
Demostrar que si un cilindro y un cono son circunscritos a una esfera, el volumen del
cilindro es media proporcional geométrica entre los volumenes de la esfera y del cono.
En un cilindro recto cuya altura es de igual medida que su didmetro basal se hallan inscritos
una esfera y un cono. Determine la razén que estan los volumenes de los tres cuerpos
solidos. El cono tiene bases equivalentes y alturas congruentes con el cilindro.

En un tronco de pirdmide cuadrangular regular, la apotema de cada base es
respectivamente 3/8 y 5/12 de los perimetros basales y la medida de su érea total es de
751cm?. Calcule la medida del volumen del tronco.
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