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Familia de distribuciones

Definicién (Familia de distribuciones)

Una familia de distiribuciones es un conjunto de la forma:
F ={f(x;0) : 6 € O}

Donde:
f(x;0) es una funcion de masa o densidad,
0 es un vector de parametros,

O es el conjunto de posibles valores de 6 llamado Espacio

Paramétrico.
Lo - k AMENTO
Obs: Si 6 = (01,0, ...,0r), entonces 0 C R MATIoA
s ues Y | 1 £21AUISTICA
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Familia de distribuciones, Parametros y Estadisticos
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Familia de distribuciones

Ejemplo:

| -
F={fl0)=—e 27

xER; G = (u,0%);0 =R xR*
no?
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Familia de distribuciones

Ejemplo: Continuacién

Es la Familia llamada de Gauss, mas conocida como la Familia Normal

m El pardmetro 6 es bidimensional,

m 4 es llamado parametro de centro y tiene como espacio
paramétrico a R,

m 0 es llamado pardmetro de forma y su espacio paramétrico es
R*.

Zoom

AMENTO

0 por lo general es desconocido, o
- STICA
La Inferencia Estadistica permite estimar los valores de 6.
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Familia de distribuciones, Parametros y Estadisticos
[e]e]e] ]

Familia de distribuciones

Ejemplo:

La poblacion de estaturas de los habitantes de una pais se asume con
distribucion Normal, es decir si X es la variable aleatoria definida como
‘“Estatura de los habitantes de la poblacion”,entoces:

X ~ N(u;0?%)

El problema consiste en obtener informacién de los pardmetros u y o2,
la técnica basica consiste en reiterar observaciones de los individuos de
la poblacién bajo las mismas condiciones. El concepto que se define a
continuacién formaliza esta idea. (MENTO

N.W| Facultad de Ciencias | DE MATEMATICA
= | Naturales y Exactas | yEsTADISTICA
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Muestras Aleatorias

Muestras Aleatorias

Las variables aleatorias X = (Xi, X2, ..., X;) son llamadas MUES-
TRAS ALEATORIAS de tamano n desde la poblacion f(x) si
X1, Xz, ..., X, son variables aleatorias mutuamente independientes y
las funciones marginales de densidad o masa de cada X; tiene la misma
funcién f(x), lo que normalmente se llama variables aleatorias in-
dependiente e idénticamente distribuida, lo que se abrevia variables

iid.
Zoom
X = (X1, Xo, ..., X)) ma(n) de X significa
X; independiente de X, Vi # j (Independencia) %TQTZ
STICA

X; ~ X, Vi (Equidistribucién).

idad de Playa Ancha




Muestras Aleatorias
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Muestras Aleatorias

Definicion (Muestra Aleatoria)

Sea X = (X1,X2,...,X,) una m.a (n), desde una poblacion f(x),
entonces la conjunta fx(x) es igual al producto de las marginales, es
decir:

fX()_C) = le (xl) : sz(XZ) feee” an(xn)
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Familia de distribuciones, Pardmetros y

Muestras Aleatorias

Ejemplo:
Sean X = (X1, Xa, ...

Estadisticos

,Xn

Muestras Aleatorias Estadi

convergencia Prir
[o]e] o) ¢ O

) una m.a (n), desde una poblacién con dis-

tribucién Poisson de parametro A, es decir X ~ P(A), con funcién de

masa

Resp:

e~ %

flad) = ==
X.

n e—/l/lxi
fx(x;4) = l—[ B —
- L Xi:
i=1
e_n/l/lZ?:I Xi AMENTO
- NARIO
o
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Muestras Aleatorias
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Muestras Aleatorias

Zoom

La funcién fx(x;A) es llamada Funciéon de X Verosimilitud, y
algunas veces se denota

L(X;0) Vv L(6:X)
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Estadisticos
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Estadisticos

Definicion (Estadistico)

Sean X = (X1, Xy, ..., X;,) una muestra aleatoria de tamaiio n, desde
una poblacion y sea T (X) una funcion a valor real o a valor vectorial
cuyo dominio esta incluido en el espacio muestral de X , entonces la
variable aleatoria o vector aleatorioY =T(X) =T (X1, X2, ..., X,) es
llamado Estadistico, si T (X) solo depende de los componentes de X.
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Estadisticos
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Estadisticos

Ejemplo:

Supona que se estd muestreando una variable aleatoria X ~ N (u; 0'2).
Determinar si las siguientes funciones son Estadisticos:

T(X) = Shx
T(X) = 2x1 + pxp
T(X)=X" xi
T(X) = [, xi

AMENTO
NARIO

mim |t oo e sverrres | v st CMATICA

|==] Naturales'y Exactas | Y EsTADISTICA




Estadisticos
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Estadisticos

Algunos Estadisticos Importantes:

Media Muestral

1<
T(X)ZXZZZIM
=

Varianza Muestral

EPESIE B oS
T@—S—n_l;(xl %)
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Estadisticos

Algunos Estadisticos Importantes:

Desviacion Estandar Muestral

n

TR0 = 5=\ g ) =
Minimo
T(X) =x(1)
Maximo
1) = ey
MATICA
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Estadisticos
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Estadisticos

Teorema

Sean X1, X>, .., X,, una m.a (n), y X la media muestral, entonces:
ming Y10, (xi — a)? = XL, (xi — X)?
(n—1)§*= YL, (x — X)* = 5L - nX?
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Estadisticos

Lema

Sean X1, X3, .., X;, una m.a (n) desde una poblacion y sea g(x) una
funcion tal que E(g(X1)) y Var(g(X1)) existen, entonces:

E (X5, g(Xp) =nE(g(X1))
Var (XL, 8(X;)) = nVar(g(Xy))
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Estadisticos

Teorema

Sean X1, X3, .., X, una m.a (n), desde una poblacion con media u y
varianza o* < oo, entonces:

E(X) = u
2
_. O
Var(X) = —
n
E(S?) = o2
DEPARTAMENTO
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Estadisticos de Orden

Definiciéon (Estadisticos de Orden)

Los estadisticos de orden de una muestra aleatoria (X1, X, ..., X;,) son
los valores muestrales ordenados de forma creciente, los cuales son
denotados por X (1), X2, ..., X(n), donde:

X(1)

I
2
3=
2

X(2) = Segundo mas pequefioX;

X(,) = max X;

n l

() 1<i<n
AMENTO
NARIO
:MATICA
ISTICA

Muquillaza
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Estadisticos de Orden
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Estadisticos de Orden

Teorema (Estadisticos de Orden)

Sean X(1y, X(2), ..., X(n) estadisticos de orden de una muestra aleatoria
(X1, X2, ..., Xy) , desde una poblaciéon con cdf Fx(x) y pdf fx(x),
entonces la pdf de Xy es:

Fe@Fx @V 1 = Fe(n)]™
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Estadisticos de Orden
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Estadisticos de Orden

Teorema (Estadisticos de Orden)

Sean X(1y, X(2), ..., X(n) estadisticos de orden de una muestra aleatoria
(X1, X2, ..., X,)) , desde una poblacion con cdf Fx(x) y pdf fx(x),
entonces la pdf conjunta de X(;y y X(;); 1 <i < j <nes:

n!

G i-1
T e e AL O
X [F(v) = F) ™ 1 = F)]")

Universidad de
ﬁ Playa Ancha
1.8 | Facultad de Ciencias

— | Naturales y Exactas
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Conceptos de convergencia
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Convergencia en Probabilidad

Conceptos de convergencia

Teorema (Convergencia en Probabilidad)

Una sucesion {X, }, <y de variables aleatorias converge en probabili-

dad a la variable aleatoria X, lo que se denota X, 2, X si: Ve > 0;

lIim P(|X,-X|=2¢e)=0 Vv IlimP(|X,-X|<e)=1
n—oo n—oo
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Conceptos de convergencia
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Convergencia en Probabilidad

Supongamos que tenemos una sucesion de variables aleatorias { X, } ,en
donde X,, ~ Uniforme(0, %). Queremos verificar si esta sucesién con-

o L p
verge en probabilidad a cero, es decir, si X;, — 0 cuando n — oo.
Para demostrar la convergencia en probabilidad, usamos la definicién:

lim P(|X, - 0| > &) = lim P(X, = &)
n—oo n—oo

Dado que X, Umforme(O L -), la probabilidad de que X,, > & es igual
a % para & < Z y 0 en otro caso.
Por lo tanto,

1
hm P(X, >¢) = hm —=0
—00 —00 nE
n UTger;'dE%%eh DEPARTAMENTO
. ’ e DISCIPLI 10
para cualquier € > 0. Asi, demostramos que X, éae{mami@dmc' SRMATEMATICA

Naturales y Exactas | yEsTADISTICA

Muquillaza
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Conceptos de convergencia
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Convergencia en Probabilidad

Supongamos que tenemos una sucesion de variables aleatorias {Y;, },en
dondeY;, ~ Normal(0, %). Queremos verificar si esta sucesién converge

en probabilidad a cero, es decir, si ¥, LN 0 cuando n — oo.
Para demostrar la convergencia en probabilidad, utilizamos la defini-
cion:

lim P(|Y, -0] = ¢) = h’m P(|Y,| = ¢)

n—oo

Dado que Y;, ~ Normal(0, ) la probabilidad P(|Y,| > &) para cual-
quier € > O es:

P(|Yy| > &) =2 @ (—Vne)

donde ®(-) es la funcién de distribucién acumulada de la distribucién
normal estandar. @ Universidad de DEPARTAMENTO
‘ SESSJ

Playa Ancha

AAGIELE IR

DISCIPLINARIO
ATEMATICA
YESTADISTICA
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Convergencia en Probabilidad

Conceptos de convergencia

Ejemplo:

Sea X, ~ Exp(n), pruebe que X, 2, 0.Es decir, la sucesion X, X, ..
converge en probabilidad a la variable aleatoria X = 0

Respuesta:

lim P (|X, -0 > &) = lim P (|X,| > &)
n—oo n—o0

lim P (X, > &) (yaqueX, =0)
n—oo

= lim e "¢ (yaqueX, ~ Exp(n))
n—oo AMENTO
NARIO
{MATICA
=0 ISTICA
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Conceptos de convergenci
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Convergencia en Probabilidad

Conceptos de convergencia

Teorema (Ley débil de los grandes ntimeros)

Sean X1, X», .. variables aleatorias iid con E (X;) = uy Var (X;) =

_
02 < o0, y se define X, = — iy Xi , entonces Ve > 0;
n

lim P(|X,—pul<e)=1

n—oo

Esto es que X,, converge en probabilidad a u, es decir

X, 5w

AMENTO
i o NARIO
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Conceptos de convergencia
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Convergencia en Probabilidad

Conceptos de convergencia

Teorema (Ley fuerte de los grandes nimeros)

Sean X1, X, .. variables aleatorias iid con E (X;) = p y Var (X;) =

_ 1
02 < oo, y se define X, = — 2?:1 X, , entonces Ve > 0;
n

P(lim |)?n—,u|<g)=l

n—oo

Esto es que X,, converge de forma casi segura hacia (.
Playa Ancha DISCIPLINARIO
Facultad de Ciencias A
Naturales y Exactas
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Muquillaza
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Conceptos de convergencia
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Convergencia en Distribucién

Conceptos de convergencia

Definicién (Convergencia en Distribucion)

Una sucesion de variables aleatorias X1, X, .. converge en distribu-
cion a la variable aleatoria X si:

lim FX,,(X) = Fx(X)
n—oo

en todos los puntos x donde Fx(X) es continua.
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Convergencia en Distribucién

Teorema Central del Limite

Teorema (Teorema Central del Limite)

Sean X1, X», .. variables aleatorias iid con E (X;) = puy Var (X;) =

- 1
0% < o0,y se define X,, = — 2y Xi. Sea G (x) la funcion de distribu-
n

Vi (X, — )

cion de . Entonces
o
- —xP
lim G, (x) —/ —e Y 2dy
n—oo
‘/'_l(Xn _,U) WY
Esto es , ————  converge en distribucion a una Normal ...,
ag NARIO
Estandar. , isTica

Muquillaza
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Principios de Reduccion de datos

Principio de suficiencia

Un estadistico suficiente para un parametro 6 es uno que, de cierta
forma, captura toda la informacion acerca de 6 contenida en la muestra.
No es posible obtener informacién adicional en la muestra, ademaés del
valor del estadistico suficiente. Estas consideraciones nos llevan a la
técnica de reduccion de datos conocida como el principio de suficiencia:
“si T(X) es un estadistica suficiente para 6, entonces el proceso de
inferencia sobre 6 depende de la muestra X solo a través del valor
T(X)”.
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Principios de Reduccion de datos

Definicion (Estadistico Suficiente)

Una estadistico T (X) es una estadistico suficiente para 6 si la distri-
bucion de la muestra X dado el valor de T (X) no depende de 6.
Teorema (Estadistico Suficiente)

Si f(x|0) es la funcion de probabilidad o densidad conjunta de X, y
q(t|0) es la funcion de probabilidad o densidad de T(X), entonces T(X)
es un estadistico suficiente para 0 si y solo si:

f(x16)
q(T(x|9) AMENTO
NARIO
no depende de 0 para todo X. iSTica

Dr. Cristian Carvajal Muquillaza Universidad de Playa Ancha
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Principios de Suficiencia

Ejemplo: Estadistico Suficiente

Sea Xi, ..., X; una m.a (n) con distribucién Bernoulli de pardmetro
0, es decir X ~ Ber(6). Pruebe que T(x) = (X;+...+X,,) es un
ESTADISTICO SUFICIENTE para 6.

Respuesta:

Si X ~ Ber(6), entonces la distribucién conjunta se define:

ﬁf(x,-|9) = ﬁ g% (1 — )1
= i=1

n n
= g2i=1 Xi (1- 9)” 2oy Xi
AMENTO
NARIO
{MATICA

B ABISTICA
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Principios de Suficiencia

Ejemplo: CONTINUACION

Como T'(x) = (X1 + ... + X,;), suma de Bernoulli es una binomial, por

lo que
n

q(T(XIH))=(’:)9t(1—0)"‘t ; t=2x,~

i=1
luego se tiene
f(xl6) _ gx=xi(1 - o)X
q(T(x|0)) —  (7)6r(1-@)n—t

AMENTO
NARIO

mim |1 @tuau uc viciivias | ue maeMATICA

[Z==] Naturales y Exactas | yESTADISTICA
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Principios de Suficiencia

Ejemplo: CONTINUACION

el ei-er
q(T(x|0)) (’t‘)et(l — g)n-t

Entonces, como la razén no depende de 6, T (X) es un ESTADISTICO NARID
SUFICIENTE para 6. Smca

Dr. Cristian Carvajal Muquillaza Universidad de Playa Ancha
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Principios de Suficiencia

Teorema (Teorema de Factorizacion)

Sea f(x|0) la pdf o pmf conjunta de una muestra X. Un estadistico
T (x) es un estadistico suficiente para 6 si y solo si existen funciones
g(2]0) y h(x) tales que:

f(x16) = g(T(X)|6) - h(x)
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