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Prefacio

Esta es la primera edicion del texto, de introducciéon al Anélisis Ma-
tematico, Mi primer paso al Andlisis Matemdtico. Trabajo realizado en
LableJsaM, Laboratorio [experimental] de saberes Matematicos, de la Uni-
versidad de Playa Ancha, en la Facultad de Ciencias Naturales y Exactas.
No ha sido poco el esfuerzo dedicado a esta labor, pero nos alegramos de
poder entregar un material que sin duda sera de gran ayuda para nuestros
estudiantes.

Queremos ser un aporte en facilitar el transito de la ensefianza media a
la Universidad, pretendiendo ser un soporte teérico confiable, formal y que
le permita al alumno hacer frente de manera exitosa a este cambio. Debemos
destacar que una reprobacién en primer afio o una desercidén universitaria,
puede significar la pérdida de la oportunidad de finalizar su carrera, debemos
pensar que este problema colisiona directamente con la esperanza de una
familia y por supuesto con el futuro del estudiante. Por medio de este libro,
queremos reaccionar de manera concreta ante esta necesidad y encaminar al
alumno en el descubrir y desarrollar competencias que consoliden un soporte
conceptual para caminar con éxito en el trayecto a la vida profesional.

Los autores.

Otono de 2023
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1

Conceptos Previos

“Nunca consideres el estudio como una obligacion, sino como
una oportunidad para penetrar en el bello y maravilloso mundo del

saber.”
— Albert Einstein

1.1. Teoria de Conjuntos

En esta seccion introduciremos las ideas basicas de la teoria de conjun-
tos y estableceremos la terminologia y notacién que usaremos durante el
desarrollo del resto de estas paginas.

1.1.1. Nociones Elementales de Conjuntos

El concepto de conjunto es una nocién primitiva, una nocién intuitiva.
Un conjunto estd formado por una coleccién bien definida de objetos. Los
objetos de un conjunto reciben el nombre de elementos del conjunto. El
calificativo bien definido estd referido al hecho de que cualquier elemento
que consideremos, podamos determinar si es o no un elemento del conjunto.

Usualmente anotaremos los conjuntos con letras maytsculas y sus ele-
mentos con letras mintsculas.

Notaciéon 1 Si a es un elemento del conjunto A, se anotard a € A.
Si a no es un elemento del conjunto A, se anotard a ¢ A.
Los stmbolos € y & significan pertenece y no pertenece, respectivamente.

Deteminaciéon de un Conjunto

Usualmente podemos definir un conjunto por extensiéon o por compren-
sién.

(I) Por extensién: consiste en describir todos los elementos del conjunto.

3



4 1. CONCEPTOS PREVIOS

Ejemplo 2 Si A = {a,e,i,0,u} estamos diciendo que el conjunto A
estd formado por los elementos a,e,i,0,u. La determinacion por ez-
tension estd ligada a la idea intuitiva de finitud.

(IT) Por comprension: consiste en definir el conjunto dando una condi-
ciéon o propiedad que deban satisfacen los elementos que lo forman.
Asi podemos anotar A = {z € U/p(z)} como el conjunto de todos los
elementos x del universo U, tales que verifican la propiedad o expre-
sién abierta p(x). La determinaciéon por compresion estd ligada a la
idea intuitiva de no finitud.

Ejemplo 3 Sea U =7 y p(x) : x < —1 la propiedad que deban cum-
plir los elementos x € 7. Asi el conjuntode todos los elementos menores
que —1 se anotaran por compresion como A ={x € Z/x < —1}.

Conjunto Universo

Llamaremos conjunto universo al universo del discurso, si U es el uni-
verso del discurso, se cumple x € U < v, donde v es una proposicién tauto-
légica. Por ejemplo, € U < x =z o bien x € U < p(z)V ~ p(z).

Notese que el conjunto universal es un conjunto relativo al universo de
trabajo o del discurso, que puede ser N, Z, Q, R, C, entre otros.

Conjunto vacio

Sea U el conjunto universo, llamaremos conjunto vacio a aquel conjunto
formado con ningtin elemento de U, lo representamos con el signo () o también
por {}. De este modo podemos notar que x € () < f donde f es una
proposicién contradictoria o universalmente falsa.

Ejemplo 4 Sea x € ) & x # x 0 bien x € ) < p(x)A ~ p(x). Si consi-
deramos el conjunto a = {x € N/3 + x = 2}, observamos que el —1 es el
Unico elemento que satisface la proposicion, pero —1 € N, luego A carece de
elementos, por tal motivo A = ().

Igualdad de Conjuntos

Diremos que dos conjuntos A y B de un universo U son iguales, lo que
anotamos A = B, si cada elemento de A lo es de B y cada elemento de B
también lo es A.

Podemos decir, ademés, que A = B si las proposiciéon abiertas p(z) y
q(z) que definen a ambos conjuntos respectivamente, se satisfacen para los
mismos elementos de U, asi:



1.1. TEORIA DE CONJUNTOS 5

A=B & (Va)(zeU)(p(r) < q(z))
& (VzelU)(re As xeB).

Ejemplo 5 Si consideramos los siguientes conjuntos A = {z € Zg /x < 3},
B = {0,1,2,3} y C = {0,1,1,2,3,2}. Observamos que los tres conjuntos
dados son iguales, pues tienen los mismos elementos.

1.1.2. Subconjuntos
Relacion de Inclusion

Dados dos conjuntos A, B de un universo U, diremos que A es subcon-
junto de B, o que A estd incluido en B, o que A estd contenido en B,
o que B contiene a A, lo que anotamos A C B si todo elemento de A es
también un elemento de B, es decir:

ACB & (Vz)(xre A=z € B)
& (Vo)(z € U)(p(z) = ¢(z))

Observacién 6 Por la definicion dada, la relacion C, no excluye la igual-
dad de ambos conjuntos.

Subconjunto Propio

Sean A, B C U, diremos que el conjunto A estd contenido propiamente
(estrictamente) en B, lo que anotamos A C B si A C BA A # B. En este
caso,

ACBe Vo) (reAsxzeB)AN(Fy)(ye BAy ¢ A).

Ejemplo 7 Sean A = {z € Z/z divide a 6} y B = {z € Z/x divide a 3},
es claro que A = {1,2,3,6} y que B = {1,2,3}, sin duda alguna, B C A.

Observacion 8 De lo anterior se desprende que dos conjuntos son iguales
st ellos se contienen mutuamente. Esto es

A=B&< ACBABCA.

Observacion 9 Diremos que dos conjuntos A, B C U son comparables si
A C B o bien B C A.

Ejemplo 10 Los conjuntos del Ejemplo 7 son comparables, en cambio los
conjuntos C' = {x € Z/x es maltiplo de 7} y D = {x € Z/x es multiplo de 5}
no son comparables.
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Propiedades de la Inclusion

Proposicién 11 Sean A, B,C C U conjuntos cualesquiera, entonces se ve-
rifica:

1. C es refieja,

2. C es antisimétrica y

3. C es transitiva.
Demostracién. Ejercicio. m

Observacién 12 El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto,
por lo que podemos decir que para cualquier subconjunto A de U, el vacio y
el universo son sus cotas universales, es decir: ) C A C U.

1.1.3. Conjunto Potencia

Dado un conjunto arbitrario A, es posible definir un nuevo conjunto
cuyos elementos seran todos los subconjuntos del conjunto A, se designa por
P(A) o bien por 24, y recibe el nombre de conjunto potencia o conjunto de
las partes de A, esto es:

P(A):={X: X C A}

Ejemplo 13 Si A ={1,2,3}, se tiene que:
P(A) = {0, {1}, {2}, {3} {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}} y cada uno de sus
elementos es un subconjunto de A.

Observaciéon 14 1. Ndétese que P(A) # 0, pues siempre O y A son sub-
conjuntos de A.

2. Si A=10, entonces P(A) = {0} # 0.
3. Si #(A) = n, entonces #P(A) = 2".

Del Ejemplo 13, #(A) = 3, luego #P(A) = 23 = 8.

Ejemplo 15 Sea B = {a,b,c,d}, entonces:

b= { b O 0 (o) (e o 0
{b,d},{c,d}, {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d},{b,c,d}, B
Nétese ademds que, #(B) =4 y #P(B) = 2* = 16.

Proposicién 16 Sean A, B C U, entonces, A C B < P(A) C P(B).
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Demostracién. =] Asumiendo que A C B, debemos demostrar que para

cualquier X € P(A) entonces X € P(B), luego:

Seax € P(A) = XCA de finicion
= XCB hipbtesis
= X € P(B) definiciéon

<] Ejercicio. m

1.1.4. Operaciones y Propiedades Fundamentales con Con-
juntos

En lo siguiente, cualquier conjunto se considerara un subconjunto de U.

Definicion 17 Union de conjuntos. Sean A, B C U dos conjuntos cuales-
quiera, la union de A y B, anotada AU B se define por:

AUB:={zxe€U:x€ AVzc B}.

Proposicion 18 Sean A, B,C conjuntos cualesquiera, entonces:
1. AC(AUB) yBC (AUB)
2. AUA=A Idempotencia para la union

AUU =U yAuh=A Identidad para la union

AU(BUC)=(AUB)UC Asociatividad

AR

AUB=BUA Conmutatividad

6. P(A)UP(B)C P(AUB)

Definicion 19 Interseccion de conjuntos. Sean A, B C U dos conjuntos
cualesquiera, la interseccion de A y B, anotada AN B se define por:

ANB:={ze€U:x€ ANz € B}.

Observacion 20 En el caso que A y B no poseen elementos en comin,
expresaremos esto mediante

ANB=10.
También diremos en esta situacion que A y B son conjuntos disjuntos.

Proposicion 21 Sean A, B,C conjuntos cualesquiera, entonces:

1. ANBCAyANBCB
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2. ANA=A Idempotencia para la interseccion
3. ANU=AyAnD=10 Identidad para la interseccion
AN(BNC)=(ANB)NC  Asociatividad

ANB=BNA Conmutatividad

SRS, o

P(A)NP(B) = P(ANB)

Definicion 22 Direfencia de conjuntos. Sean A, B C U dos conjuntos cua-
lesquiera, la diferencia de A y B, anotada A\ B se define por:

A\B:={zeU:x€ ANz ¢ B}.

Definicion 23 Diferencia simétrica de conjuntos. Sean A, B C U dos con-
juntos cualesquiera, la diferencia simétrica de A y B, anotada A N\ B se
define por:

AANB:={zcU:(xc ANz g B)V(z¢g ANz € B)},

o bien
AAB:=(A\B)U(B\A).

Observacion 24 Notese que (A\ B),(B\ 4) y (AN B) son mutuamente
disjuntos.

Proposicion 25 Sean A, B,C conjuntos cualesquiera, entonces:
1. AA\BCAyA\BCB
2. A\B=ANB*
3. AANBCAUB
4. AN(BAC)=(AAB)AC Asociatividad
5. AAND=A  Existencia de elemento neutro
6. ANA=1
7. AANB=BAA Conmutatividad
8. AN(BAC)=(ANB)A(ANC) Distributividad

Definicion 26 Complemento. Sea A un conjunto cualquiera, el complemen-
to de A (respecto del universo U) se define por:

A°={zxecU: :x ¢ A}
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Proposicion 27 Leyes de Complemento:

1. AUA =U
2. ANA° =
3 (A=A

4. U =10

5 0°=U

Proposicion 28 Leyes de Morgan:
1. (AnB)" = A°U B¢
2. (AUB)“ = A°NB°
Proposicion 29 Distributividad:
1. AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
2. AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
Proposicién 30 Absorcion:
1. An(AuB)=A
2. AU(ANB)=A
Proposicion 31 Son verdaderos los siguientes enunciados:
1. ACB&s AnB=A
2. ACB< AUB=8B
3. ACB< B¢ C A
4. ACB& ANBe =0

5 ACB& BUA=U

Observacion 32 Para las demostraciones, ver la seccion de Ejercicios Re-
sueltos y Propuestos.
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1.1.5. Familias de Conjuntos

Habitualmente nos encontramos con conjuntos cuyos elementos son a su
vez conjuntos. Para simplificar este hecho diremos que estamos en presencia
de una familia F de conjuntos.

Frecuentemente existe una correspondencia biunivoca entre los elementos
de F'y los elementos de cierto conjuntos I (subconjunto de N), esto es una
ley que asocia a cada elemento ¢ € I un elemento A de F' de manera que
cada elemento de F' sea obtenido una y solo una vez. Diremos entonces que
la familia F' estd indexada por el conjunto de indices Iy es anotado por

F={A;:iel}.

Unién e Interseccion de familias de conjuntos

Definicién 33 Sea {A;}icr una familia de conjuntos, se define la union de
los elementos de {A;}icr mediante la ecuacion:

UAi:{xEU:xGA,;pamalgdniel}.
el

Definicién 34 La interseccion de los {A;}icr se define por:

ﬂAi:{xEU:azeAipamtodoié[}.
icl

Proposicién 35 Sean {A;}icr y{Bi}icr dos familias de conjuntos. Si A; C
B; para todo i € I, entonces:

1. A B

el el
2. (4 <) B
i€l i€l

Proposicién 36 Leyes de Morgan generalizadas. Si {A;}icr es una familia
de conjuntos, entonces:

L(U&yzﬂﬁ

i€l iel
2<ﬂ&>:U£
i€l i€l

Proposicién 37 Sea {A;}icr es una familia de conjuntos, entonces para
cualquier conjunto B se verifica:

: Bﬂ(UAz) - Umnay

el iel
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2. BU (ﬂAz) =(BUA)

icl el

3 B\(UAZ) — N@\4)

il iel
4. B\ (ﬂ Ai) = JB\ 4)
icl iel
1.1.6. Producto Cartesiano
Par Ordenado

Dados dos elementos a,b cualesquiera, podemos formar los conjuntos
binarios {a, b} y {b,a}, que evidentemente son iguales, pues el orden en que
se dan dichos elementos en el conjunto no importan, no alteran la igualdad,
sin embargo en la matematica, el orden interviene de modo esencial.

Definicion 38 Dados dos elementos a,b cualesquiera, se denomina par or-
denado al conjunto binario {{a},{a,b}} que denotamos por (a,b).

Observacion 39 Si (a,b) es un par ordenado, a es la primera componente
y b es la sequnda componente, que también reciben el nombre de prime-
ra y sequnda proyeccion respectivamente, y se anotan por pri(a,b) = a y
pro(a,b) = b.

Definicién 40 Igualdad de pares ordenados: dos pares ordenados (a,b) y
(c,d) son iguales si y solo si sus componentes respectivas son iguales, es
decir:

(a,b) = (c,d) & a=cANb=d.

Producto Cartesiano

Definicion 41 Dados A, B C U dos conjuntos cualesquiera, definimos su
producto cartesiano, anotado A x B, por:

Ax B:={(a,b) :a€ AND € B}.
Ejemplo 42 Sea A = {a,b} y B = {1,2,3}, entonces:
A x B ={(a,1); (a,2); (a,3); (b, 1); (b, 2); (b, 3)}
Observacion 43
1. Si #(A) =n y #(B) = M, entonces #(A x B) =n-m.

2. Al producto cartesiano A x A lo podemos anotar por A2.
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Proposicion 44 Son verdaderas las siguientes propiedades:
1. AxB=0sA=0vB=0
2.AxB=BxA&A=BV(A=0VvB=0)

3. ACCANBCD&AxBCCOCxD

4. Ax(BUC)=(AxB)U((AxC)

5. Ax(BNC)=(AxB)N(Ax ()

6. Ax (B\C)=(AxB)\(AxCO)

7. (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)

8. (Ax B)U(C x D) C (AUC) x (BU D)

1.1.7. Ejercicios Resueltos

1. Pruebe que VA,Be U, AU (BUC)=(AUB)UC.

Demostracion.

Seax e AU(BUCQC) (xeA)\/(wE(BUC))

(x € )\/((xGB) (:UGC)) / Asoc de V
(xEA xeB)) (x € )

CE

AUB) (z € 0)
re(AuB)UC

t ¢ ¢ ¢ O

2. Pruebe que P(A) C P(B) = AC B.

Demostracion.

Seax e A = {z} e P(A)
= {z} € P(B)
= z€B

3. Pruebe que VA, B € U,P(AN B) C P(A) N P(B).
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Demostracion.
Sea X ¢ PLANB) = XCANB
= (XCAAN(XCB)
= (X ePA)AN(X e P(B))
= X e P(A)NP(B)
|
4. Pruebe que VA, B € U,(AN B)¢ = A°U B¢
Demostracion.
Seax € (ANB) & z¢(ANB)
& (€ A)V(z¢DB)
& (xe A9V (z € BY)
& x e A°UB°

5. Pruebe que A C B = B¢ C A°
Demostracion.
Seax e B° = x¢B
= x ¢ A /Hipétesis
= xe€A°

6. Pruebe que A C B < AN B¢ = 0.

Demostracion.
=] Asumamos que A C B, por demostrar que A N B¢ = (). Para ello,
lo haremos por el método del absurdo, supongamos que A N B¢ # (),
entonces:
Jre ANB® = ze€AANxe B°
= x€AANz¢é¢B

Contradiccién con la hipétesis, pues A C B

<] Asumimos como hip6tesis AN B¢ = (), de igual forma, supongamos
por el absurdo que A € B, esto quiere decir que:

Jye Atalqueye¢ B = ye€ AAye B¢
= yeANBC

Contradiccién con la hipétesis, pues AN B¢ =(. m
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7. Sean {A;}ier vy {Bi}ier dos familias de conjuntos, si 4; C B;,Vi € I,
demuestre que U A; C U B;.
i€l iel
Demostracion.

Sea x € U A, = z€eA;, YViel /Hipétesis

el
= z€B;, Viel
= SL’GUB,L
el

8. Sea {A;}icr una familia de conjuntos, demuestre que (ﬂ Ai> =

i€l
U Af.
Demostracion.
C
Sea x € (ﬂAZ> & xgﬂAi
il iel
&S & A / para algin i € I
& x € Af / para algun i € I
& we |4
i€l
|

9. Sea {A;}icr una familia de conjuntos y sea B € U, entonces demuestre

que
B\ (U Ai) — B\ A)).
i€l i€l
Demostracion.
SeaxEB\(UAZ) & (a:EB)/\(ngUAZ)
i€l iel
& (zeB)AN(xg A Yiel)
& (zreB)AN(xe A Yiel)
& xeBNA] Viel
& xeB\A Viel
& ze)B\A
i€l
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10. Pruebe que VA, Be U si (ACC)AN(BC D)= (Ax B)C (C x D).

Demostracion.

Sea (z,y) € (AxB) = (z€A)AN(ye€B) /Hipotesis
= (reC)AN(yeD)
=

(z,y) € (C x D)

1.1.8. Ejercicios Propuestos

1. Demuestre todas las proposiciones que han quedado como ejercicio en
esta seccion.
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1.2. Induccion Matematica

Postulados de Peano e Induccion Matematica

En estricto rigor, la construcién de los nimeros reales comienza con el
conjunto N, de elementos llamados niimeros naturales, los cuales cumplen
las siguientes propiedades:

(I) N es no vacio,

(IT) Existe una tnica funcién inyectiva s : N — N tal que Vn € N se tiene
que s(n) :=n+ 1, donde s(n) recibe el nombre de sucesor o siguiente
de n.

(III) Existe un nimero natural ng € N que no es sucesor de natural alguno,
es decir, s(N) C N.

(IV) Distintos nimeros naturales tienen distintos sucesores, es decir, si n #
m entonces s(n) # s(m).

(V) Principio de Induccién El tinico conjunto que contiene a ng y a los
sucesores de todos los elementos es N, es decir, dado A C N tal que:

i) AnN(N\s(N))#0y
if) s(4) C 4,
entonces A = N.

Teorema 45 Principio de Induccion Matemdtica y Formas Proposicionales
Sean F(0),...,F(n) formas proposicionales en variable n € N, tal que:

i) F(0) es verdadera y
it) para cadan € N, F(n) = F(n+1),
entonces F(n) es verdadera ¥n € N.
Demostracién. Sea
M ={n € N: F(n) es verdadera.}

Por la parte i) sabemos que 0 € M, ademéds por la parte ii) sabemos que si
n € M entonces n+1 € M, asi M = N por el V Postulado de induccién. =

Ejemplo 46 Pruebe por induccion que Vn € N
n(n+1)
2

Demostracion. Lo primero que haremos, serd definir un conjunto con todos
los naturales que cumplan con nuestra proposicion, luego definamos

Fn):14+2+43+...+n=

A={neN: F(n) es verdadera}
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0-(0+1
1. Notar que 0 € A, pues 0 = (2+)
1-(1+1
2. Notar que 1 € A, pues 1 = (2—1_)
1
3. Asumamos verdadero que F(n) : 14+243+...4n = % (Hipétesis

de induccion)

(n+1)(n+2)

4. Por demostrar que F(n+1) : 14243+.. .4+n+(n+1) = 5

5. Demostracion:

n(n+1)

1+24+...+n+(n+1) = T—l—(n—l—l)
F(n)
_ n(n+1)+2(n+1))
2
(n+1)(n+2)

2

Formas Equivalentes

En la siguiente seccién estudiaremos dos proposiciones equivalentes con el
principio de induccién matematica. La primera proposicién se conoce como
el principio del buen orden:

Sea S un subconjunto no vacio de N, entonces S tienen un menor ele-
mento, esto es, existe y € S tal que para cada x € S,y < x.

El segundo es conocido como el el principio de induccion completa:

Si S es un subconjunto de N tal que:

i)yoesS
ii) Yn € N;{0,1,2,3,...,n} C S=n+1€ S, entonces S =N

No es dificil ver la cercania del principio de induccién completo con el prin-
cipio de induccién matematico, pero no parece tan evidente la relacién con
el principio del buen orden.

Teorema 47 Suponga que el principio de induccion es verdadero y sea S
un subconjunto no vacio de N. Entonces S tienen un menor elemento.
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Demostraciéon. Haremos la demostracion mediante el método del absurdo,
supongamos que S es un subconjunto no vacio de N que no tiene menor
elemento. Sea S¢ el complemento de S, esto es, S¢ = N\ S. Se define:

T={xeN: paracaday < z,y € S°}.

Nétese que 0 € S¢, pues si 0 € S, entonces 0 debe ser el menor elemento de
S ya que Ve € N0 < x porloque0eT.
Supongamos ahora que k € T, debido a la forma en que estd definido T,

sabemos que 0,1, 2, ...,k son elementos de S°¢.
Después de esto, supongamos que k + 1 € S, entonces este debe ser el
menor elemento de S, pues 0,1,2,...,k € S° lo que no es posible, pues S

no posee menor elemento, por lo tanto k 4+ 1 € S¢, porloque k+1 € T.
Luego, por el principio de induccion matematico, 7' = N, esto significa

que S¢ =N (por la definicién de T) y esto significa que S = () lo que es una

contradiccién, por tanto .S debe tener un menor elemento. m

Teorema 48 Suponga que el principio del buen orden es verdadero y sea S
un subconjunto de N tal que:

1.0eSy
2.¥neN{1,2,3,...,n} CS=n+1€S

Entonces S = N.

Demostraciéon. Suponga que S posee las propiedades antes mencionadas y
consideremos S¢. Si S¢ = () entonces S = N. Supongamos que S¢ # {).

Por el principio del buen orden, S¢ tiene un menor elemento, digamos y.
Observemos que y # 0 ya que por hipotesis 0 € S.

Noétese que 0,1,2,...,y — 1 € § pues de lo contrario ellos deberian ser
el menor elemento de S en vez de y.

Asi, por hipétesis y € S, pero esto es una contradicciéon pues y € S¢,
luego S¢ = ) lo que significa que S =N =

Teorema 49 Suponga que el principio de induccion es verdadero y sea S
un subconjunto de N tal que:

i)0e Sy
it) Yn € N;{0,1,2,...,.n} CS=n+1€S

Entonces S = N.

Demostracién. Suponga que S tiene las propiedades i) y i) anteriores,
usaremos el principio de induccién completa para probar que S = N.
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Ya que Vn € N,{0,1,2,...,n} €S = n € S es una proposicién obvia-
mente verdadera, por la parte ii) tenemos que:

VneN, ({0,1,2,...,n} CS=neS) AneS=n+1€585),

lo que implica que Vn € N,{0,1,2,...,n} € S = n+1 € S. Luego S
satisface las hipdtesis del principio de induccién completa y en consecuencia
S=N. m

1.2.1. Ejercicios Resueltos

nn+1)2n+1)
6

1. Pruebe por induccién que: F(n) : 124+22+3%+..4+n? =
Demostracién. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}

0-(0+1)-(2-0+1)
6

1-(141)(2-1+1)
6

a) Notar que 0 € A, pues =0

b) Notar que 1 € A, pues =1

1)(2 1
¢) Asumamos verdadero que F(n) : 124224324 . .4n? = nin+1)@n+1)

6
(Hipétesis de induccién)

d) Por demostrar que

(n+1)(n+2)(2n+3)
6

F(n+1): 12422432+ 40’ +(n+1)? =

e) Demostracién:

1)(2 1
12422432+, +nlr(n+1)? = n(n+1)@2n+ )+(n+1)2

6
F(n)

n(n+1)(2n+1) + 6(n + 1)
(n+1)(2n? +6n +6n + 6)
(n+1)(2n? i n + 6)
(n+1)(n —16— 2)(2n + 3)

6

Asi A=N
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2 2
1
2. Pruebe por induccién que F(n): 13 +23+33+ ... +nd = %

Demostracién. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}

2 1)2
a) Notar que 0 € A, pues O(OZ) =0

12(1+1)2

b) Notar que 1 € A, pues =1

¢) Asumamos verdadero que F(n) : 13 +23 + 3% + ... + n® =
n?(n+1)2

4
d) Por demostrar que

(Hipétesis de induccién)

5_ (n+1)?*(n+2)

Fin+1) =134+ 433+, 403+ (n+1) I

e) Demostracion:

n?(n+1)>?
B+2243+. . 4nd+(n+1)? = ¥+(n+1)3

4
F(n)

n?(n+1)2  4(k+1)3
4 + 4
n?(n+1)2 +4(n+1)3
4
(n+1)?[n?+4(n+1)]
4
(n+1)*[n? +4n + 4]
4
(n+1)%(n+2)?
4

Asi A=N

n+1l _ 1
3. Pruebe por induccién que F(n): 1+3+9+27+ 81+ 3" =

Demostracion. Definamos

A={neN: F(n) es verdadera}

30+1 -1

a) Notar que 0 € A, pues —g = 1
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31+1 -1
b) Notar que 1 € A, pues ——— =4
2
n+l _ 1
¢) Asumamos verdadero que F'(n) : 14+3+9427+481+3" = 5
(Hipétesis de induccién)
d) Por demostrar que
3n+2 -1

F(n41):14+34+9+27+81+3" 43"+ =

e) Demostracion:
3l —1
1+349+274+81+3"43"" = T+3"+1

F(n)
3n+1 —142. 3n+1
2
3. 3n+1 -1
2
3n+2 —1

2

Asi A=N
]

4. Pruebe por induccién que F(n) : 7" — 1 es divisible por 6.
Demostracién. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}
a) Notar que 0 € A, pues 70 —1 =0
b) Notar que 1 € A, pues 7' —1 =6
¢) Asumamos verdadero que F(n) : 7 — 1, es decir, que 7" = 6k,
para algin k € Z (Hipdtesis de induccién)
d) Por demostrar que F(n+1) : 7%"!1 — 6 es divisible por 6, es decir,
que 7"t — 1 = 6k’ para algin k' € Z
e) Demostracion:
-1 = ™71
= 7-T"-T7+6
= 7(TM=1)+6
= 7-6k+6
= 6(7k+1)
ra
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Asi A=N
[ ]
5. Pruebe por induccién que F(n) : 22" — 3n — 1 es divisible por 9, en
donden e Nyn>1

Demostracién. Definamos
A={neN,n>1:F(n) es verdadera}

a) Notar que 2 € A, pues 2> —3-2—-1=2—-6-1=9

b) Asumamos verdadero que F(n) : 22" — 3n — 1 es divisible por 9,
esto es que 22" — 3n — 1 = 9k con k € Z (Hipétesis de induccién)

¢) Por demostrar que
22+ _3(p 1) —1 =9k con k' € Z

d) Demostracién:

22n+t) _3(n4+1)—1 = 222 _3n—-3-1
= 22+2 _3p 4
= 22.9 _3p—4
= 4.2 _12n—4+9n
= 4(22" —3n—1)4+9n

—_— ——
9k

= 4-9k+9n
= 94k +n)
——
k/
Ast A=N
[
6. Pruebe por induccién que F(n) : n® + (n + 1)3 + (n + 2)3 es divisible

por 9.

Demostracion. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}

a) Notar que 0 € A, pues 02+ 13 +23 =9
b) Notar que 1 € A, pues 13 + 23 +33 =36

¢) Asumamos verdadero que F(n) : n3+(n+1)34(n+2)3 es divisible
por 9, esto es, que n® + (n+1)3 + (n+2)3 = 9k, para algtin k € Z
(Hipétesis de induccion)
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d) Por demostrar que (k + 1)3 + (k + 2)3 + (k + 3)3 es divisible por
9, estoes que (k+1)3+ (k+2)3+(k+3)> =9k con k' € Z

e) Demostracion:

(n+ 13+ (n+2)°+ (n+3)°
(n+ 1)+ (n +2)% + n® +9n? + 27n + 27
%+ (n +1)° + (n +2)*] + 9(n® + 3n + 3)
k
9k +9(n® + 3n + 3)
9(k +n?+3n+3)
>

R

4ol

Asi A=N
[
7. Pruebe por induccién que F(n) : 274 > (n 4 4)2.
Demostracién. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}

a) Notar que 0 € A, pues 2°7 > (0 + 4)?
) q pues 2 > (0 +4)
b) Notar que 1 € A, pues 217 > (1 +4)?
) q p > (1+4)
32 5
¢) Asumamos verdadero que F(n) : 2" > (n + 4)? (Hip6tesis de
induccion)
d) Por demostrar que
2n+5 Z (n + 5)2

e) Demostracion:

vt > (n44)? /2
22" > 2(n 4 4)2
"5 > 2(n? + 8n + 16)
2"t > 9p? 4 16n + 32
25 > 2 4 10n+25+n24+6n+7
y como
n?+10n+25+n>4+6n+7 > n?+10n+25
Entonces
2"t5 > p? 4100+ 25
2n+5 > (n + 5)2
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Ast A=N
]

8. Pruebe por induccién que: F(n):2n < n?+2conn > 1

Demostracion. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}

a) Notar que 1 € A, pues 2-1 < (1)2 +2

b) Asumamos verdadero que F(n) : 2n < n? + 2 (Hipétesis de in-
duccién)

¢) Por demostrar que F(n+1):2(n+1) < (n+1)2 +2

d) Demostracion:

2n < n?42

0 < n’+2-2n

0 < n*4+1+14+2n—4n
0 < (MP+2n+1)+1—4n
0 < (n+1)?—2n—2n+1

por transitividad, diremos:

0 < 2n—1<(n+1)?—-2n
puesto que n > 1
0 < (n+1)2-2n
2n < (n+1)? /+2
2n+2 < (n+1)%2+2
2n+1) < (n+1)*+2

Asi A=N
]

9. Pruebe por induccién que F(n): 2" >n?+4n+5conn > 7.

Demostracion. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}

7 2
a) Notar que 7€ A, pues 2' >7°+4-7+5
128 82
b) Asumamos verdadero que F'(n) : (Hip6tesis de induccion)
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¢) Por demostrar que F(n+1):2"" > (n+1)2 +4(n+1) +5

d) Demostracién:

2" > nP4dn+5 /-2
2"l > op? 4 8n + 10
2"l > 2 4 6n+10+n* +2n > n® +6n+ 10
2" > % 4 6n+10
2t s iy oan4+14+4n+4+5
2"l s (n4+ 1) 4+4(n+1)+5
Asi A=N
||
10. Pruebe por induccién que F(n):1+r+r2+...+r”_1:T:_ll,en

donde r # 1,n # 0

Demostracion. Definamos
A={neN: F(n) es verdadera}

rl—1 r—=1

a) Notar que 1 € A, pues = =1
r—1 r—1
n
—1
b) Asumamos verdadero que F(n) : 1+7r+724 ...+ 7"t = 7171
”” p—
(Hip6tesis de induccién)
n+1 1
¢) Por demostrar que F'(n+1) : 14+r+r24. . . 4r" 14" = ril
r —

d) Demostracién:

Ldr4+r?+r3 4. e = + "

r—1
"1+ r—-1)—1
- r—1

7’”+1—1
T -1

Asi A=N
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1.2.2. Ejercicios Propuestos
1. Pruebe por induccién que

1 N 1 N 1 - 1 n
1-2 2:3 34 7 nh+l) nt+l

2. Pruebe por induccién que

n(2n—1)(2n+1)
3

24324+, +(2n—-1)?2 =

3. Pruebe por induccién que 6! +4 es divisible por 5, para todo n € N.
4. Pruebe por induccién que n(n?+5) es divisible por 3, para todo n € N.
5. Pruebe por inducciéon que 2" > n+ 2 con n > 3

6. Pruebe por induccién que 23" > 32" con n > 2

7. Pruebe por induccién que n! > 2" con n > 1

8. Pruebe por induccién que

2(41 +1) =2n%+3n
i=1

9. Pruebe por induccién que

10. Pruebe por induccién que
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1.3. Aplicaciones

1.3.1. Relaciones Binarias
Relaciones

Al establecer una correspondencia entre dos conjuntos, sus elementos
deben satisfacer cierta propiedad, formando de esta manera un conjunto
de pares ordenados que verifican la propiedad dada. Las diversas maneras
mediante las cuales se pueden establecer los pares ordenados, constituyen
una relacién.

Ejemplo 50 Considere los conjuntos A = {1,2,3} y B = {1,2}, entonces
el conjunto R = {(x,y) € Ax B/x+y > 4} constituye una relacion binaria
de A en B. Notese que R ={(2,2);(3,1);(3,2)} CAx B

Definicion 51 Diremos que R es una relacion de A en B si y solo si
RC AxB.

Notacién 52
1. R es una relacion de A en B también se anota por R: A — B.

2. Siel par (x,y) pertenece a R, se acostumbra a denotar de las siguientes
formas: (x,y) € RV xRy Vy = R(x).

Dominio y Recorrido
Sea R C A x B una relacién, entonces:
Definicién 53 El dominio de la relacion, anotado Dom(R) corresponde a:
Dom(R) = {x € A/3y € B : zRy}.

Definicién 54 FEl recorrido o Imagen de una relacion, anotado por Rec(R)
o Im(R) corresponde a:

Rec(R) ={y € B/3z € A: zRy}.

Ejemplo 55 Sea R: A — A una relacién, en donde A = {1,2,3,...,10}
dada por:

R=1{(2,2);(3,5); (5,5); (5,8); (6,10); (7,9); (8,9); (9, 10); (10, 10) }

esta relacion tiene un nimero finito de elementos y ademds note que Dom(R) =
{2,3,5,6,7,8,9,10} y Rec(R) ={2,5,8,9,10}.
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Ejemplo 56 Sea S : R — R, definida por:

S :={(z,y)/2x + by = 12},
esta es una relacion con infinitos elementos y que Dom(S) = Rec(S) = R.
Ejemplo 57 Sea T : Z — 7Z, definida por:

T :={(z,y)/2* +y* = 1}.

Notese que tanto x como y son numeros enteros, por tanto esta relacion
consta solo de 4 elementos, que son {(1,0);(0,1);(—1,0);(0,—1)} en donde
Dom(T) = Rec(T) = {-1,0,1}.

En este mismo ejemplo, si en lugar de Z se toma R la relacion contiene
infinitos elementos y Dom(T') = Rec(T') = [1, 1].

Composiciéon de Relaciones

Definicion 58 Sea R: A — B yS: B — C dos relaciones. Se define la
composicion de R con S, anotada S o R, como:

SoR:={(x,y)/3z€ B:(x,2) € RA(z,y) € S}.

Ejemplo 59 Sea A ={5,6,7,8,9}, B={5,6,7} y C ={1,3,5,7,9}. Sean
R={(5,5);(6,7);(9,6)} y S ={(51);(6,7);(6,9); (7,3)}.
Note que So R ={(5,1);(6,3);(9,9)}.

Ejemplo 60 Sean R, S dos relaciones definidas por:
R = {(xvy)/y:&r_ 1}7

S={(z,y)/z=y"}.

Note que (x,y) € SoR & FzeR:(x,2) € RA(z,y) €S
& y=3r—1Az=1>
& z=(3x—1)?

Luego So R = {(z,y)/y = 3z — 1)?}.

Observacién 61 La composicion de relaciones no es conmutativa, es decir,

RoS#SoR.

Proposicién 62 Sean R,S,T C A x B, entonces:
1. (RoS)t=85"1oR™!
2. Ro(SoT)=(RoS)oT
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Relacién Inversa

Definicién 63 Sea R: A — B una relacion. Se define R~ como:
R ={(z,y9) € Bx A/(y,x) € R}.
Observacién 64 Nétese que Dom(R™!) = Rec(R) y Rec(R™') = Dom(R).
Proposicién 65 Sean R, S C A X B, entonces:
1. (R°YHY =R
2. (RNS)t=R1ns!
3. (RuS)"'=R1us!

1.3.2. Aplicaciones

El concepto de funcién o de aplicacién es, probablemente, la nocién mas
importante y universal presente siempre a través de la matemética moder-
na. Este concepto aparece cuando se relacionan cantidades mediante una
relaciéon determinada.

Definicion 66 Si A y B son conjuntos no vacios, entonces una funcion de
A en B es un subconjunto M de A x B, tal que satisface:

1. FEzistencia: para todo elemento a € A, existe b € B tal que el par
ordenado (a,b) € M

2. Unicidad: St (a,b) € M y (a,c) € M, entonces b= c.

Este concepto también se puede definir mediante lo siguiente:
Definiciéon 67 Sea f: A — B una relacidn, se dice que [ es una funcion
sty solo si:

Vee A, 3ly € B:y= f(x).
Ejemplo 68 Definamos las siguientes relaciones:

1. fi ={(a,1);(b,1);(d,4)}; A={a,bc,d}; B={1,23,4}.

(0,1)

i (a,2);(b,3)}; A={a,b}; B={1,2,3}.

;(0,5); (¢,5);(d,5)};  A={a,b,c,d}; B={4,5,8}.
5 (

(
i (e, b);(d,e); (e,e)}; A= B=/{a,b,c,d,e}.

De estas relaciones sélo f3 y fa son aplicaciones.



30 1. CONCEPTOS PREVIOS

5 _
Ejemplo 69 Sea f : R — R, definida por f(zx) = ;_

definida no es una funcion, pues Dom(f) # R, puesto que x = 3 no tiene
imagen.

1
3 esta relacion ast

Ejemplo 70 Sea f definida por

2 +4 sixz>5H
f(x)—{ 5z siz<5h

Nétese que f no es una funcion pues f(5) no tiene una sola imagen.

1.3.3. Tipos de Aplicaciones

Definicion 71 Una aplicaion f : A — B se dice inyectiva si y solo si
Ve,y € A: f(z) = fly) >z =y.

Ejemplo 72 Sea f: R — R definida por f(x) = bx + 2. Esta funcion es
inyectiva, pues:

VeeR: Sif(z)=f(y) & br+2=5y+2
& dxr =5y
& r=1.

Ejemplo 73 Sea f: R — R definida por f(x) = x> — Tx + 12, nétese que
que esta funcion no es inyectiva pues f(3) = f(4).

Ejemplo 74 Sea f: R — R definida por
—x siz>0
f(a:)—{ 5r sixz <0
Aparentemente esta funcion es inyectiva, pues lo es para x > 0 como también
para x < 0, pero no es suficiente, pues f(—5) = f(1).

Definicion 75 Una aplicaion f : A — B se dice epiyectiva o sobreyectiva
st y solo si Im(f) = B.

Ejemplo 76 La funcion del Ejemplo 69 no es epiyectiva, pues para y = 5
no se tiene preimagen.

Ejemplo 77 Sea f: R — [1,00) definida por:

f(x):{ r+2 six>0

24+1 six<0
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Notese que esta funcién es epiyectiva, puesto que:

i) Siz <0Oentonces y =22 +1< =4y —1ycomoz <0 se tiene
que z = —y/y—1loqueesvilidosiysolosiy—1>0=y > 1.

ii) Siz>0entoncesy=r+2<r=y—2ycomozr>0=y—2>0%&
y > 2.

Luego, de ambas condiciones resulta que Dom(f) = [1,00) lo que prueba
que f es epiyectiva.

Definicion 78 Sea f: A — B una funcion. Diremos que f es biyectiva si
y solo st es inyectiva y epiyectiva a la vez.

Ejemplo 79 Sea f : R — R definida por f(x) = mz+n donde m € R\ {0}
yn € R es una funcion biyectiva.

Proposicion 80 Sea f: A — B un funcion, f es una biyeccion si y solo
si f~1 es una funcién.

Demostracién. Ejercicio. =

1.3.4. Compuesta de Aplicaciones

Sean las funciones g : A — By f: B — C, ademés Im(g) C B,
Vo € A,3z € B tal que: z = g(z), (1.1)

Vz € Im(g),dy € C tal que: y = f(2). (1.2)
De (1.1) y (1.2) se concluye que y = f(g(z)) lo cual se denotar por y =
(fog) (@)
Ejemplo 81 Definamos en R las siguientes funciones:
flz) =222 +7
g(x) =5z +3
Notese que:
(fog) (@) = [flg(x))
f(bx+3)

2(5x +3)*+7
= 50z + 60z + 25
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y ademads que:
(go f)(x) = g(f(z))
= g (21:2 + 7>
= 5222 +7)+3
= 102* + 38

Observacion 82 Con el Ejemplo 81 es suficiente para decir que fog # gof.

Proposicién 83 Sean f,g,h tres funciones con dominio e imagen adecua-
dos, entonces (fog)oh = fo(goh).

Demostraciéon. Ejercicio. m

1.3.5. Aplicaciones Mondétonas

Definicion 84 Sea f definida en un intervalo A, se dice que f es creciente
en A si f(x1) < f(xa) siempre que 1 < xo y x1,22 € A. Andlogamente, f
es decreciente en A si f(x1) > f(x2) siempre que x1 < x9 y x1,29 € A.

Definicion 85 Una aplicacion f se dice monétona en su dominio D si es
creciente o decreciente en D.

Teorema 86 Si m > 0, entonces y = f(x) = mx + n es una aplicacion
creciente en cualquier intervalo.

Demostracién. Notemos que Dom(f) = R, entonces para cualesquiera
x1,z2 € R tales que x1 < x9, debemos demostrar que f(x1) < f(z2), luego:

Sizg <z & mzp < maa /-m>0
S mai+n<may+n /+n

& f(r) < f(x2)

1.3.6. Aplicacién Valor Absoluto
La aplicacién valor absoluto se define de la siguiente manera:
Definiciéon 87
|-]: R — Ry

xr — |9:|:{

€T stx >0
—x stz <0
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Su grafica se muestra en la Figura 1.1:

301

20+

Figura 1.1: Gréfica funcién f(x) = |z

1.3.7. Propiedades de Valor Absoluto

Proposicion 88 Para x,y,z € R se cumplen las siguientes propiedades:

1. jz| >0

2. lx|=0&2=0

3. Sia >0, entonces Vx € R se tiene || <a< —a<z<a

4. Sia >0, entonces Vx € R se tiene |[x| > a< —a>zVr>a
5. —|z| <x < |z

6. |z +yl < x|+ y|

7. |wy| =[] - |y

Demostracién. Demostraremos la Propiedad 5 y la Propiedad 6

Propiedad 5.

Caso 1 Supongamos que x > 0, entonces 0 > —z y ademas |z| = z, luego:

—x=—z| <0<z =]z
es decir,
—lz| <z < x|
Caso 2 Supongamos que x < 0, entonces 0 < —z y ademds |z| = —x o bien

—lz| = =, luego:
—’$|:$§0§—1’:|ZC|,
es decir,
—le] <@ < .



34 1. CONCEPTOS PREVIOS

Propiedad 6. Sabemos por la Propiedad 5 que Vx,y € R, se tiene
—lz] <z < |af
—lyl <y <yl
Sumando, se obtiene
—(lzl+[y) <z +y <|z|+ |y
y por la Propiedad 3, tenemos
|z +y| < || + |yl (1.3)

[ |
Las demas propiedades quedan de ejercicio. m

1.3.8. Aplicacién Parte entera

A continuacién definiremos la funcién parte entera, que més adelante
nos servira para introducir el concepto de continuidad de una funcién.

Las funciones de parte entera son funciones que tienen como dominio los
nimeros reales y lo que devuelven es el nimero entero més proximo al él, ya
sea por defecto o por exceso, ahora definiremos la funcién parte entera por
defecto, también conocida como funcién piso o suelo
Definiciéon 89

|']: R — Z
r +— |z =mix{ke€Z: k<z}

La funcion Parte Entera también se puede expresea de la siguiente forma:

y=lz|={yeZ:zeRANy<z<y+1}

y su grafica es:

Figura 1.2: Gréfica de la funcién parte entera.
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1.3.9. Aplicacién Parte decimal

A continuacién definiremos otra funcién que también es muy comuun
para analizar continuidad y va estrechamente relacionada con la funcién
Parte Entera, esta es la funcién Parte Decimal

Definicion 90

{}: R — Z
x +— {x}=mix{k€Z:k <z}

1.3.10. Aplicacion Cuadratica

A continuacién definiremos formalmente la funcién cuadratica en forma
general, sin entrar en grandes detalles de la ecuacion cuadratica ni su grafica.
Para ello, sean a,b,c € R y a # 0, entonces definimos:

f: R — R
r — f(z)=az®+br+c

Representacion Grafica

Si representamos todos los puntos (x, f(x)) de una aplicacién cuadratica,
obtenemos siempre una curva llamada pardbola, es decir, que la parabola es
la representacion grafica de la aplicacién cuadrética.

Esta parabola tiene algunas caracteristicas que dependen de los coefi-
cientes de la ecuacién asociada a la aplicaciéon cuadratica, que pasamos a
enumerar a continuacion.

1. Orientacién de la parabola o mas precisamente, de la convexidad
o de la concavidad. Si la funcién cuadrética es f(x) = ax?® + bx + ¢
entonces la orientacion depende del valor de a, lo que se detalla:

= Si a > 0 entonces la pardbola es céncava o con las ramas hacia
arriba.

Ejemplo 91 Miremos la siguiente pardbola en la Figura 1.3
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\ /

Figura 1.3: Grafico f tal que f(z) = 422 — 62 — 10.
= Si a < 0 entonces la parabola es convexa o con las ramas hacia
abajo.
Ejemplo 92 La siguiente figura ilustra lo anterior:

e —
— ~.

Figura 1.4: Grafico de f tal que f(z) = —32? + 2z + 3.

2. Interceptos con el eje de las abscisas lo que corresponde a las rai-
ces o soluciones de la ecuacién cuadratica asociada, o bien a encontrar
todos los € R (6 C) tales que f(z) = 0y estas se pueden encontrar
con la siguiente expresién, conocida como la férmula para encontrar
las soluciones de la ecuacién cuadratica:

. —b+ Vb%2 —4ac
a 2a

Observacion 93 Dada la naturaleza de esta formula, es mecesario
tener presente que la cantidad subradical, denotada generalmente por
A = b? — dac, juega un papel importante las raices o soluciones de
nuestra aplicacion cuadrdtica, asi:

= 51 A > 0 existen dos soluciones reales y distintas, es decir, que la
grifica corta el eje X en dos puntos,
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= 51 A =0 tambieén existen dos soluciones reales, pero son iguales,
es decir que la grafica corta en solo un punto el eje X,

» st A < 0 existen dos soluciones, pero son complejas (C), es decir,
que la grdafica on corta el eje X.

3. Intercepto con el eje de las ordenadas, para encontrar este punto,
es necesario utilizar el hecho que en el eje Y, la abscisa es 0, luego, el
punto buscado es (0, f(0)) o simplemente (0, ¢).

4. Eje de simetria: corresponde a una recta vertical que se encuentra
en:
T1+ 22
x = —5
en donde z1 y xo corresponden a las raices de la ecuaciéon cuadratica

asociada, o bien se puede encontrar mediante sus coeficientes:

b

[L':—%

5. Vértice: corresponde al punto de intersecciéon entre la parabola y el
eje de simetria, y corresponde al méximo o minimo de la parabola
(dependiendo de su orientacién). Se puede encontrar mediante la ex-

presion:
i b2 — dac
2a’ 4a '

Observacion 94 También se puede realizar un estudio detallado de
la pardbola, desde el punto de vista de las secciones conicas (Geometria
Analitica), tema que no trataremos en este texto.

Propiededades de las raices o Soluciones

Sabiendo que las raices de una ecuacion cuadratica son 1, 2, entonces:

1. Suma de las raices:

T+ x9 = —
a

Demostracion.

—b+ \/b2—4ac+ —b— Vb2 — dac
2a 2a
—b+ /B2=Tac + —b — /B>=Tdac

2a

1+ 22 =

—-b—0>
2a
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2. Producto de las raices:
c
r1+T9g = —.
a

Demostracion. Ejercicio. m

1.3.11. Aplicacién Raiz Cuadrada

En este apartado definiremos la Aplicacién Raiz cuadrada, sin dejar de
mencionar que la raiz puede definirse para cualquier orden, solo se debe
prestar atenciéon en el dominio de la funcién cuando el orden de la raiz es
par.

Definicion 95

f: RY — R*
r s @)= VE

Veamos su grafica en la Figura 1.5

20+ ~

05+ /

Figura 1.5: Gréfico de f tal que f(z) = /.

1.3.12. Aplicaciéon Exponencial

Definiciéon 96 Para poder definir la Aplicacion Exponencial, primero fije-
mos un nidmero real que actuard como base, sea b € RT \ {1}, entonces

expy(-): R — RT
x — expy(x) ="

Como ejemplo, observemos la grafica de expy
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Figura 1.6: Gréfico de expy

Observacion 97 Cuando b = e, donde e es el numero de Euler, simple-
mente anotaremos exp.

Observacién 98 El niumero e, conocido a veces como numero de Euler
o constante de Napier, fue reconocido y utilizado por primera vez por el
matemdtico escocés John Napier, quien introdujo el concepto de logaritmo en
el calculo matemdtico. Es considerado el nimero por excelencia del cdlculo,
ast como w lo es de la geometria y el numero i del andlisis complejo. Su
valor aproximado truncado es e = 2,71828182845904 . ..

1.3.13. Aplicaciéon Logaritmica

Al igual que con la aplicaciéon exponencial, para poder definir la aplica-
cién logaritmica, fijemos una base b € R* \ {1}, luego:

Definicion 99

logpy: RT — RT
x > logp(x)=aeb*==x

3l

Figura 1.7: Aplicacién definida por logy(z)
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Proposicién 100 Sean a,b,c € R \ {1} y sean z,y € R, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

1. logy, (xy) = logy(z) + logy(v)
2 log, (“’;) = log,(x) — log, (1)

3. logy ()’ = plogy () conpeR

_ log, (z)
log,. (b)

5. blogs(@) = o

Teorema de Cambio de Base

4. logy, ()

7. log, (1) =0

Observacién 101 Si la base de la aplicacion logaritmo es b = e, el numero
de Euler, anotaremo In, es decir log,(x) = In(z), y es llamado logaritmo
natural.

1.3.14. Aplicaciones Trigonométricas

Definicion 102 Llamamos circunferencia unitaria o trigonométrica a aque-
lla cuyo centro coincide con el origen de un sistema de coordenadas y su
radio es unitario.

Observacién 103 Seat € RT. A partir del punto A(1,0) y sobre la circun-
ferencia podemos considerar un movimiento positivo (en sentido antihorario)
de t unidades, obtenemos asi un punto de la circunferencia, que llamamos
punto trigonométrico y que designamos por M (t); el movimiento puede ser
negativo también, esto es en sentido horario. Con esta descripcion hemos
definido la funcion movimiento P tal que:

M: R — SICRxR
t = M) = (2,y)

donde S' = {(x,y) € R? tal que 2% + y* = 1}.

Ejemplo 104 Como la longitud de la circunferencia unitaria es 2w entonces
es facil determinar las imagenes de los niumeros reales que sean mailtiplos

de im, asi: M(37) = (0,1), M(m) = (-1,0), M(—3m)=(0,-1).
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Definicion 105 Dada la funcion de movimiento M : R — R x R tal
t

que t — M(t) = (x,y) donde z* + y> = 1, podemos definir las funciones
trigonométricas como sigue:

cos: R —s St — R

t — My — opri(zy ==z

sen: R — St

— R
t = M(z,y)

= pra(z,y) =y,
donde cos es llamada coseno y sin es llamada seno.

10 o .
/ /\ M\
/ / \ / \
. A /.
\ / \ / \
| / \ / \
| osp | \ / \
[ |
/ \ / \ ’
[ \ / \ \
| \ / \\ | \\
\ \ L ! L
-5 \ I ‘\ 5 | 10
‘\\ f‘ \ \ /
\ / \ i
\ / / \ [
“\ / \ / \ /
\ st \ / \ /
\ / \ \ /
/ \ / \ /
\ / \ \ /
/ \ / \ /
AT A4 \_/
. ..
Figura 1.8: Funcién Seno
N\ PO Va\ -
\ 1\ /N /
\ / \ / \ /
[ [ /
\ [ [ /
\ /‘ 0.5 \\ / \\ ““
\ \ [ {
\ / \ / \ /
\ / \ | \
| / \ / \ s/
/ \ |, \ L
5\ ’J‘ ‘\ ‘J“ 5 \‘ 10 /
\ / \ / ‘ ”
\\ \ "J r”
\ ,'/ - \ ,‘” \ /
\ / \ / /
\ /‘j \ / \\ c/
/ \\ // \ /
\ / \\ / \ ,//
ol "/ v

Figura 1.9: Funcién Coseno

1.3.15. Ejercicios Resueltos

1. Sean R, S C A x B, pruebe que (Ro S)™' =S 1o R™!
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Demostracion.
Sea (z,y) € (RoS)™! & (y,z
& (32)
< (32)
& (32)
& (2

1. CONCEPTOS PREVIOS

2. Sean R, S C A x B, pruebe que (RNS)"' =R NS~ L

Demostracion.
Sea (z,y) € (RoS)™! & (y,z
& (32)
< (32)
& (zy

]
3. Dada la siguiente relacion:

R = {(x, y) eR:

Determine Dom(R), Rec(R) y R™!.

Solucién. Para determinar el dominio de esta relacién, despejaremos
y en funcién de z y haremos restriccion si es necesario, luego:

2 2
L Y
VI A AN
9 * 4
=
=
Luego, la restriccién es:
9-2°>0 &
-~
=
Por lo tanto Dom(R) = [—3, 3].
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Ahora para determinar el recorrido, despejaremos x en funcién de y y
haremos restriccién si es necesario, luego:

2 2 2 2
z Y z Y
—F==1 & —=1-=
9 +4 9 4

T 4 — q?
=1 —_ =
3 4
4 — 2
= = .
Y 2
Luego, la restriccion es:
4-9y>0 & y*<4
&yl <2
& —2<y<L2

Por lo tanto Rec(R) = [-2,2].

Por tdltimo, la relacién inversa corresponde a:
R = {(,9)/(y,7) € R}

2 2

Y T

= =4+ —=1>.
{(93, vig Tty }
|
4. Sean las relaciones definidas en R,

R={(z,y)/y =2z} y S ={(z,y)/y = 22°},

determine So Ry Ro S.

Solucioén.

SoR = {(x,y)/Fz€R:(z,2) e RA(z,y) € S}
= {(z,y)/z =2z Ny =22}
= {(z,9)/y = 2(22)"}
= {(z,y)/y = 162"}

RoS {(z,y)/Fz €R: (z,2) € SA(z,y) € R}
= {(z,y)/z =223 Ny =2z}
= {(z,9)/y = 2(22%)}
= {(x,y)/y = 42"}
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1
5. Sea f(x) = x; ,

a) Si Dom(f) = (—o0,—1], determine Rec(f),
b) Si Rec(f) =]1,2], calcule Dom(f).

Solucidn.

a)

1
Como y = T

R R

y como z € (—o0,—1] = —— < -1

(00,0) | (0,1) | (1,00)

y - —+ +

y-1 - - +

+ - T
Por lo tanto Rec(f) = [0, 1.

b)

Comoye]l,2] & 1<y<2
x—i—lS

1<
T
rz+1 r+1

1<

X
1 1
L B S S e R
X

)

)

— X

)

1
~>0 A <0
X

)

x>0 A (z<0Vvz>1)
r>1

T

Por lo tanto Dom(f) = [1, 00).
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6. Pruebe que la funcién:

fo R\{3} — R\{3}

o fa) =

1+ 2x

es biyectiva y calcule su inversa.

Demostracién. Primero verifiquemos que f es inyectiva, luego:
z—3 y—3

S‘ == =
@)= y) 1422 142y

& (z—-3)(1+2y) = (14 2x)(y —3)
© r+2T -3 -6y =y— 3+ 2276z
& Tx=T7Ty

& r=yY

Ahora determinemos el recorrido de f para verificar que sea epiyectiva,
luego:

1 1
Rec(f) = {y eR\ {2} /3 e R\ {2} Cf(x) = y}
despejando x en funcién de y, se tiene:

x—3
y=f(z) & el

(I4+2x)y=x—3
y+2xy=x—3

20y —x=—-y—3
z2y—1)=—-y—3
y+3
1—2y

tr s

1
Luego la tnica restriccion es y # o7 por lo que

Rec(f) =R\ {3},

asi f es epiyectiva.

Por 1ltimo, ya asegurada la biyectividad, la inversa quedara definida

por:
71 R\ {3} — R\ {3}

. - ffl(:c):x—i_g

1—2x
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7. Dada la funcién f(z) = 22+ 7z + 10, encuentre el dominio, el recorrido

v la inversa de esta funcion si existe.

Solucién. Primero, digamos que una funcién cuadratica es una fun-
ci6n polinomial, y como tal, su dominio es R, luego Dom(f) = R.

Para encontrar el recorrido, escribiremos y = 2 + 7z + 10 y despe-
jaremos = en funcién de y para hecer restricciones si es pertinente,
entonces:

y=2>4+7r+10 < y:x2+7m+%—%+10
o y= (o4 )2
2 4
< y+9=<x+7>2
4 2
< \/y—l—gzw—i—?‘
4 2

La restriccion es

+2>0<:> >—9
Y 4= y= 4

4 Y
Por 1dltimo, para que exista inversa, la funcién debe ser inyectiva, ve-
rifiquemos si esta funcién posee esta caracteritica.

Por tanto, Rec(f) = [—9 oo).

Si f(z)=fly) = 2>+ 7x+10=1y>+Ty+ 10

(D)2 (i D)
o) a- VT2 g
7\? 7\?
= —) = Z
(+3) = (+3)
= Jo+g|=|v+ |
T+ | = —
2|~ V" 2
De esta igualdad obtenida, notemos que xy = —3 es un punto cri-

tico de la funcién, y no podemos concluir que x = y como nos pide
la condiccién de inyectividad, por tanto no puede existir una funcién
inversa, no obstante, con los datos que hemos recorrido hasta aho-
ra, podemos definir f por tramos que sean biyectivos para encontrar
inversas locales, de la siguiente formas:

1)

x — filx) = 2%+ Tz + 10
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v ) = [
x —  fo(x) = 2% + Tz + 10

Luego, las inversas locales respectivas son:

e ) = (=]

s @ =g ety

o [ — [

_ 7 9
x — f21(x)=—§+\/y+1

Observacion 106 En capitulos siguientes, se desarrollard un método
mdas eficientes para encontrar el punto critico aqui mencionado.

8. Considere las siguientes funciones

flo) = — o) = 21,

determine f o gy go f. Explicite sus dominios.

Solucién. Primero, el dominio de cada funcién es

i) Dom(f) =R\ {1}
if) Dom(g) = R\ {~1}

Ahora, para determinar las compuestas con sus respectivos dominios
son:

a) Dom(f o g) = {x € Dom(g)/g(x) € Dom(f)}
De esto, se deduce que:

» 2 € Dom(g) &z € R\ {-1},
 g(x) € Dom(f) & 1 R\ {1}
De este ultimo punto se desprenden dos condiciones mas:
¢ Restriccion: x # —1
vl #lerx—1#x+14 —1#1 Tautologia.

r+1
Por tanto g(z) € Dom(f) < =z € R\ {—1}.
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Luego,
Dom(f) = R\ {-1}) N (R\{-1}) =R\ {-1},

Para explicitar f o g, haremos lo siguiente:

(Fo9) (@) = F o) =1 (27 ) = 57 ) =
PR

b) Dom(go f) ={x € Dom(f)/f(x) € Dom(g)} Procederemos de la
misma forma, luego:

» v € Dom(f) <z eR\ {1}
» f(z) € Dom(g) < ﬁ € R\ {—1} Nuevamente, de este

punto se desprenden dos condiciones:
o Restricion: x # 1
po #-1lel#-z4+1sx#0
Por tanto, f(z) € Dom(g) < z € R\ {0,1}
Luego,

Dom(go f) = (& \ {1}) N (R\ {0,1}) = R\ {0,1}

Por ltimo, explicitemos la compuesta:

9. Sean f(z) = 5 — 3z y g(x) = Va2 + 1 funciones reales, encuentre
gof=
Solucién. Primero necesitamos encontrar f~! para dar respuesta al
problema, entonces:

Lema 107 La funcion f(x) =5 — 3z es biyectiva.

Demostracién. Ejercicio. m

Sabiendo que f es biyectiva, se tiene:

y=5—-3r & y—5=-3z
5=y

=4 =
T3
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10.

Asi:
ff1: R — R
r — ffl(ac):E)_m

3

Para encontrar g o f~!, haremos:
Dom(go f~!) = {z € Dom(f~")/f~'(z) € Dom(g)}, luego:

» 2 €Dom(f )= reR

5—
. f_l(x)eDom(g)@T‘TER@xER

Luego Dom(g o f~1') = R Para explicitar la compuesta, se tiene:

o) =) =5 (357) = (5]

Ast:
gof7': R — R
5 _ 2
r — gofl= < 3x> +1
]
Sea f:]—1,00], tal que f(z) = x
. ) ) qu 1:_x+1

a) Pruebe que f es creciente,

b) Demuestre que f es acotada superiormente.
Demostracién.

a) Sean x1, 9 € |—1,00] tal que 1 < z2, luego:
T2 I
f(z2) = f(z1) = il i1
.CUQ(.Tl + 1) — xl(xg + 1)
(x1+ 1) (22 + 1)
To-T1+T2—T1 T2 —T1
(x1 +1)(x2 + 1)
T2 — 1

= >0
(z1+ 1) (22 +1)
Por tanto f(z1) < f(x2).
b) Dado x € |—1, 00], se tiene:
0 < 1 /+z
r < z+1 /:(x+1)>0
T o<
r+1
flz) < 1, Vo € ]—1, 00



50 1. CONCEPTOS PREVIOS

Por lo tanto f estd acotada superiormente.

1.3.16. Ejercicios Propuestos

1. Dados m,n € Ry m # 0, pruebe que la funcién:

f: R — R
x — f(x)=mz+n

es una funcién biyectiva. Determine f~1.

2. Demuestre que f(x) = mz + n es una aplicacién decreciente si y solo
sim < 0.

1.4. Sucesiones

Definicién 108 Una sucesion es una aplicacion con dominio en N\ {0} y
recorrido en R, tal que a cada niumero natural le corresponde un un nimero
real, es decir:
s: N\{0} — R
n —  s(n) :=ay

En general, si k € N, diremos que aj es el término k—ésimo o término
general de la sucesiéon

Ejemplo 109 Sea S la sucesion dada por 1,3,5,7,9,...

Aqui, a1 = 1,a5 = 3,a3 =5, ...

Esta sucesion estd formada por los numeros impares, por lo que podemos
escribir:

ag = 2-1-1
ap = 2:-2-1
as = 2-3-1
a, = 2-n—1

Donde a,, es el término general de esta sucesion.
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1.4.1. Formas de Determinar una Sucesion

1. Enumeraciéon de los primeros términos Tal y como lo indica el
nombre, corresponde a escribir los primeros términos de la sucesién.

Ejemplo 110 Algunas de las sucesiones mds comunes que podemos
encontrar son las siguientes:
= 2,4,6,8,...
7,14,21,28,...
1,4,9,16,25, ...
1,1,2,3,5,8,13,...
2,3,5,7,11,13,17,...

2. En forma descriptiva Consiste en describir con palabras la ley que
formara la sucesion.

Ejemplo 111 Segun los ejemplos anteriores, cada sucesion se defini-
ria como:

= sucesion de los niuneros pares,
= sucesion de los multiplos de 7,

» sucesion de los cuadrados de los nimeros naturales (a partir de
1),

» sucesion formada a partir de la suma de los dos términos ante-
riores (Sucesion de Fibonacci)

= sucesion de los niumeros primos.

3. Forma Explicita Consiste en dar una férmula que defina el término
general de la sucesién de funciéon del indice, dando informacién acerca
del valor inicial del indice.

Ejemplo 112 Veamos cuales son las formulas que definen los ejem-
plos anteriores:

= 2n, n>1

= n, n>1

»n?, n>1

S A Gk i —(1-9) , cloncle(p:l—l_\/S
V5 2

= Imposible, no se ha descubierto aun si hay un patron para generar
numeros primos, solo se sabe que son infinitos.
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4. Forma Recursiva Consiste en dar los k primeros términos de la su-
cesién (los que reciben el nombre de condiciones iniciales) y luego se
estable como construir el término n—ésimo de la sucesién a partir de
los anteriores.

Ejemplo 113 Dados los ejemplos anteriores, podemos definir:

a1:2
ap =0p-1+2, n>2
bp="7

bp=bn_1+7, n>2
s No es posible definir esta sucesion en forma recursiva

cp=1
u 62:1
Chn=Cp-1+Ch2, Nn=>3

s Nuevamente no es posible definir los nidmeros primos en forma
recursiva, pues no conocemos una relacion entre primos consecu-
tivos.

1.4.2. Tipos de Sucesiones
Sucesiones Mondtonas

Sea (an)nen una sucesién cualquiera, diremos que:

1. (an)nen es creciente si Vn € N,n > ng, ap < ant1

2. (ap)nen es estrictamente creciente si Vn € N;n > ng, a,, < apt1
Aniélogamente, podemos definir:

1. (an)nen es decreciente si Vn € N,n > ng, ap > ant1

2. (an)nen es estrictamente decreciente si Vn € N,n > ng, a, > an41

Sucesiones Acotadas

Sea (an)nen una sucesién cualquiera, diremos que:
1. (an)nen es acotada superiormente si 3K € R: Vn € N, |a,| < K
2. (an)nen es acotada inferiormente si 3H € R:Vn € N, |a,| > H

3. (an)nen es acotada si IH, K e R:Vn € NJH < |a,| < K
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1.4.3. Ejercicios Resueltos

1. Encuentre una férmula para el término general de las siguientes suce-

siones:
a) 1,-1,1,-1,1,-1,1,...
b) 1,8,27,64,...
¢) =3,-1,1,3,5,. ..
d) 2,5,7,12,19,31,50, . ..
1 11 1
6) _1757_§717_§"'
1 1
4,1, =, —, ...
f) 9 747 16’
g) 5,15,25,35,...
Demostracion.
a) ap, = (=1)"+! conn=123,...
b) ap, =n? conn=1,2,3,...
¢) ap=2n-5 conn=1,2,3,...
d) a1 =2,a3 =5y paran > 3,a, = ap—2+ ap_1
(=)
e) ap = conn=123,...
n
1 n—2
f) an:<4> conn=1,23, ...
g) ap=10(n—1)+5 conn=1,23,...
[ |
2
2. Dada la sucesién dj, = R h > 1. Encuentre d3,ds,d; y dpy1.
2
Demostracién. Usando la férmula dada dj, = 1 h > 1, se obtie-
ne: T
32 9
" B=3T
52 25
"h=5T
2
J
=5
(h +1)?
" f3
h+2
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1.4.4. Ejercicios Propuestos

1. Encuentre una férmula para el término general de las siguientes suce-

siones:
a) —1,1,-1,1,—-1,1,—1,...
b) 4,9, 419 24, .
) L35
d) 0,51,520,
111 1 1
9 25101726
f) 0,—4,8,—12,16,—20,.

2. Dada la sucesion f1 = =2, fo = 1, fr = 3fx_1 — fr_2, k > 3. Encuentre
ft7 fj+27 fk—37 fh+1'

3. Estudie la monotonia de las siguientes sucesiones definidas por su tér-
mino general:

7
a) ap =2n— —,
n
7
b) an:2_5777
1
c) a1 =2, ni1 = —5

n
4. Algunas calculadoras utilizan un algoritmo similar al 51gu1ente para
calcular y/n, para un nimero n real positivo: sea 1 = — y encuen-

tra aproximaciones sucesivas xo, x3, ... mediante la siguiente formula:

1
Tp = = (wk1 +
2 Tgp—1

método para calcular /5 y v/18 con 6 decimales de precision.

) hasta obtener la precisién deseada. Utilice este

5. La Sucesién de Bode, definida por la ecuaciéon a; = — y para k > 2

10
328244 ,
se define a, = ——————, puede emplearse para calcular las distan-

cias de los planetas al Sol. El tercer término de la sucesién es az = 1
unidad astronémica (que equivale a 92,900,000 millas) y corresponde
a la Tierra. Aproxime los primeros cinco términos de la sucesién.

6. Considere la sucesién de Fibonacci definida anteriormente (axy; =
Ok+1

ak
dan progresivamente mejores aproximaciones para 7 la razén de oro.

Aproxime los primeros diez términos de esta sucesion.

ax + ag—1 y a1 = ag = 1). Los términos de la sucesion rp =

an

7. Sea la sucesion definida por a1 =2y apt1 = 5—-
2+az
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a) Demuestre que Vn € N\ {0},a, y ant1 son del mismo signo.

Deducir que Vn € N\ {0}, a, > 0.

b) Estudie la monotonia de la sucesién.

8. Estudie la acotacién de las siguientes sucesiones:
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Axiomas de los Numeros
Reales

“Dios hizo los numeros naturales; el resto es obra del hombre.”
— Leopold Kronecker

2.1. Axiomas de Cuerpo

Un cuerpo es un conjunto no vacio (en nuestro caso serd R) en el cual
se han definido dos operaciones, la adicion (o suma) y el producto (o mul-
tiplicacién) que cumple con los siguientes axiomas, llamados Axiomas de
Cuerpo

Axioma 114 Aziomas de Adicion
(A1) Siz,y €R entoncesx+y=y+=x (Conmutatividad)
(A2) Siz,y,z€ R entoncesz+ (y+2) = (z+y) + =2 (Asociatividad)

(A3) Ewiste 0 € R tal que Vz € R, se cumple 0+z=x+0==x (Neutro
Aditivo)

(A4) Para cualquier y € R,3!' —y € R, tal que y + (—y) = (—y) +y =0
(Opuestos Aditivos)

Axioma 115 Axiomas de Multiplicacion
(M1) Siz,y € R entoncesz-y=y-x (Conmutatividad)
(M2) Siz,y,z€R entoncesx-(y-z)=(x-y) -z (Asociatividad)

(M3) Eziste 1 € R tal que Vx € R, se cumple 1 -z =x-1=x (Neutro
Multiplicativos o Identidad)

o7
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1 1 1
(M4) Para cualquiery € R\{0},3'— € R\{0}, tal que y- <) = (> y=1
Y Yy Yy
(Inversos Multiplicativos o Reciprocos)

Axioma 116 Aziomas de Distributividad
(D) Para todo z,y,z € R, se cumple x - (y+2)=x-y+y-x.

Los Axiomas 114, 115 y 116 o Axiomas de Cuerpo, entregan como resul-
tados los siguientes grupos de proposiciones:

Proposiciéon 117 Propiedades de la Adicion: para x,y,z € R
1. Six+y=x+ z, entonces y =z
2. Stix+y=x, entonces y =0
3. Six+y =0, entonces y = —x
4. —(—z)==x
Demostracion.

1. Sean z,y, z € R tales que = + y = = + z, entonces

y = 0+y
= (—z+2x)+vy /Asociatividad
= —z+(z+y) /Hipétesis
—x+ (z+2) /Asociativid
(—z+2z)+ 2
0+ 2

= Z

El resto de la proposicion se puede obtener sin mucha dificultad como
Corolarios de la Proposicién 117.1 recientemente demostrada, por lo
que queda como Ejercicio.

Proposicion 118 Propiedades del la Multiplicacion: Para x,y,z € R
1. Six #0 yx-y=u1xz entonces y = z

2. Six#20yx-y=x entoncesy =1

1
3. x#0yx-y=1 entonces y = —
x
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4. © # 0 entonces — =«

8= =

Demostracién. Ejercicio. m

Proposicion 119 Los Axiomas de Cuerpo implican las siguientes afirma-
ciones: Para z,y,z € R

1.0-2=0
2. Six#0yy+#0, entonces xy # 0
3. (—a)y = —(zy) = 2(-y)
4. (=)(=y) = 2y
Demostracion.

1. Sabemos que 0 + 0 = 0, luego multiplicando por z esta igualdad, se
obtiene

0+0)x = 0-z /Distributividad
0-24+0-x 0-x / Por Porposicién 117.2
0-2 =

2. Supongamos que x # 0y que y # 0, pero que xy = 0, luego
11

l‘y-$y =1 /Axioma 115.4
11

0-— =1 /Hipdtesis
Ty

0 =1 /Proposicién 119.1
Una contradiccién, por tanto xy # 0

El resto se deja de Ejercicio. m

2.2. Numeros Reales como Conjunto Ordenado

Definicion 120 Dado un conjunto no vacio R, diremos que un orden en
R es una relacion representada por "< 'que tiene las siguientes propiedades:

1. Six,y € R una u solo una de las propiedades siguientes es verdadera:

r<y, =y, y<uw

2. Six,y,z € R, tal que x <y N y < z, entonces x < z.
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Observacién 121
1. La proposisicion x < y se lee ‘r es menor que y’.
2. A wveces es conveniente escribir y > x en vez de x < y.
3. La notacion z <y indica que x <y o x = y.

Definicion 122 Un conjunto ordenado es aquel en el que se ha definido un
orden.

Definicion 123 Un cuerpo ordenado es un cuerpo que a Su vez es un con-
junto ordenado, que cumple con las siquientes propiedades:

1. Dados x,y,z € R tales que x < y, entonces x + z < y + z,

2. Dados z,y € R tales que z,y > 0, entonces xy > 0.

Esto significa que existe un subconjunto R™ C R llamado conjunto de
los numeros reales positivos. Ademads si indicamos como R™ al conjunto de
los nimeros —z, donde z € R concluimos que R = RT UR™ U {0}.

Proposiciéon 124 En todo cuerpo ordenado, en nuestro caso R, las siguien-
tes proposiciones son verdaderas: dados T,y,z € R

1. Sixz >0, entonces —x < 0 y viceversa

2. Stx>0ANy<z, entoncesx -y < x- 2.

3. Siz<0Ay<z, entoncesx -y >x- 2.

4. Six#0, entonces x% > 0.

5 Si0<y<u, entoncesO<%<§.
Demostracion.

1. Six > 0, entonces por Definicién 123 se tiene que 0 = —x+z > —x+0
asi 0 > —x

2. Dado que z > y entonces z —y >y —y = 0 y ademés z(z —y) > 0
(Definicién 123) y por Axioma 116 se tiene:

xz=x-z—z-y+trx-y=x-(r—2)+x-y>0+ax-y=x-y
El resto queda de ejercicio

Ejemplo 125 Desigualdad de Bernoulli: Para todo numero real x > —1 y
para todo n € N, se tiene que (1 +x)" > 1+ nz.
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Demostracién. La desigualdad es obvia si n = 0 o n = 1, supongamos que
la desigualdad es valida para n, entonces:

142 = (1+2)"(1+2)
(1+nz)(l+x)
= 1+nz+ 2+ n?
= 1+ (n+ 1)z + na?
1+ (n+1)x.

Y

v

2.3. Axiomas de completitud

Al momento de comparar o distinguir los conjuntos Q y R nos daremos
cuenta que existen similitudes entre ellos, ambos son cuerpos con las opera-
ciones usuales, ambos son conjuntos ordenados, incluso entre dos racionales
siempre existe otro racional, pero en definitiva existe una diferencia muy
grande entre ellos, la completitud.

Comencemos por demostrar esto ultimo que se ha mencionado un poco
‘a la ligera’:

Proposicién 126 (Densidad de Q) Dados dos racionales cualesquiera
p,q € Q, tal que p < q, existe otro racional v € Q tal que p < r < q.

Demostracién. Sean p,q € Q tal que p < g, si sumamos p a ambos lados
de la ecuaciéon se obtiene:
2p<p+gq,

ahora a la misma desigualdad p < ¢ sumemos ¢, para obtener:
p+q<2q,
de lo que se obtiene:
2p <p+q<2q,

por ultimo, si multiplicamos la cadena de desigualdades por %, se obtiene:

P+q

<
P=5

<q,

. pTq ,
obviamente r = , como se queria probar. m

Como ya hemos mencionado, la completitud juega un rol de mucha im-
portancia en el andlisis, pero todavia no hemos mencionado algo que nos
haga pensar que efectivamente Q no sea completo, para dar una respuesta
a esto, veamos la siguiente proposicién:
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Proposicién 127 No existe racional alguno tal que p*> = 3.

Demostracién. Supongamos por el absurdo que si existe un racional p € Q
tal que
P’ =3

m
por lo que existen m,n € Z primos relativos tal que p = —, entonces:
n

2

m
P = 3 peropQ:—2
n
2
m
5 = 3
n
m? = 3n?

2

Por lo que m~* es un multiplo de 3.

Lema 128 Dado a € Z, a es multiplo de 3 < a? es maltiplo de 3.

Demostracién. =] Si a es miltiplo de 3, podemos escribir a = 3k con
k € Z, luego a® = (3k)? = 3(3k?) luego a? es multiplo de 3.

<] Nuestra hipotesis es que a? es miitiplo de 3, supongamos por el absur-
do que a no es multiplo de 3, por ello a # 3k,Vk € Z, elevando al cuadrado,
se obtiene a? # (3k)? # 3(3k?) lo que nos dice que a? no es miltiplo de 3,
contradiciendo la hipétesis, completando la demostracién. =

Ahora, por el Lema 128 podemos afirmar que m es multiplo de 3, y por
ello podemos escribirlo como m = 3h con h € 7Z, entonces retomando la
demostracién, se tiene:

m? = 3n? (2.1)
(3h)? = 32 /é (2.2)
3n2 = n? (2.3)

Por lo que n? es miltiplo de 3, y el Lema 128 nos asegura que n también

es multiplo de 3. !Contradicciénj pues habiamos escogido a m y n primos
relativos, luego no existe p € Q tal que p> =3. m

Como hemos visto existen algunos nimeros o cantidades que no pueden
ser representadas mediante ntimeros racionales, lo que suguiere que existen
cierto 'vacios’ en Q, y estos son ’llenados’ con el conjunto de los ntimeros
reales (R) los que nos permitirdn desarrollar s6lidamente nuestros argumen-
tos desde el punto de vista analitico.

Definicién 129 (Conjuntos Acotados) Diremos que un conjunto A C R
es acotado superiormente cuando existe b € R tal que x < b para todo x € A.
Notese que en este caso, b recibe el nombre de cota superior
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Se puede definir en forma andloga cuando un conjunto es acotado infe-
riormente.

Definiciéon 130 Diremos que un conjunto A C R es acotado cuando estd
acotado superior e inferiormente, esto significa que A estd contenido en
algin intervalo de la forma [a,b] o equivalentemente que existe k > 0 tal que
si x € A entonces |x| < k.

Definicién 131 (Supremo de un Conjunto) Sea A C R un conjunto
acotado superiormente, un nimero s € R se denomina supremo de A cuando
es la menor de las cotas superiores. Explicitamente, definimos s = sup A si
y solo si:

(S1) Para todo x € A se cumple que x© < s.
(S2) SiceR tal que z < ¢ para todo x € A, entonces s < c.

Esta dltima condicién también puede ser expresada mediante la siguiente
reformulacion:

(S2’) Para todo € > 0, existe x € R tal que s — e < x.

Definicion 132 Se dice que un nimero M € A es el mdximo de un conjunto
A C R cuando M > x, para todo x € A. Esto quiere decir que M es una
cota superior de X que pertenece a A.

Ejemplo 133 Consideremos el intervalo [a,b] C R, su mdximo es b, pues
es cota superior que pertenece a [a,b).
Sin embargo, el intervalo [a,b) C R no posee mdzimo

Observacion 134 Notese que si un conjunto posee mdrimo, este mismo co-
rresponde al supremo. El concepto de supremo sirve para sustituir al mdzimo
de un conjunto cuando este no existe

Con esto llegamos al punto ctlmine de la completitud, representada en
el siguiente axioma.

Axioma 135 (C)Dado un conjunto no vacio ) # A C R acotado superior-
mente, entonces A posee un supremo a = sup A.

Ejemplo 136 Si consideramos el conjunto:

A={peQ:p’ =3}

El conjunto A no posee mdximo, pero efectivamente si posee supremo, que
corresponde a \/3, pues no podemos pensar en la idea intuitiva de "un poco
mds pequeno que /3’ por la Densidad de Q (Proposicion 126)
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Teorema 137 Dada una sucesion decreciente I1 D Is D --- D I, D --- de
intervalos cerrados y acotados, I, = |an, by, entonces que existe al menos
un real s € R tal que s € I, para todo n € N\ {0}.

Demostraciéon. La sucesion de inclusiones I, D I, 41 indican que

ap <ag <rap <<y <o Kb <y
por ello el conjunto A = {a; /i :1,2,3,...} estd acotado superiormente,
por lo que posee supremo, sea s = sup A, por definiciéon a, < s para todo
n € N\ {0}, ademds cada b,, es cota superior de A, asi s < b,,Vn € N\ {0}.

Concluimos que para cualquier n € N\ {0}, se cumple que a,, < s < by,
por lo que s € I, para todon € N\ {0}. m

2.4. Propiedad Arquimediana

El siguiente teorema muestra la caracterizacién de R como un Cuerpo Ar-
quimediano, propiedad muy importante dentro del analisis matematico por
las poderosas conclusiones que nos entrega, la presentamos a continuaciéon
en tres partes:

Teorema 138

a conjunto N C e los numeros naturales no estd acotado superior-
El junto N C R de ] 1 tural td tad )
mente.

(b) El infimo del conjunto X = {1 :n € N} es igual a 0.
(c) Dados a,b € RT, existe n € N tal que na > b.

Demostracion.

1. Supongamos por el absurdo que N esta acotado, por ello existiria ¢ =
sup N, entonces ¢— 1 no es cota superior, entonces existe n € N tal que
n > c—1, de donde n+ 1 > ¢ por lo que ¢ no puede ser cota superior,
contradiciendo el hecho que lo escogimos como el supremo de N.

2. Es evidente que 0 es una cota inferior de X, entonces basta probar que
para cualquier ¢ > 0, no es una cota inferior de X, entonces:
Por (a), sabemos que In € N tal que n > %, de donde % < ¢ por lo

que ¢ no es cota inferior, asi 0 es el infimo de X.

3. para cualesquiera a,b € RT, usando la parte I, sabemos que existe
n € N tal que n > g, luego na > b, completando la demostracién.
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2.4.1. Ejercicios Resueltos

1. Pruebe que si x <0y y < z, entonces xy < xz.

Demostracién. Como z < 0,entonces —x > 0. Ademés, —z(z—y) > 0
por tanto z(z —y) < 0 y en consecuencia:

xz=xz—axyt+ay=x(r—2z)+ay <0+zy=uay
[ ]

2. Pruebe que para z,y € R, si x + y = x, entonces y =0

Demostracion. Sabemos que si © +y = x + z entonces y = z por la
Proposicion 117, entonces basta tomar z = 0 para obtener que y = 0
]

3. Pruebe que entre dos niimeros reales existe un niimero racional.

Demostracién. Para ello, sean x,y € R dos nimeros reales distintos

tales que z < y, entonces y —x < 0, luego consideremos y_% Como N

no esta acotado, se asegura la existencia de un nimero n € N natural
1

tal que n > 7=z © decir

Sea p € Z la parte entera de nz, entonces podemos asegurar que

1
p§naz<p+1:>{£§:13}/\{ac<]i
n n

—_—— ———
2) ®3)

Luego, usando los resultados obtenidos se tiene que:

y = -2+
> 1.» por la condicién (1) y (2) respectivamente
p+1'
- n
> x por la condicién (3)

Es decir que

+1
x<p—<y
n

donde % es un numero racional, puespeZyn N m

4. Pruebe que 1 + /5 es irracional.
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Demostracién. Supongamos por el absurdo que 1+ /5 es racional,
como Q es un cuerpo, al sumar dos racionales el resultado debe ser
racional, entonces:

1+ V5+(-1)=vV5€Q
—
€Q €Q

Contradiccién, pues ya demostramos que v/5 € Q, por tanto 1++/5 € 1
]

. Pruebe que entre dos ntimeros reales existe un ntimero irracional.

Demostracién. Sean x e y dos nimeros reales, con x < y por las
propiedades de orden en R se tiene que

X
T _ Y

V2 V2

Por el previo, existe r € Q un niimero racional tal que

T
2 ocr< L

V2 V2

de donde
T <2<y

siendo 7 = v/2r un nimero irracional, pues r €Qy V2 €1l m

. Sean A C Ry B C R dos conjuntos acotados y no vacios. Sean a =

sup A y b = sup B. Definamos
C={r+yeR/zeAyec B}

Demuestre que supC = a + b.

Demostracién. Probaremos que sup(C) = a + b, mediante la carac-
terizacién del supremo, es decir

a+b=sup(C) < i)(a+b) es cota superior de C
ii)Ve>0,3cpeC:(a+b)—e<co

En efecto:
i) a+ b es cota superior de C

Sea c € C, entonces ¢ = x+y, ¢ € A, y € B. Ahora, por definicién
de supremo, se tiene que:
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sup(A) =a>zx; Vx € A
sup(B) =b>y; Yy € B

Luego por propiedades de orden de los ntimeros reales, podemos
sumar ambas desigualdades y asi:

a+b>x+y; Ve AVye B

esto quiere decir que

a+b>c VeeC
De manera que a + b es una cota superior de C.
ii) Ve>0,3cp e C:(a+b) —e<c
Para esto, sea ¢ > 0.
Luego, dado que a = sup(A) y b = sup(B), podemos asegurar
que:
€
ExoeA:a—§<x0
€
ElyOGBb—§<y0
Asi al sumar ambas expresiones se tiene que

a—l—b—§—§< o+ yo; o € Ajyo € B

(a+b)—e< Co; coeC

Luego, (a + b) es la menor de las cotas superiores de C

Entonces, de i) y ii), podemos concluir que (a + b) = sup(C)
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2.4.2. Ejercicios Propuestos

1. Pruebe que para todo p € Z, con p ntimero primo, ,/p no es un nimero
racional.

2. Pruebe que v/2 + /3 es irracional.
3. Dados ¢ € Q\ {0} y = € T demuestre que = + g y xq son irracionales.
4. Apartir de las definiciones es este capitulo, defina:

a) Conjunto Acotado inferiormente
b) Infimo de un Conjunto

¢) Reformule la definicién de Infimo usando e > 0.

5. Encuentre el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos:

a) A= {zeR/2? <9}
b) A={zeR/z? <7}
c) A={zx e R/|2z+ 1| <5}
d) A={zeR/(22+1)""}
e) A={ze€Q/2? <11}

6. Sean A y B dos conjuntos acotados y definamos
C={xyeR/x e ANy € B}

. Dar un ejemplo en que supC = sup A - sup B y un ejemplo en que
supC < sup A - sup B.

7. Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Definamos
B:={-zecR/z e A}
. Demuestre que inf A = —sup B.
8. Sea A C R un conjunto acotado y no vacio. Sean a,b € R. Definamos
C={ax+beR/zec A}

. Encuentre y demuestre formulas para inf C' y sup C en términos de
inf Ay supA.

9. Demostrar la desigualdad de Minkowski:

n

J (az—l—bZ)QS\lZaf—i—\lef
=1 =1 =1

)
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2.5. Los Numeros Reales como Espacio Métrico

2.5.1. Espacios Métricos

Definiciéon 139 Sea d : A x A — RS’, A x A no wvacio. Diremos que d
es una distancia o métrica si cumple con las siguientes condiciones: dados
pgreA

1. = d(p,q) >0sip#q
» d(p,q) =0sip=gq

2. d(p,q) = d(q,p)

3. d(p,q) < d(p,r) +d(r,q)

Observacion 140 Uno de los ejemplos mds importantes, y precisamente
el que mds nos interesa, son los espacios euclideanos, especialmente R, la
distancia queda definida por

d: R — R
(l‘,y) — d(m,y) = ‘I‘ - y‘
donde esta es la funcion valor absoluto, definida en 87 y cumple con las

condiciones de la Definicion 139 gracias a la Proposicion 88

2.5.2. Conjuntos Abiertos y Cerrados en R

A continuacién daremos algunas de las definiciones méas usuales y re-
currentes que podemos encontrar en el estudio de los conjuntos abiertos y
cerrados, conceptos basicos de la topologia sobre R.

Recordemos que un intervalo abierto se define como

(a,b) ={r e R/a < x < b}

Conjuntos Abiertos

Definicion 141 Sea x € R y sea € > 0, una vecindad o una bola de x
respecto del radio €, denotada: B(z,€), donde:

B(z,e) ={a € R/d(z,a) < €}
que caracterizado en R corresponde al intervalo abierto:
B(z,e) = (z — €,z +€)

Definicién 142 Dado un conjunto ) # A C R, diremos que x € A es un
punto interior de A, anotado x € A, si 3 € > 0 tal que B(x,¢) C A.
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Ejemplo 143 Si consideramos el intervalo I = (3,5], podemos afirmar que

4 ;, basta considerar e = 3 tal que B(4, 3) = (4 4+ 3] C I. De hecho,
€)

—(4_1
= Z,
para cualquier € € (0,1), se cumplird que B(4,¢) C I.

Ejemplo 144 Usando el mismo intervalo (3,5], ndtese que 5 & A, pues

para cualquier € > 0, se cumplird que B(5,¢) = (5—¢,5+¢€) ¢ I.

Definicion 145 Diremos que un conjunto es abierto si todos sus puntos
e}

son puntos interiores, lo caracterizamos como A = A.

Ejemplo 146 Un intervalo abierto (a,b) es un conjunto abierto, pues para
cualquier x € (a,b), basta escoger ¢ = min{x — a,b — x}, asi

(x —e,x+¢€) C (a,b).

Ejemplo 147 Volviendo sobre el intervalo I = (3,5], sabemos que 5 € I,

(o]
pero 5 & I (no es punto interior), por lo que el intervalo I no es un conjunto
abierto.

Observaciéon 148 Nétese que el conjunto vacio O es un conjunto abierto,
pues no posee punto que no sean interiores.

Teorema 149 Toda vecindad es un conjunto abierto.

Demostracién. Consideremos una vecindad cualquiera B = B(p,¢€) y sea
a € B, debemos encontrar un €; > 0 tal que B(a,€e;) C B, para encontrar
explicitamente este valor basta considerar lo siguiente

= d(a,p+e€) =d;

» d(a,p—€) =dy
por ultimo, con €; < min{d;,ds} se tiene lo pedido. m
Teorema 150

1. La uninon arbitraria de conjutos abiertos es abierta.

2. La interseccion finita de conjuntos abiertos es abierto.

Demostracion.

1. Sea I C N, sean (G;);es una familia arbitraria de conjuntos abiertos,
sea 9 € U;c; Gi entonces xg € Gy, para algin iy € I, como Gj, es
abierto, existe € > 0 tal que B(xq,€) C Gy, luego B(zo,€) C U;er Gi-

2. Ejercicio.
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Observacion 151 En el Teorema 150, la interseccion de abiertos no puede
ser infinita, pues el teorema falla, como se muetra a continuacion:

11
Ejemplo 152 Paran € N\ {0}, definamos A, = <—, ) una familia de
n'n

conjuntos abiertos, notese que:
[e.e]
N 4, = {0}
n=1

pero un conjunto con solo un elemento (singleton) no es un conjunto abierto.

Conjuntos Cerrados

Definiciéon 153 Un punto x € R se dice un punto de acumulacion o punto
limite de A, anotado x € A’, si cualquier vecindad de x contiene puntos de
A\ {x}, es decir,

Ve > 0,B(xz,e) N (A\ {z}) # 0.

Definicién 154 Sea A C R, si A’ representa el conjunto de todos los puntos
de acumulacion de A, entonces la clausura de A corresponde a:

A=AUA.

Ejemplo 155 Dado el conjunto I = (3,5] cualquier punto interior de x € 1
es un punto de acumulacion, pues Ve > 0 : B(z,e) N (I \ {z}) # 0. Ademds
los puntos {3,5} € I'.

Ejemplo 156 Si consideramos a N, nétese que N' = (), puesto que:
» Vn € N: basta escoger €, < 2, para que B(n,e,) N (NN {n}) =10
» Para v € R, basta escoger ¢, < minyend(r,n), de tal forma que
B(r,e,) N (N\ {r}) = 0.
. 1
Ejemplo 157 Sea A = { :n €N\ {0}}
n

Nétese que 0 € A', puesto que la Propiedad 138 (Propiedad Arquimedia-

na) asequra que Ve > 0,3n € N tal que — < n, es decir, que — < €, de esta
€ n

forma, se tiene que:
1
— € B(0,e)NA
n

Observacion 158 FEs importante tener presente que six € A’ & x € A
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Ejemplo 159 Si consideramos a Q, podemos afirmar que Q' = R, puesto
que Ve > 0, si g € Q, sabemos que Ir € R tal que r € B(q,€) N Q.

Definicion 160 Diremos que un conjunto es cerrado si todos sus puntos de
acumulacion le pertenecen.

1
Ejemplo 161 Del Ejemplo 157, vemos que el conjunto A = { :n e N\ {O}}
n

no es un conjunto cerrado, pues 0 € A’ y 0 & A.

Teorema 162 Un conjunto es abierto si y solo si su complemento es cerra-

do.

Demostracién. Sea A C R un conjunto no vacio, luego:
<] supongamos que A€ es cerrado, sea x € A por lo que z ¢ A°y
x & A, esto significa que Je > 0 tal que B(x,¢e) N A° = (), esto significa que
[}

B(z,e) C A, por lo que x € A
=] Supongamos ahora que A es abierto y sea x € A€, para cualquier

o
e > 0, se cumple que B(z,€) N A, por lo que x ¢ A, como A es abierto, la
unica posibilidad es que z € A€, por lo que A€ es cerrado. ®

Teorema 163 Sea R un espacio métrico y sea A C R, entonces
1. A es cerrado,
2. A=A siy solo si A es cerrado,

3. Sea B C R un conjunto cerrado tal que A C B, entonces A C B

Demostracion.

1. Sea a € R tal que a ¢ A, entonces Je > 0 : B(a,e) N (A\ {a}) =0 lo
que significa que B(a,€) C A€, es decir que A€ es abierto, y por ello A
es cerrado (Teorema 162)

El resto queda de ejercicio.

2.5.3. Ejercicios Resueltos

[z —y|
1+ [z —y
Demostracién. Debemos probar las tres condiciones necesarias para
tener una métrica, no olvidar que | - | ya es una métrica, entonces:

1. Pruebe que d(z,y) = es una métrica en R.
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= d(z,y)=0&r=y

[z —yl
d(z,y) =0 m:
& |lz—yl=0
&S T=y
= d(z,y) = d(y,z)
[z —y|
d(z,y) = ———2—
(2, y) R P—
_ _ly—=
1+ [y — af
= d(y,x)
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» d(z,z) < d(x,y) + d(y,z) Para poder demostrar la desigualdad

triangular, consideremos la funcién f definida como f ()

14t

Note que f es una funcién creciente, es decir, si < y entonces

f@) < f(y).
Por la desigualdad triangular de | - |

[z — 2| <|o—yl+y— =2l
aplicamos la funcién f y obtenemos

[z =z _ _lr—yltly—~]
L+lz—z ~ 14|z —y[+|y— 2|

separamos la fraccién de la derecha

|z — 2| |z — y ly — 2|

Ltfz—z " 1+|z—yl+ly—2 1+lz—yl+ly—=2|

[~y < _lr—yl
Ltz —yl+ly—2 = 1+ |z—y

|y — 2| < _ly—=~]
I+jz—y[+ly—2 ~ 14y —2|

de donde deducimos que

|z — 2| |z —yl ly — 2|
l+lz—z “14+]z—yl 1+y—z|

es decir
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
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2. Determine los puntos de acumulacién de cada uno de los siguientes
conjuntos:

a) Z
b) A=11,2)uU{3}

¢) Q* (el conjunto de los niimeros irracionales)
Solucién.

a) Como vimos en el Ejemplo 156, aqui Z’' = (), por el mismo argu-
mento alli mencionado.

b) Como vimos en el Ejemplo 155, cualquier punto interior de este

intervalo es punto de acumulacién, asi ;1 c A
Ademés 1 € A’, pues Ve > 0, B(1,e) N A\ {1} # (). Andlogamente
para 2 € A’.
Ahora bien, el punto {3} & A’, pues para 0 < € < 1, se tiene que
B3,e)N A\ {3} =10

c¢) Para el caso de los niimeros irracionales, se tiene que cualquier
r € R es un punto de acumulaciéon de Q*, pues Ve > 0, B(r,¢e) N

Q*\ {r} # 0, luego (Q*)' =R.
]

3. Demostrar que si A C B, entonces A’ C B'.

Demostracion.

Seaxe A = Ve>0, B(x,e)N(A\{z})#0

Jda € B(z,e) N (A\ {z})

Ja € B(z,e) AN a€(A\{z}) J/ACB
da € B(x,e) AN a€(B\{z})

Br,e)0 (B {x}) # 0

x e B

R

4. Sean R un espacio métrico y A C R.Pruebe que z € A si y sélo si
d(x,A) =0.
Demostracién. =] Sea r € A para cada ¢ > 0 se cumple que B(z, €)N
A # (), luego d(z, A) < e y como esto se tiene para cada € > 0 entonces
d(xz,A) = 0.
<] Ahora supéngase que d(x, A) = 0. Si existe € > 0 tal que B(z,€)N
A = () entonces por la Propiedad 138 (Propiedad Arquimediana) existe
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n € Ntal que B(z, +) C B(z,€) y asi B(z, )NA = (1o cual contradice
d(z,A)=0. m

5. Sean A, B C R, demuestre que (AU B) = A’ UB'".

Demostracién. <] Se sabe que A C (AUB) y que B C (AUB) y por
el Ejercicio Resuelto 3, se tiene que A’ C (AUB) y que B’ C (AUB)’,
lo que significa que AU B C (AU B)".

=] Sea z € (AU B)', entonces para todo € > 0 se tiene que B(x,¢) N
((AUB)\ {z}) # 0, luego existe y # x tal que

y € B(z,e) N (AU B)
= ye[(Blx,e)NA)U(B(x,€) N B)]
= [ye(Blz,e)nAlV [?JE(B(JC €) N B)]

N B(z,e) N (A\ {z}) # - ze A
B(z,e) N (B\ {x}) # (7) — zeB
Por tantoz € A/ UB'. m

2.5.4. Ejercicios Propuestos

1. Se definen
a) di(z,y) = (z —y)?
b) da(z,y) = /|z —y|
¢) d3(x,y) = |2* — y?|
d) dy(z,y) = |z —2y|

determine cudles de estas son métricas en R.
2. Demuestre que si un conjunto A es finito, entonces A’ = ().
3. Demuestre que todo conjunto finito es cerrado.
4. Demuestre que si A C B, entonces A C B.
5. Demuestre que AU A’ es cerrado, para todo A C R.

6. Demuestre que los tinicos conjuntos cerrados y abiertos, al mismo tiem-
po, son () y R.
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Limite y Continuidad

“Lo que sabemos es una gota de agua; lo que ignoramos es el
océano.”
— Isaac Newton

El concepto de limite es sin duda uno de los més importantes, y proba-
blemente el més dificil de comprender en calculo. El objetivo de este capitulo
es comprender y trabajar la definiciéon de este concepto. Por otro lado, Intui-
tivamente, una funcién f es continua si el grafico no contiene pausas, saltos
u oscilaciones. Aunque esta descripcién general nos permitird decidir si una
funcién es continua simplemente mirando su grafica es facil equivocarse, es
por ello que la definiciéon formal es muy importante.

3.1. Limite de Sucesiones

Esta seccién, como indica su nombre, tratara principalmente sobre limite
de sucesiones o sucesiones convergentes. Por lo tanto, debemos comenzar con
la definicion:

Definicién 164 Se dice que una sucesion (x,,) en X C R, converge si existe
un punto x € X tal que

Ve >03IN. e N:Vn> N, = |z, —z| < e.

En este caso, decimos también que (z,,) converge hacia x, o que z es el limite
de (z,) y escribimos x,, — x, o

lim z, = z.
n—oo

No es dificil ver que

lim z, =2z <= lim (z, —x) =0.
n—oo n—oo

7
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Observaciéon 165 Es importante saber que la definicion de convergencia
depende no solamente de (x,,), sino tamabién de X ; por ejemplo la sucesion

1
() converge en R (hacia cero), pero no lo hace en RT.
n

Lo que sigue es un teorema que resume las propiedades més importantes
de convergencia.

Teorema 166 Seca (x,) una sucesion en X C R:
(a) Six,x' € X y (x,) converge hacia x y hacia x', entonces x = z'.
(b) Si(xy,) converge, es acotada.

Demostracioén.

(a) Sea e > 0. Existen dos naturales N, N’ tales que
€
2 )
€

2

n>N — |z, —z| <

n>N — |z, —2| <
De aqui, si n > méx{N, N'}, tenemos:
|z — 2| < |op — 2| + |20 — 2| < e
Como € es arbitrario, tenemos que |z — 2’| = 0, entonces z = 2.

(b) Supongamos que x,, — x, entonces existe un N € N tal que n > N,
esto implica que |z, — x| < 1. Consideremos

t =max{l,|z1 —z|, |x2 —z|...|zNn — 2|}
Entonces, |z, — x| <t, paran=1,2,3....

|
La relacion entre la convergencia y las operaciones algebraicas, para las
sucesiones sobre R estan establecidas en el siguiente Teorema.

Teorema 167 Supongamos que (x,,), (yn) son sucesiones reales y que lim Tpn = T,
n [o.¢]

lim y, =y, entonces:
n—oo

(@) Jim (oo ) = Jim 0+ Jim =+,
(b) lim kx, =k- lim x, = kz,  para todo k € R,
n—o0 n—oo

(¢) Mm (znyn) = Hm z, - Hm y, = zy,
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T lim =,
(d) lim —* = "7 =~ siempre que y, # 0 para todo n, ey # 0.
noooyn o lmoy, oy
n o0

Demostracion.

(a) Dado e > 0, existen naturales Ny, No tales que:
€

nZN1—>]a:n—a;\<2

€
n2N2—>|yn—x|<§.

Si consideramos N = max{N1, N2}, n > N implica que:
(@0 +yn) = (2 +Y)| < |on + 2] + [y —y| <€

(b) Dado € > 0, existe N € N tal que

€
k|’
— |k||lz, — x| < €

n>N-— |z, —z| <

k#0

= |kx, — kx| < e
(c¢) Aqui utilizaremos la identidad
Tpyn = 2y = (@n = 2)(Yn —y) + (Yo —y) +ylan —2)  (3.1)
Dado € > 0, existen naturales N7, Ny tales que
n> Ny — |z, — x| < Ve,
n> Ny — |y, — 2| < Ve
Si tomamos N = max{Ni, Na}, n > N implica que:
|(zn — ) (yn — y)| <,

de modo que
lim (z, — z)(y, —y) = 0.

n—o0

Si aplicamos limite en (3.1) y la propiedad (a) y (b) anteriores tenemos

que:

Jim (znyn —2y) = M (20 —2)(yn —y) + 2(yn — y) + y(zn — 2)
= Jim (o =) — )+ Jim 2l ~9) + Jim on )
= 0+2-0+y-0

= 0.
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(d) Ejercicio.

|

Para resolver un nimero importante de problemas de estas materias, es
importante conocer la siguiente proposiciéon ya mencionada en la Observa-
cién 165:

1
Proposicion 168 La sucesion () converge a 0 en R.
n

Antes de ver la demostracién de esta Proposicion veamos el grafico de
la sucesion (Figura 3.1).

1.0j
0.8 :—
0.6:—
04 7

021

1
Figura 3.1: Grafica de la sucesién ()
n

1
Demostracion. Dado € > 0, entonces — > 0. Por la Propiedad Arquime-
€

1
diana, Teorema 138 parte 3, existe un N € N tal que ~ < N. Sin > N
€

entonces:

1

- < n

€

1

- < €

n
1
——0] < €
n

]
Otras convergencias son las siguientes:

Proposicion 169
1
m — — +
(a) nlggonk =0 keZ".

(b) Sil|x| <1, nh_)ngox =0.
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(c) Siz>0, Jim Vo =1.
Demostracion.

(a) Andlogo a la Demostracion de la Proposicién 168, consderar n >

i
™

(b) Ejercicio.
(c) Six =1 es evidente. Si x > 1, tomemos s, = ¥z — 1. Serd s, > 0, y
por el Teorem del Binomio:
1+mns; < (1+5x)n:pa
asi,
-1
0<s, < pf.
n
Por lo tanto s, — 0, es decir lim,, o, ¥/z =1.Si0 < z < 1, se obtiene
el resultado tomando los reciprocos.

]
FEl siguiente Teorema, es conocido como Teorema del Sandwich:

Teorema 170 Sean x,,yn, 2z, sucesiones tales que T, < y, < z, para todo
ne€Ny lim z, = F, lim z, = F, entonces lim y, = F.
T—00 T—00 T—00

Demostracion. Ejercicio. m

3.1.1. Ejercicios Resueltos

1. Demostar que

lim =0.
n—oon 4+ 1
Demostracion. Por demostrar que para todo € > 0 existe N € N tal
que si n > N, entonces —0].
n+1

Usando la propiedad arquimediana, dado un niimero real § > 0 siempre

1
existe un n € N tal que 0 < — < §. Entonces, dado § = % >0
n —€
existe N € N tal que

0< o ©
N 5—¢€
Es decir,
1 €
0<— <
n 5—¢€
5—€ < ne
5 < en+1)
o <
€
n+1
5
€, Y n>N,
n+1
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que es equivalente con

n—oo n 4+ 1 B
[
2. Calcular
12422402
lim 3 .
n—00 n
n 1)(2 1
Solucién. Usaremos la férmula Z k2 = n(n+ )6( nt ) Reempla-
k=1
zamos y obtenemos:
., n(n+1)2n+1) . 203+ 3n+n
lim = lim ——
n—0o00 6n3 n—00 6n3
_ ok on? i n? |
= e T s i Gnd

_ ok 1 i 1 i 1
= gt mooe i e

3 1 1 1
= lim-+—--1lm —+ - lim —
n—00 2 n—oon 6 n—oo n2
= —4+04+0=-
3+ + 3
]
3. Calcular
. nP+n?-5
i 5
n—00 nd+1
Solucidn.
n3 4 2n2 — 5 ot (H+E-5)
L T I 1
n—o00 n° + n 6<1+T>
1 2 .5
_ w0 T
- ’ , i
a1 0, s
B 0+0—0_Q_0
140 1 7
]
4. Calcular

lim vn + 1 — V.
n—oo
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Solucidén.

v/ 1
lim vVn+1—+/n = lim (\/n+ —\/ﬁ) ntl+yn
n—00 n—00

= li_>m
n o0
n(1+3)+vn
, 1
= lim
n%w\/ﬁ.( 1+%+1)
1
= lim— lgm -
n—0o /N, Nn—oo
14+ 2141
B 1
N VIF0+1
1
- 0--=0
2

5. Demostar que si 0 < a < b, entonces li)m vam + b = b.
n—oo
Demostracién. La técnica para demostar este enunciado es ocupar
el Teorema 170. Observemos que si 0 < a < b, entonces

0<a™ <b".
Sumando b", tenemos
b < a+b" < 2™
Radicando a la n tenemos:
b< Van+b" < /2-b.
Aplicando limite,
lim b < lim ¥a? +b7 < lim ¥/2-b
n— 00 n—00 n—o0
b< lim Va"+b" < lim V2- lim b
n—oo n—oo n—oo
b< lim Va"+b" < lim V2-b
n—oo n—oo
Por Proposicién 169, lim /2 = 1, obteniendo
n—oo

b< lim Va™+b" <b.

n—oo

Por el Teorema 170 concluimos que li_)m Var+bh=>. m
n o
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6. Calcular lim Vn+k, k € N.
n—oo

Solucién. Dado k € N existe m € N tal que k£ < m - n, entonces
1<n+k<n+m-n=n(m+1).
Luego radicando a la n:

1< VUn+k<n-Y(m+1).

Aplicando limite:

Jim 1< lim n+k < lim Yn- ¥/ (m+1).

Como nh_)ngo ¥Yn- {/(m+1) =1, por Teorema 170 tenemos:

lim Vn+k=1.
n—oo

]
2n+1 n+1
. Calcular lim i
n—00 2n 4 3n
Solucidn.
n+1
2n+1 4 3n+1 3n+1 <(§) + 1>
2 7 -y
n+1
3 ((g) + 1)
= lim -
2
+1
lim 3 (hm (%) + lim 1)
o n—oo n—oo n—00
- , 2\ " ,
Jim (3)" + Jim 1
3-(0+1) § 5
o+1 1 7
| ]

n + sin (&)

n—oo  2n+1
Solucién. Sabemos que —1 < sin <71277) < 1, para todo n. Entonces
sumando n:

. nmw
n—1§n+s1n(2) <n+1.

Diviendo por 2n + 1 # 0, tenemos:

n—1 < n + sin (%) < n+1
2n+1~- 2n+1 ~ 2n+1°
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Pero como
n—1 1

im =
n—oo2n+1 2

n+1 1

im =
n—oo2n+1 2

9
tenemos por el Teorema 170 que

n in (& 1
i s () 1
n—00 2n+1 2

3.1.2. Ejercicios Propuestos

3n? — 6n3 + 2 6
1. Demostar que lim on” b7+ 2 =——.
n—oo

n3 7

2
5. Caleular lim oF_+47

n—co Hp2 —1°

3. Calcular lim v/n+1— /n.
n—oo

x
4. Demuestre que si z,, > 0y lim ntl

=a < 1, entocnes lim z, = 0.
n—oo I, n—00

5. Calcular n11_}1(20 {/nv/n.

142 .
6. Calcular lim 2 +t3+.+n
n—00 3n? +2

7. Estudie la convergencia de la sucesiéon

ﬂ,\/%,\m\/ﬁ,...,

y encontrar su limite si es que existe.

1+2-10"
) lcular lim ——M—.
8cacuarnl—>r205+3-10”

n_ 3-n
9. Calcular lim ———.
n—oo 3" 4 3—n

3.2. Limite de Funciones

Para comenzar esta seccién daremos la definicion de limite.
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Definicion 171 Sea f : E CR — R y p un punto de acumulacion de E.
FEscribiremos f(x) — q cuando x — p o
lim f(z) =g,

sty solo si existe un punto q € R tal que:

Ve>03d>0: |z —p/<d=|f(x) —¢q|l <e

2
-1
T . Es

Ejemplo 172 Consideremos la funcién g definida por g(x) = 1
T

claro que su dominio es R\{1}, por lo que g(1) no estd definido. Observemos
su grdfica (Figura 3.2):

Figura 3.2: Grafica de g

Observemos que si x es un valor cercano a 1, entonces g(x) es cercano
a un valor fijo, en particular 2, tal como lo muestra la Tabla de valores:

z | g(x)
1 0
0 1
05 | 15
07 | 17
08 | 18
0,96 | 1,96
1,001 | 2,001
1,12 | 2,12
13 | 23

Cuadro 3.1: Tabla de valores

por lo que si consideramos d = €, obtenemos que lim1 glx)=2.
Tr—r
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Lo que sigue son Teoremas muy importnates para el calculo de limites.
Teorema 173 Si el limite de una funcion existe, entonces es unico.

Demostracion. Ver demostracién Teorema 166 m

Teorema 174 Supongamos que f, g son funciones reales y que ligl flx)=F,
T—p

%gr}?g(af) = G, entonces

(@) 1w (f(z) + g(x)) = lim /() + I g(x) = F + G

T—p

(b) i K (2) = kF

(¢) lim (f(x)g(x)) = lim f(2) - lim g(z) = F -G

lim,, F
(d) %13}7 gég = lirnn1 =P ‘;g; el siempre que g(x) # 0 para todo x.
T—p

Demostracién. Aniloga a la demostracion del Teorema 167 =

Teorema 175 Sean f, g, h funciones tales que f(x) < g(x) < h(z) y lim f(z) = F,

T—p
lim h(z) = F, entonces lim g(z) = F.
T—p T—p

Demostracién. Si lim f(x) = lim h(xz) = F, entonces para cada € > 0:
T—p T—p

existe d; > 0 tal que |z —p| < 1 entonces F —e < f(x) < e+ F,
existe d2 > 0 tal que |z —p| < 2 entonces F' —e < g(x) < e+ F.
Luego, escogiendo § = min{dy,d2}, si |z — p| < J entonces :
F—e< f(z)<g(x)<h(z)<e+F

& F—-e<g(z)<e+ F
l9(z) - Fl <

i3

3.2.1. Limites Laterales

Sea f una funcién definida en un entorno del punto a € R, aunque no
necesariamente en el punto. Al hallar el limite de f en a hay que considerar,
si es posible, valores de x que tienden al punto a tanto por su derecha como
por su izquierda. Existen muchas funciones, como las definidas a trozos, en
que estos valores (por la derecha y por la izquierda) hay que considerarlos
por separado, obteniendo lo que se conoce como limites laterales:
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Definicion 176 Se dice que L~ es el limite por la izquierda de f en el
punto a si f(z) tiende a L™ cuando x tiende a a por su izquierda (con
valores menores que a), es decir:

lim f(z)=L" < (Ve>036d>0tal que a—d<x<a= |f(zx)— L |<e).

T—a—

Anélogamente tenemos,

Definicién 177 Se dice que L™ es el limite por la derecha de f en el punto
a si f(z) tiende a L™ cuando x tiende a a por su derecha (con wvalores
mayores que a), es decir:

lim+ (r)=L" & (Ve>035>0talque a<z<a+d=|f(z)—L"| <e).
T—ra

Observaciéon 178 Claramente, existe el limite de una funcion en un punto
sty solo si existen los limites laterales y coinciden. Cuando la funcion sélo
estd definida a uno de los lados del punto, se define el limite como el limite
lateral correspondiente.

3.2.2. Limites Notables o Fundamentales

LLamaremos limites Notables o fundamentales a aquellos limites que
tienen una estructura determinada, que podemos reconocer o que a través
de propiedades algebraicas podemos llegar a obtener. Con estos, nos serd

maés sencillo calcular ciertos limites.
. sin(x
1. lim (z)

x—0 T

= 1.

Demostracién. Consideremos un entorno cercano a cero donde
sin(z) <z < tg(z). (3.2)
Si dividimos 3.2 por sin(x), obtenemos:

T 1

~ sin(z) ~ cos(z)’
considerando los inversos, obtenemos:

1> sin(x)

. > cos(x). (3.3)

Aplicando limite, con z — 0

1> lim sin(x)
x—0 €T

> 1.

Usando Teorema 175 tenemos que:

lim sin(z)

z—0 xT

=1.
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2. lim(1+ :c)% =e.
z—0

Demostracion. Ejercicio m

| 1
3. lim 2D _
x—0 x
Demostracién.
| 1
i BEED g (1)t
x—0 xT z—0
= In (h’m(m + 1)vlr>
z—0
= In(e)
=1
n
T _
goam g
x—0 x

Demostracién. Consideremos v = e — 1, entonces u — 0, asi ¥ =
y+1ylIn(y+1) = 2. Reemplazando tenemos:

If l — lim
ugl%] ln(y + 1) o u% In(u+1)
U
. 1
lime, 0 ln(uu—i-l)
=1

T
5. lim = =1In(a), aeRT\{1}.

z—0 x

Demostracién. Analogo al limite notable 4. m
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3.2.3. Ejercicios Resueltos

1 _ 1
1. Calcular lim £ 8
=2 p—92
Solucidn.
1 1 8—z3
lim «2 8 — fy -8«
=2 1 — 2 =2 — 2
—(23-2%)
= lim —82%
z—2 1 — 2
—(z—2)(x%+2x+22)
= lim 8z
r—2 x—2
_ _ 2 2
— m (x —2)(x* + 2z + 27)
r—2 8(1‘ — 2)1’3
. —(z? +22+22)
= lim
z—2 813
B 12 1
64 5
]
2. Calcular lim vite—yi- x.
x—0 x
Solucidn.
m Vitz—V1I—-z lim Vi+z—V1I—2)V1+z+V1—-2)
z—0 x z—0 (\/1+QZ+\/1—JI)
) l+xz—(1—-2x)
= lim
e=0 z(y/1+z+1—2x)
i 2x
= lim
e—=0z(v/1+ 2+ 1 —1)
i 2 1
= 11m = 1.
=0 (vV1+ 2+ /1 —x)
]
rx—7

3. Calcular lim

S N Y
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Solucidén.

—7
1f
JE%W_ V3

RN € [t )
=7 (Vo —4—3)(Vz — 4+ V3)
=T+ V3)

=T (VT —4)? - V3
_ o @ DWVE a4V

x—7 x—4—3

— lm (x—T)(Vz —4+3)

r—7 Tz —17

= limvz—4++V3
r—7
= V34+V3=2V3

3 r—8
4. Calcular lim L
a—64 Jx — 4
Solucién. Para resolver este limite usaremos un recurso algebraico:
cambio de variable. Hagamos y = ¥z, luego si ©+ — 64, entonces

y — 2. Reemplazando tenemos:

-8 L (y—2)(y*+2y+4)
lim = lim
y=2y% —4 =2 (y—2)(y+2)
(v +2y +4)
g m -———— =
y—2 y—|—2
]
5. Calcular hm V- f
—a T —a
Solucmn
g VE= Ve (YE = Ya)(Va? + Yaa+ Va?)
1 —_— =
r—a T —a r—a (x_a)(f/ﬁjL\s/ﬁ_f_W)
, r—a
= lim 3 3
Ha(x—a)(\/x2+m+\/a7)
= lim
e (Va +\/ﬁ+f)

ﬁ—i—ﬁ—i—ﬁ 33a2'
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6. Calcular lim sm(?:c).
z—0 T
Solucién. (7 (7 -
lim sin(7x)  lim sin(7z) 7
z—0 T z—0 T 7
Haciendo v = 7z, si x — 0, entonces u — 0. Reemplzando tenemos:
lim 500 g g, S0
u—0 U u—0 U
= 7-1=7
[ |
]_ _
7. Calcular lim cic;s(x).
z—0 T
Solucién.
lim 1 — cos(x) — lim 1 —cos(z) 1+ cos(x)
a0 x2 =0 2 1 + cos(x)
-2
— lim sin®(x)
2—0 z2(1 + cos(x))
.2
= lim sin”(z) - lim L
a0 2 2201+ cos(x)
. . 1
= lim % - lim sin(2) - lim
a—=0  x 220 x  2—0 14 cos(x)
= 1-1-1=1.
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2
8. Calcular lim .
L 2=01 —secx
Solucidén.
2
B T
lim — =

z—01 —secx

93

7 :L‘2
hn%) T
xr—r

1—
cosx
CL’2

250 cos(z) — 1
cos(z)

x? - cos(xz) cos(x

)+1
a—0 cos(z) —1 cos(z)+1
22 - cos(z))(cos(x) + 1)
—(1 — cos?(x))
(2% - cos(x)) (cos(x) + 1)
sin?(z)
- ig%(cos(x) +1)

lim (
x—0

— lim
x—0

lfm sin22(x)
z—0 X
- }:%(cos(x) +1)

lfm sin(z) - i sin(x)
z—0 I z—0 T
-2
— = -2

1

V2 /1 +COS(:C)‘

9. Calcular lim

a—0 sin?(x)

Solucién. En primer lugar amplificaremos la fraccién algebraica por

el numerador, entonces:

" V2 — /14 cos()
fm =
z—0 sin2(x)

V2 — /1 + cos(z) ' V2 + /14 cos()

sin?(x) V2 + /14 cos(z)
e 2 — (14 cos(x))

20 sin? (z) (V2 + /1 + cos(x))
) 1 — cos(x)

lim

z=0 sin?(z)(v2 + /1 + cos(x))
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Ahora amplificaremos nuevamente por el numerador:

I 1 — cos(x) — lm 1 — cos(x) 14 cos(z)
20 sin?(x)(v/2 + /1 + cos(z)) 20 sin?(x)(v/2 + /1 + cos(z)) 1+ cos(x)
) 1 — cos?(x)
= lim
20 sin?(x)(v/2 + /1 + cos(z)) (1 + cos(z))
) sin?(x)
= lim

w—>081n f—}— \/1—|—cos 1+ cos(x
x%O f+\/1+cos 1+ cos(z))
-(f+xf) 4\@'

1 xr
10. Calcular lim (1—1—) .
T—00 T
Solucién.
1 X
lim (1 + )
T—00 T
Para resoler este limite, debemos usar el limite notable niimero 2.
1

Hagamos el siguiente cambio de variable. Digamos v = —, si x — oo,
T

entonces v — 0. Reemplazamos

1
lim(1+v)5 = e
v—0
™
9z
11. Calcular lfm <3+4x)
T—00 Ax
Solucidn.
i 34 4\ _ oy 3 4\
A\ T = 2\t

3 9x
= lim (—i—l)
z—oo \ 4

. 3 .
Cambiemos u = 1w’ luego si x — oo, entonces u — 0. Reemplazando:
x

lm (14 u)® 0 = <li

u—0
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AN

12. Calcular lim (1 + 3z)=.
z—0

Solucidén.

8 [

, . 1\2
li(1 4327 = i ((1480)7)

, 1\6
= Jim (04 30)%)
Haciendo ¢ = 3x, entonces t — 0. Reemplazamos:

lim ((1 +t)%)6 = b

t—0
| ]
3z __ 1
13. Calcular lim
r—0 x

Solucion.
. e —1 . e —1 3
lim = lim - =
x—0 x z—0 x 3
3 _ 1

— lim3-
r—0 3z

Haciendo w = 3x, entonces © — 0. Reemplazamos:

“—1 “—1
1fm 3 - = 3.1im ©
u—0 u u—0 U
= 3-1=3.
|
ete(®) _ 1
14. Calcular lim ————
2=0  tg(x)
Solucién. Sea u = tg(z), entonces u — 0, reemplazando tenemos:
et —1
lim =1.
u—0 u
|
2z
-1
15. Calcular lfm — .
2—0 sin(3z)
Solucién.
e — 1 e —1 3z 2
1m = 1im — —_— . —
z—0 sin(3z) z—0 sin(3z) 2z 3
e —1 3x 2
= lim - = - =
z—0 2x  sin(3z) 3
,oer -1 2
= lim - lim — - =
z—0 2z z—0 sin(3z) 3
3x
2 2
= 1-1.-==
3 3
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Calcular lim M
z—2 x— 2

Solucién. Cambiemos variable de tal modo que u = = — 2, entonces
u — 0. Reemplazamos

lim = lim
u—0 u u—0 u
In(%+1
= lim (G+1)
u—0 u

) U
Si h = —, entonces h — 0, con esto obtenemos:

limln(h+1) _ l-limln(h_}—l)
h—0 2h 2 h—0 h

1 1

2 2

3.2.4. Ejercicios Propuestos

Calcular los siguientes limites:

h3_ 3
i D=
h—0 h
; 3 —1
lim =
=122 —1

1 1
lim - =

-0 sin(2z)

1 5x+3
lim <1 + ) =
T—00 2x

2 2
) 62:5 +x+1 _ e’ +x+1
lim 5 =
z—/2 xe —2

tg(z)

D lim ———— =

a—m (x — 7)sec(x)
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3.3. Continuidad

En esta seccién se estudian las funciones continuas de una variable real.
Vamos a demostrar algunos teoremas importantes sobre funciones continuas
que, aunque son realmente notables, estan més alld del alcance del curso
calculo elemental. Son accesibles ahora a causa de nuestra mejor compren-
sién del sistema de ntmeros reales, especialmente de aquellas propiedades
que se derivan del axioma de completitud.

Definicion 179 Sea f: E CR — R yp € E, se dice que f es continua
en p st
Ve>030>0:|z—p|<d=|f(x)— f(p)| <e

Observacion 180 Si f es continua en todo punto de E, se dice que f es
continua en E.

Observacion 181 Debemos ver que f debe estar definida en el punto p para
que sea continua en p.

Observacion 182 Sip es un punto aislado de E, la definicion implica que
toda funcion f que tiene a E como dominio de definicion es continua en p.

La Observacién anterior es correcta, dado que si elegimos un € > 0
cualquiera, podemos escoger § > 0, de modo que el tnico punto x € E, para
el cual |[x — p| < d sea x = p; entonces |f(z) — f(p)| =0 < e.

Teorema 183 En las condiciones enunciadas en la Definicion 179, si ad-
mitimos que p es un punto de acumulacion de E, f serd continuo en p si, y

solo si %13}3 f(x) = f(p).

Demostracion. Se ve claramente si comparamos las Definiciones 171 y 179.
|

Un Teorema muy importante asociado a la composicién de funciones, es
el siguiente:

Teorema 184 Sea f : ECR —R,g: f(E)CR—Ryh: ECR —
R definida por
hz)=g(f(z))  (z€E).

Si f es continua en todo punto p € E y g es continua en todo punto f(p),
entonces h es continua en p.

Demostracién. Sea € > 0. Como g es continua en f(p) existe un d; > 0

tal que si |y — f(p)| < 01y y € f(E), entonces |g(y) — g(f(p))| < €. Ademés
como f es continua en p, existe § > 0 tal que si [z —p| < § y = € E, entonces
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|f(2)=f(p)| < d1. Luego tenemos que |h(x) —h(p)| = [9(f(x))—g(f(p))] < e
n

Una caracterizacién imporante sobre las funciones continuas es lo que
nos indica el préximo Teorema:

Teorema 185 Una funcion f es continua en R si, y solo si f~1(V) es
abierto en R para todo conjunto abierto V- C R.

Demostracién. Supongamos que f es continua en R y que V' C R es un
conjunto abierto. Sea p € Ry f(p) € V, como V es abierto, existe un € > 0,
tal que y € V si |f(p) —y| < ¢, y como f es continua en p, existe § > 0,
tal que |z — p| < & entonces |f(z) — f(p)| < e. Asi z € f~1(V), siempre que
|z —p| < 6.

Inversamente, supongamos que f~!(V) es abierto en R, para todo V
abierto en R. Fijemos p € R y € > 0, y sea V el conjunto de todos y € R
tales que |y — f(p)| < e. V serd abierto; por lo que f~1(V) es abierto, por
lo que existe, 6 > 0 tal que z € f~1(V) en cuanto |z — p| < 6. Pero si
x € f~YV), cumple que f(x) € V, de modo que |f(z) — f(p) < ¢, lo que
concluye la demostracion. m

Respecto de las propiedades algebraicas respecto de continuidad, tene-
mos lo que sigue:

Teorema 186 Sean f,g dos funciones continuas en p, entonces
(a) f+ g es continua en p.
(b) f-g es continua en p.

(c) k- f es continua en p, para todo k € R.

(d) / es continua en p.
g

Demostracién. Se procede de manera andloga a la demostracién del Teo-
rema 167 m

3.3.1. Teorema del Valor Intermedio

Una propiedad muy 1til para estudiar el recorrido de una funcién conti-
nua, es el hecho que una tal funcién que toma un par de valores, esta obli-
gada a tomar todos los valores intermedios. La esencia de esta propiedad la
enunciamos en el siguiente resultado de existencia de raices de ecuaciones.

Teorema 187 Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua sobre [a,b] tal que
f(a)f(b) <0. Entonces existe x € [a,b] tal que f(x) = 0.
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Demostracién. Consideremos el intervalo Iy = [a,b] y ¢ = ot
medio. Tomando I; = [a,¢], si f(a)f(c) < 0e Iy = [cb], si f(c)f(b) <0,
obtenemos un intervalo I; = [a1,b1] C Iy con f(ai)f(b1) < 0. Iterando
este procedimiento se obtiene una sucesion decreciente de intervalos I, =
[an,bn] C I,—1 tal que

su punto

flan) f(bn) < 0. (3.4)

Por el Teorema de Intervalos encajonados, Teorema 137, las sucesiones a,,
y by, convergen hacia un mismo punto = € [a,b]. Aplicando limite en (3.4)
tenemos que f(z)? <0, por lo que f(z) =0. m

Teorema 188 Sea f : [a,b] — R wna funcion continua sobre [a,b] y
f(a) < e < f(b), entonces existe un x € [a,b] tal que f(x) = c.

Demostracién. Sea g una funcion tal que g(z) = f(z) —c. Como f es conti-
nua, entonces g es continua. Ademas, note que g(a) < 0y g(b) > 0, entonces
g(a)g(b) < 0; es decir, g satisface las condiciones del Teorema 187. Entonces
existe un x € [a,b] tal que g(x) = 0, pero esto significa que f(x) —c = 0,
por lo que f(z) =c. m

El teorema siguiente es llamado Teorema de Weierstrass.

Teorema 189 Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua. Entonces f es
acotada y alcanza su minimo y su mdximo en |a,b].

Demostracion. Ejercicio. m

3.3.2. Continuidad Uniforme

Definicion 190 Sea f : E C R — R, decimos que f es uniformemente
continua en E si, y solo si,

Ve>030>0:|p—q|<d=|f(p) — f(9) <e

Es importante estudiar las diferencias entre continuidad uniformey con-
tinuidad.
Primero, la continuidad uniforme es una propiedad de una funcién en un
conjunto, mientras que la continuidad se puede definir en un solo punto; y
no tiene sentido la pregunta de si una funcién es uniformemente continua
en un cierto punto. Segundo, si f es continua en F, es posible hallar para
cada € > 0 y cada punto p € E, un nimero § > 0 que posee la propiedad
enunciada en la Definiciéon 179. Este 6 depende de € y p. Pero si f es uni-
formemente continua en FE, es posible hallar, para cada ¢ > 0, un ntumero
6 > 0 que cumpla para todos los puntos p € E.

Es evidente que toda funcién uniformemente continua es continua.
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3.3.3. Ejercicios Resueltos
1. Considérese la funcion definida por:

r— 2 .
f(x): m SICC#O
4 six=2

Analalizar la continuidad de la funcién en z = 2.

Solucidn. Se debe analizar si f satisface las condiciones para ser con-
tinua en x = 2. Notemos que f(2) = 4, (existe). Ahora verifiquemos si
se cumple la condicién

lim f(z)= lim f(z)= lim f(x).

z—27F T—2~ T—2
Calculamos:
; , T —2
i f(2) =l oy
| 1
= lim = -
=21 + 2 4
1
Con esto, lin% flx) = 1 # f(2) = 4, entonces puede concluirse que f
r—r

no es continuaenr =2. |
2. Demuestre que si f : [a,b] — R es continua tal que f(a) < a 'y
f(b) > b entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

Demostracién. Considere la funcién ¢ : [a,b] — R tal que ¢(x) =
f(xz) — x. Por ser f y la funcién identidad continua ¢ es continua.
Ademas

pla) = fla) —a <0

o(b) = f(b) = b >0,

entonces ¢(a)p(b) < 0. Por el Teorema 187, existe ¢ € [a,b] tal que
o(c) =0, es decir, f(c) —c=0= f(c)=c. =

3. Calcule a,b de modo la que la funcién f, definida por

2

x
—— si <0
V1422 -1
flz)=qax+b si0<x<2
r—vVr+2
si 2<ux

Vidr+1-3

sea continua en todo su dominio.
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Solucién. Como los polinomios y las raices cuadradas son funciones
continuas y ademas la suma, la resta, el producto y cuociente de fun-
ciones continuas es una funcién continua obtenemos que f es continua
en (—o00,0), (0,2) y (2,00). Falta analizar la continuidad en los puntos
r=0yx=2.

Por ser f una funcion definida a trozos, debemos recurrir a calcular
los limites laterales asociado a los puntos x = 0 y x = 2. As{ tenemos:

.TUZ

S fle) =l Ay
P A AL Tk
a0~ V1+a22 -1 VI+22+1
22 (VIta?+1)

2

= lim

z—0— X
V140241 5
= f — .

Luego, para que exista lim f(x):
z—0

lim ax +b= lim f(z) =2, (3.5)

z—0t z—0~
con lo que obtenemos b = 2.
Por otro lado, en el punto z = 2 tanto el numerador como el deno-
minador se anulan, una posibilidad de evitar esta indeterminacion es

transformar algebraicamente la expresién amplificando por las expre-
siones conjugadas del numerador y del denominador:

lim f(z) = T —VT+2

e o It 1-3
P ) .x+\/:1:+2.\/4a:+1+3
e—2t iz +1-3 o4+ +2 iz +1+3
. (2% — 2 —2) (Viz +1+3)
e=2t (4o —8) (z+Vx +2)
. (x—2)(z+1) (Vdz +1+3)
a2t Az —2) (x4 Vo +2)
C o @D (VA FT1+3)

r—2+ 4(13—|—\/m)

2+ 1)vV4-2+1+3

42+V2+2)
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. Probar que el polinomio p(z) = x

3. LIMITE Y CONTINUIDAD

Luego, para que exista lim f(x):
r—2

9
li b= U =- 3.6
:vigl* ar ziglJF f(l‘) 8’ ( )
9 -7 S
como b = 2, tenemos que 2a + 2 = 3 = a= 6" En conclusion si
-7
a= 6 y b= 2 f es continua en todo su dominio. ®

4 _ 23 — 1 tiene a lo més dos racices

reales.

Demostracién. Si existen z < y tales que p(x) - p(y) < 0 entonces
existe ¢ € [x,y] tal que p(c) = 0 (Por Teorema 188), dado que los
polinomios son funciones continuas.

Apliquemos este criterio. Notemos que p(—1) =1, p(0) = —1,p(1) = — 1,
p(2) = 7. Entonces entre -1 y 0 y entre 1 y 2 debe haber soluciones de
p(z)=0. m

. Demuestre que la funcién h, definida por h(z) = 3z es uniformemente

continua en (—o00, 00).
Demostracién. Note que |h(p) — h(q)| = |3p —3q| = 3|p — q| < ¢,
siempre que |p — q| < % Por lo que basta considerar § = 7 [ |

3.3.4. Ejercicios Propuestos

1.

Determinar las constantes a,b € R de tal modo que la funcién f sea
continua, si:

1
f @)=l

a+bx? si |z <1

si|z|>1

. Sea f :[0,1] — R continua. Supongamos que f(z) € Q Vx € [0,1] y

1 1
f (2 =35 Pruebe que f es constante.

. Sea f(x) = 2® — 22 + 2 demuestre que existe zo € R tal que f (zg) = 7.

. Demostrar que la funcién f definida por

1

x-sin() si x # 0,
x

0 si x =0.

fla) =

es continua en x = 0.
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5. Sea f: F C R — R uniformemente continua en el conjunto acotado
E. Demuestre que f es acotada en E.

6. Considere la funcién f : R — R definida por:

sin ((1 — a)z)

. si x <0,
f(z) =S b(z — a)? si 0<z<1,,
i -1
sinfa(z 1) 5y,

In(z)

donde a,b € R con a # 0, a # 1. Analice la continuidad de la funcién.
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4

Diferenciacion

“Los encantos de esta ciencia sublime, la matemdtica, sélo se
le revelan a aquellos que tienen el valor de profundizar en ella.”
— Carl Friedrich Gauss

En este capitulo trataremos uno de los conceptos mas importantes del
Célculo Diferencial. Si bien es cierto que el concepto de una funcién es fun-
damental, que no se puede hacer nada sin limites ni continuidad, todo lo que
hemos hecho hasta ahora tiene como fin las ideas que vienen a continuacion.
El concepto que es caracteristico del Calculo: la derivada.

4.1. Derivada de funciones explicitas

Definicién 191 Supongamos f : [a,b] — R. Para cada x € [a,b], forme-
mos el cuociente

o) =0T bz, (a1)
y definamos
F'(x) = Jim (), (42)

con la condicion que exista este limite, de acuerdo con la Definicion 171.
Lo que hacemos es asociar a la funcién f una funcion f', cuyo dominio

es el conjunto de los puntos x en los que existe (4.2); a f' se le llama
derivada de f.

Definicién 192 Si f' estd definida en el punto x, decimos que f es di-
ferenciable en x. Ademds si [’ estd definida en todos los puntos de un
conjunto A C [a,b], decimos que f' es diferenciable en A.

105
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Observacién 193 Para que (4.2) exista deben existir los limites por iz-
quierda y por derecha, entonces podemos referirnos también a la definicion
de derivadas a la derecha y a la izquierda.

Observaciéon 194 Es habitual ver que algunos textos o autores tengan otra
dy
de’ dz’ 7

notacion para f'(x), entre ellas estin: Df(x),

Revisemos un ejemplo para ver la derivada de una funcién.

Ejemplo 195 Hallar f', si f estd definida por f(z) = z2.
Para obtener f'(x), debemos calcular el limite segin (4.2), entonces

f'(z) = lim

En conclusion si f(x) = 22, entonces f'(x) = 2x.

Un Teorema muy importante es el que se presenta a continuacién , ya
que nos entrega una condicién necesaria para la diferenciacion.

Teorema 196 Supongamos f definida en [a,b]. Si f es diferenciable en un
punto x € [a,b], entonces es continua en x.

Demostracion.
tim (1)~ fx) =t TOIE gy
= lim f) = f) lim(t — x)
t—x t—ax t—x
= fi(z)-0
= 0.

Entonces gim flt)=f(z). m
—x
El reciproco de este Teorema no es cierto. Por ejemplo la funciéon valor
absoluto es continua en x = 0, pero no es diferenciable en ese valor. En
efecto, si f(x) = |z|, tenemos que
ft) = f(0) o —t—0

lim —————~ = lim
t—0— t—0 t—0— t—0

=1
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Hmw — limﬂzl.
t—0+ t—20 t—o+t —0

Como vemos, los limites laterales son diferentes, por lo que %in& ©(0) = f'(0)
—

no existe, es decir, la funcién valor absoluto no es diferenciable en x = 0,
pero si es continua.

El siguiente Teorema es de mucha importancia, debido a que en él se
sustentan las obtenciones de las derivadas de funciones dadas paramétri-
camente, encontrar las derivadas de funciones inversas emblemaéticas tales
como arcsin, arc cos, entre otras.

Teorema 197 Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b),
estrictamente creciente o estrictamente decreciente en (a,b). Entonces f
admite funcidn inversa derivable en (a,b) y (f_1>/ (f(x)) = f/zLU)
Demostracién. Si la funcién f es estrictamente creciente en [a, b] (resp. es-
trictamente decreciente) en [a, b], luego es inyectiva y existe f~1 : f ([a,b]) —
[a,b] tal que f~' (f(z)) = = para cada x € [a,b]. De hecho, si f es estric-
tamente creciente, f ([a,b]) = [f(a), f(b)] y si es estrictamente decreciente,
f([a,b]) = [f(b), f(a)]. Veamos primero, que si f es continua en zg , en-
tonces f~! es continua en yo = f(xg). Supongamos que f es estrictamente
creciente y sea yo € (f(a), f(b)). Tomemos un € > 0 de manera que el
intervalo (f~'(yo) — ¢, f~' (o) +€) = (w0 —€,x0+¢€) € (a,b); entonces
flxo —€) < f(zo) < f(zo + €) y existen y; e y2 tales que y1 = f(zp —€) <
yo < f(xg+€) = y2. Sea & > 0, tal que E(yo,d) C (y1,y2),entonces,para
cada y € FE(yo,9), se cumple que y1 < yop—0 <y < yo+ 6 < ya y se
tiene que cumplir que f~'(y1) < f1(y) < f~'(y2) pues de no ser asi, si
71 1) > 171 (9) 6 F1(y) > £~ (sa) por ser f estr. creciente seria y1 >
6y > y2 lo que es absurdo (dado que si f es estrictamente creciente o decre-
ciente f~! también lo es). Por consiguiente, f~1(y1) < f~1(y) < f~1(y2), es
decir zg — e < f7(y) < wg + ¢, es decir [~ (yo) —e < f7Hy) < fH(yo) + €
y f~! es continua en yo. Si el punto es un extremo del intervalo o para f
estrictamente decreciente, basta adaptar la prueba. Veamos ahora que si f
es derivable en z¢ € (a,b), entonces f~! es derivable en yg = f(x¢), pero
esto es sencillo, pues si y # yo,

') — ) _ fNf@) — 7 (f (o))

Y — Yo B f(x) = f(xo)
. Tr — X
— f(=@) = f(=o)

_ (f(sc) - f(am))‘{

T — X0
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Siy — yo, z = f!(y) tenderd hacia xo = f~1(yo) con & # z¢ por

— f(x
ser f~! inyectiva, en consecuencia, f(wo) — f'(x0) con lo que f~!es
r — X0
diferenciable en g y su derivada es (f(z0)) "

|
Lo que sigue, es encontrar la derivada de funciones tradicionales, tales
como:

s raiz cuadrada
= potencia

» logaritmica

= exponencial y

= trigonométricas.

4.1.1. Funciones Algebraicas

Aplicacién raiz cuadrada
Consideremos f tal que f(x) = \/x. Debemos encontrar f’(x). Entonces:

O
limﬁ_ﬁ-ﬁ+ﬁ
t—wr t—2x \/i_|_\/§
Ifm L—x
(= 0 (VT+ V)
, 1
Ry Y-
1

1
NSV AN

Notemos que esta funcién no es diferenciable para = = 0.

Aplicaciéon Potencia

Consideremos f tal que f(x) = a”

, con n € N. Debemos encontrar f'(z).

Entonces:
, T —
fla) = lim——om
N o)t 2 322 L a2 4 )
N tgr% t—ux

— tlgn(tn—l + tn_2l‘ + tn_3fl}2 4+ tZL‘n_Q + mn—l)
T
= "t pam =l

Un ejemplo claro lo podemos ver en el Ejemplo 195.
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4.1.2. Funciones Trigonométricas

Aqui, nos dedicaremos a encontrar inicamente las dereivadas de la fun-
cién seno y coseno.

Aplicacién Seno
Consideremos f tal que f(z) = sin(z). Debemos encontrar f'(z). Entonces:

flz) = gl_{g sin(t))j : iln(x) 7

haciendo u =t — x, tenemos que u — 0. Entonces

sin(u + ) — sin(z) sin(u) cos(x) + sin(z) cos(u) — sin(x)

lim = lim
u=0 u u—0 u
_ (S cos(z) 4 lim sin(x)(cos(u) — 1)
u—0 u u—0 u
! -1
= cos(x) - lim M + sin(x) - lim %
u—0 U a0 W
= COS(x) ] + Sin((L') .0
= cos(x).

Aplicacion Coseno
Consideremos f tal que f(x) = cos(x). Debemos encontrar f'(z). Entonces:

fz) = lim cos(t) — cos(x)

t—z t—2x ’

haciendo u = t — x, tenemos que u — 0. Entonces

cos(u + x) — cos(x) cos(u) cos(x) — sin(x) sin(u) — cos(z)

lim = lim
u=0 U u—0 U
gy SO 00s@) —eosle) _ g sina) sinu)
u—0 u w50 "
= cos(x) - lim M _ sin() lim sin(u)
u—0 u u—s0 w

= cos(x)-0—sin(z) -1

= —sin(z).

Observemos que las funciones seno y coseno son diferenciables en todo su
dominio.

Aplicacion Arcoseno
Recordemos que arcoseno, la funcién inversa de seno, es una funcién definida

como arcsin : [—-1,1] — [g, ;T] tal que y = arcsin(z) <— = = sin(y).
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Aplicando el Teorema 197, de la funcién inversa se tiene que:

d 1 1
——arcsin(z) = —— = : (4.3)
dz 7 Sin(y) cos(y)

Como cos(y) > O paray € [—F, 5] v cos(y) = /1 —sin*(y), pero z = sin(y),
entonces
cos(y) = V1 —z2. (4.4)

Reemplazando (4.4) en (4.3) tenemos
, 1

(arcsin(x))” = Wi

De una manera analoga podemos obtener las derivadas de las otras fun-
ciones inversas de coseno, tangente, cotangete. secante y cosecante.

4.1.3. Funciéon Logaritmica

Consideremos f tal que f(x) = In(x). Debemos encontrar f’(x). Enton-
ces:

f(z) = lim In(t) — In(z)

t—x t—=a ’

haciendo u = t — x, tenemos que u — 0. Entonces

lfm In(u + z) — In(z) _ lim In (¥£2)
u—0 u u—0 U
In(¥+1
= lim - (x +1)
u—0 U
cambiando v = E, entonces v — 0, tenemos:
T
1 1 1 1 1
lim @ = Zlim M
v—0 VT T v—0 v
11
oz

Notemos que esta funcién no es diferenciable para x = 0.

4.1.4. Funcién Exponencial
Consideremos f tal que f(z) = e*. Debemos encontrar f'(z). Entonces:

et — e*

f'(x) = lim

tsx t—x
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haciendo u = t — x, tenemos que u — 0. Entonces

u+x x x u
., € —e ,oet(e*—1
Iim ——— = lim ¥
u—0 u u—0 u
u
, e —1
= €% . lim
u—0 U
= ¥-1=¢€"

La funcién exponencial es diferenciable en todo su dominio.

Como resumen del desarrollo anterior tenemos:

= Si f(x) = \/z, entonces f'(z) = 2\1/5

Si f(z) = 2", entonces f'(z) =n- 2" '
Si f(z)
Si f()

sin(x), entonces f'(z) = cos(x).

cos(x), entonces f'(z) = —sin(z).
1
N

Si f(z) = arcsin(z), entonces f'(z) =

Si f(z) = In(x), entonces f'(z) = %

Si f(x) = e, entonces f'(z) = e*.

4.2. Algebra de Derivadas

Esta seccién tiene como objetivo principal, debido a la importancia,
enuciar y demostar el siguiente Teorema, que nos ayudara a calcular de-
rivadas.

Teorema 198 Supongamos que f y g estan definidas en [a,b] y son dife-
renciables en un punto x € [a,b]. Entonces:

1. f+ g es diferenciable en x.

2. f-g es diferenciable en x.
3. i es diferenciable en x.
g

Ademas:
a) (f+9)(x) = f'(z) +g'(z).
b) (f-9)(z) = f'(z) g(zx) + fz) - ¢'(2).
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1Y el f) — fa) o' @)
C) <g> (@) = 9*(z) '
Considerando en c) g(x) # 0.

Demostracion.
(a)
/ - (f+9)@) = (f+9)(=)
(f+9)(z) = lm P
090~ f) -~ e(w)
t—x t—=x
U0 = f@) + (900) — 9()
t—x t—x
_ }im f(ti : f(x) n }im 9(753E : 9()
= f'(z) +g'(2).
(b)
/ . (f9)) - (f-9)(@)
(fr9)(e) = tim I
o 0 (90) — 9() + 9() (1) — S (@)
t—x t—=x
o S0 O = I@) 1) (9(0) — 9(@)
t—x t—x t—a t—=x
@) = fl2) | . g(t) — g(z)
= g(z) - lim —=———— + lim f(¢) - lim =——

= f(2)-9(z) + f(z) - g'(x)
Note que por el Teorema 196, ELH% f(t) = f(z).

(D@ - (50— (f) @

g t—x t—x
L (0@
n %axg(t)g(x)(() t—z /(@) t—z

, )~ f(@)
tin g ()

- @) @) - f@) g @)

Note que por el Teorema 196, gl_{n g(t) = g(x).
xr

g(t) — g(x)

)t 1) 9)
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Observacion 199 No es difil ver que si f es una funcion constante, es
decir f(z) =k, con k € R, entonces f'(z) = 0.

4.2.1. Regla de la Cadena

El siguiente Teorema es conocido como regla de la cadena.

Teorema 200 Supongamos que f es continua en [a,b], ademds existe f'(x)
en algin punto x € [a,b]. g estd bien definida en un intervalo I que contiene
el recorrido de f, y g es diferenciable en el punto f(x). Si

h(t) =g(f(t))  (a<t<b),
entonces h es diferenciable en x, y
W(x) =g (f(x)) f'(2).
Demostraciéon. Sea y = f(z). por la definicién de derivada, tenemos
F(#) = f(x) = (t = 2)(f'(x) + u(t), (4.5)
9(s) =9(y) = (s = y)(d'(v) + v(5)), (4.6)
yu —

donde t € [a,b];s € I, y u(t) — 0 cuando t — z, v(s) — 0 si s — y. Sea
s = f(t). Aplicando (4.6) y (4.5), obtenemos:

h(t) —h(z) = g(f(t)) —g(f(z))
= (f(t) = f(@) - (d'(y) +v(s))
= (t—=) (f'(z) +u(t)) -
osit#s, ht) - hia)
t—x

= (9'(w) +v(s)) - (f'(@) + u(t) . (4.7)

Suponiendo que t — x, vemos que s — y, por la continuidad de f, asi que
el segundo miembro de (4.7) tiende a ¢'(y)f'(x), es decir

IP’W =g'(f(2))- f'(2).
|

2

Ejemplo 201 Hallar f'(x) si f estd definida por f(x) = €*
Podemos ver que f es una composicon entre la funcion exponencial y la
funcion potencia para n = 2. Aplicando el Teorema 200 tenemos:

fl(x) = exp <x2) . (952)/
= e’ 2z

= 2zxe
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Ejercicios Resueltos

1. Calcular f/(z) si f(z) = cos(z) + .

Solucién. Usando el Teorema 198 (a), tenemos:

fl(x) = (cos(:c)—i—xg)/
'+

= (cos(a)) + (2*)

= —sin(z) + 322

2. Calcular f'(z) si f(x) = sin(x) - In(z).

Solucidn:
Usando el Teorema 198 (b), tenemos:

fla) =

3. Calcular f'(z) si f(z) = tg(x).

Solucién. Usando el Teorema 198 (c), tenemos:

4. Calcular f'(z) si f(x)

f'()

cos(x) - (sin(z)) — sin(z) - (cos(z))’

cos?(x)

cos(z) - cos(x) — sin(x) (— sin(x))

cos?(x)
cos?(x) + sin?(x)

cos?(x)

1

= sec?(z).
cos?(z) (z)

= Jx.
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Solucion.
fll) = a3
= —x3
3:13
1 2
= —xT 3
3
B 1
3-m§
B 1
3 Va2
]

5. Calcular h'(z), sabiendo que h(z) = (3 + 5z)%°

Solucién. Notemos que h es una composiciéon de funciones (funcién
potencia compuesta con la funcién lineal). Luego debemos aplicar el
Teorema 200. Entonces:

W) = (3+52)%)
= 20(3+52) - (34 52)
= 203+ 52)" - (3’ + (5z))
= 20(3+52)".5
= 100(3 + 5z)".

6. Hallar ¢'(x), si g(z) = sin (6x + In(z)).

Solucién. Claramente g es una composicion, entonces debemos aplicar
el Teorema 200. Entonces:

J@) = (sin(6z+1n(z)))
= (sin)’ (6x + In(x)) - (62 + In(x))’
= cos(6z +In(x)) - ((6z) + In'(z))
)

o or2)

7. Si f(z) =1In (\/@ : x), calcular f'(z).

= cos (6z + In(x

Solucién. Notemos, nuevamente, que la funcién que queremos deri-
var es una composicion. Ademads, el argumento de la funcién logaritmo
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contiene un producto, que se debe derivar segun Teorema 198. Enton-

ces:

8. Hallar la derivada de f si f(x) =

f'(x)

ln’( 33 x) ( 33 l‘,
1 !
. 3 3./
T <( 3:c> T+ V3x x)
1 1 4/ —
33 x‘<2-\/3m3.<3$> vV .1>
1 1 ) .
3x3~x‘<2.v3x3'<9x> v 3$>
1 923
: + V33
323 -z (2' 33 >
922 +l
2-(323) =
31
2-x =z
3+2 5
2 2z

325 — cos(z)
4o +7

Solucién. Ocupando el Teorema 198 (c¢) tenemos:

f'(@)

(4 +7) - (325 — cos(z))" — (325 — cos(z)) (4z 4+ 7)’

(4z 4 7)?

(4z 4+ 7) - ((328)" — cos’(x)) — (32 — cos(z)) ((4x) +7')

(dx +7)2

(4 4 7) - (1825 + sin(x)) — (325 — cos(x)) (4)

(4x +17)2

(4 4+ 7) - (1825 +sin(x)) — 4 (32° — cos(x)) '

(4z +7)2

Como en el numerador de la fracciéon algebraica no obtendremos tér-
minos semejantes, lo que implica que no se reduciran términos, por
ahora podemos dejar la derivada expresada de esa manera. m

9. Derivar f(z) = 2" .

x
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Solucién. En este tipo de funciones, lo que haremos serd aplicar la
funcién logaritmo natural. Entonces

T

f@) = o+ /n
In(f(z)) = ln(x$x>
In(f(z)) = 2*In(z)

T

Ahora derivamos ambos lados de la igualdad:

—1 ! = (2% -In(z) + 2% - In'(z
@ = @) @) e )

LI = (%) -In(z :L'Il

@ = @) ) e

L Mz = (2 - In(z) + 2L .
@) fi(z) (z*) - In(x) + : (4.8)

Notemos que en (4.8) ain nos queda por derivar z*. De manera analoga
al comienzo derivaremos. Digamos y = %, entonces:

y = xz° /In
ny) = In(«?)
In(y) = -In(z),

derivamos en ambos miembros de la igualdad:

;-y' = ln(ac)—l—x-%
21/ Y = In(x)+1
y = y-(In(x)+1)
y = 2" -(In(z)+1). (4.9)

Reemplazando (4.9) en (4.8) obtenemos:
1

@) fiz) = (2" (In(z) + 1)) In(z) + 2

f(lx) fl(x) = 2°In(z) + 2"In(x) + 2"
fl(x) = fl(x)- (xmln2(m) + z°In(z) + 1:9”*1)
fl(z) = 2. (xmln2(x) + 2%In(z) + 1:1_1)
flx) = 27 In?(z) + 2% 7 In(z) + 27 7!
fl(x) = o= tett (ac ‘In?(z) + 2 - In(z) + 1) .
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. et —1
10. Derivar g(z) = T
e

Solucién. Aplicando el Teorema 198 y la regla de la cadena tenemos:

(3 +1)-(e®* —1) — (e® — 1) - (&3 + 1)'

/
9@ = (37 4+ 1)

(6390 + 1) . ((ez)/ . 1/) _ (ex _ 1) . ((631;)/ + 1/)
B (e30 4-1)?
(1) e — (et —1)-€¥ 3
- (e37 + 1)2
(1) et — (et —1)-3-€
- (3 +1)°
B et 4 o7 — 3t 4 3e37
- (3 +1)°

_ el 4 3630 | ot

(e3m + 1)2

4.2.3. Ejercicios Propuestos
1. Derivar f(z) = sin?(z) — tg(z).
2. Demuestre que toda funcién de la forma g(z) = mz + b, con b,m € R,
m # 0, tiene por derivada ¢'(x) = m.

x?—1

3. Derivar h(z) = — 50"
xzt — 2z

_sin(z) — x - cos(z)

4. Hallar f'(x) si f(z) =

cos(x) — x - sin(z)

5. Deduzca la derivada de las funciones inversas trigonométricas de co-
seno, tangente, cotangente, secante y cosecante.

6. Demuestre que f y ¢ tienen la misma derivada si

f@) = (1), gl =1 (150,

1—z 1+ ax

2 _ 1
7. Sea ¢(x) = Z%ﬁ. Demuestre que ¢ (z) = 1 — 1 (z)2.

8. Encuentre f/(0) si f(z) =

g(x) - sin (%) si x#0
0 siz=0

,donde g(0) = ¢ (0) = 0.
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9. Encuentre f’(z), aplicando la definicién de derivada (Definicién 191),
si f(z) =log,(z), con a € RT \ {1}.

10. Encuentre f’(x), aplicando la definicién de derivada (Definicién 191),
si f(z) = exp,(x), con a € RT \ {1}.

11. Hallar A'(x) si h(z) = sin® ( In(z + 3)) — (2 + 4x3)7.

12. Hallar f'(z) si f(z) = 252*(®),

4.3. Derivada de funciones implicitas

Si la dependencia entre x e y viene dada de forma implicita, es decir,
una ecuacion de la forma
Fz,y) = 0 (4.10)

dy o )
e en los casos mas simples, bastard calcular la
x

derivada con respecto a x del primer miembro de la ecuacién (4.10), consi-
derando y funcién de x. Igualar a cero esta derivada, es decir suponer que

para hallar la derivada

d

—F(x,y) =0, 4.11
() (111)
y resolver la ecuacién obtenida con respecto a y/’.

4.3.1. Ejercicios Resueltos

1. Hallar la derivada d—y si
dzx
2% 4+ 4y — 62y = 0. (4.12)

d
Solucién. Aplicamos e (4.12) y el Teorema 198, entonces tenemos:
x

d /4 d
%(ZL‘ +4y—61:y> = d:):(o)
d /o d d
= = (4y) — ~—(6zy) = 0
(%) + - (ay) — - (6ay)
dy dy
2
427 _ ) =
3z° + du G(y—i—xdx) 0
d
£(4—6x) = 6y — 327
dy _ 6y — 3z
dx 4—6x
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2. Hallar la derivada @ si
dzx

2 4+ 2%y +y? = 0. (4.13)
. : d
Solucién. Aplicamos e (4.13) y el Teorema 198, luego tenemos:
x

d

. <x3 + 2%y + y2) = %(0)
d d d
L)) ) -
322 +2$y+x2% +2y§—z = 0
% (932 + 2y) = —3z% -2y
dy —32% — 2zy
doe x24+2y

3. Encontrar 3’ si x + y = sin(xy).

Solucién. Derivando con respecto a x y aplicando Teorema 198 y
Teorema 200:

Ly = cos(ay) oy +)
y —cos(zy)ry = —1+ cos(xy)y
y' (1 —cos(xy)r) = —1+ cos(xy)y
J = cos(zxy)y — 1

1 — cos(zy)x’

4. Encontrar 3 si In (y) + Ty,
Y

Solucién. Derivando con respecto a x y aplicando Teorema 198 tene-
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mos:
1 _ /
Lypv=s oy
Yy )
1 1
— .y _%.y’ =0
) ) )
(1 oz
Yy\l-———>5 = -
y oy Yy
,(y—x) _ 1
y? Y
y/ _ _1_ 92
y y—x
r —Y
y = y—x
y/ _ Y
r—y
n

5. Encontrar ' si 2° = yY.

Solucién. Como hemos visto anteriormente, en estos casos debemos
aplciarn la funcién logaritmo natural. Entonces

=y /In
() = In()
z-In(z) = y-In(y).

Ahora derivamos con respecto a x y usamos Teorema 198:

1
=y lny)+y =y
oy

= (1n(y) )

4.3.2. Ejercicios propuestos

d
1. Encontrar d—y en 4zxy® = 5z — Ty.
x

d
2. Encontrar -2 si y=-e"+eY.
dz

3. Si sin(xy) = zy, hallar .



122 4. DIFERENCIACION

4. Hallar ¢/ si tg (2% — 3y) = 2° + 3y.

2
5. Calcular fl—x si T_¥ _ 0.

y oy a®

4.4. Derivadas en Coordenadas paramétricas

Si la dependencia entre la aplicacién y y el argumento x viene dada por
medio del pardmetro ¢

x = ot
= P(t)
se tiene,
dy
dy _ a
dr dj
dt

4.4.1. Ejercicios resueltos

1. Hallar @, si
dx

Solucién. Tenemos que:

Luego

dx dx
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2. Hallar @, si
dx

r = 2t—1
— 43
Solucién. Tenemos que:
dr_y
dt
' d
Y 2
— = 3t°.
dt
Luego
dy
dy _ adt
dr CLCU
dt
3
2
|
3. Hallar @, si
dx
r = arcsin (tz)
y = Vt2-1
Solucién. Tenemos que:
dr 1 of
dt 1t
y
dy 1 of
dt  2yt2—1
Luego
dy
dy _ dt
dx dx
dt
1
/e -2t
B L_ .9t
Vit
B L, Vit
VP 1 2
VI
/21
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™.
, si

4. Calcular % para t = 5

9 (t — sin(t))
9 (1 — cos(t))

Solucién. Tenemos que:

d
d—f = 9(1 — cos(t))
Y d
d—i = 9(sin(t)).
Luego,
dy
dy _ at
dr dx
dt
9sin(t)

sin(t)

1 —cos(t)’
evaluando en ¢t = —
(dy) _ sin (%)
de ), T 1 — cos (%)
2
|
4.4.2. Ejercicios propuestos

1. Hallar @, si
dx

3t
r = —
1+¢3
32
(R
2. Hallar @, si
dx
xr =

%

9(1 — cos(t))

4. DIFERENCIACION

=1



4.5. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 125

3. Hallar @, si
dx

x = In (tg <;>> + cos(t) — sin(t)

y = sin(t) + cos(t)

4. Demostar que la funcién dada y dada por las ecuaciones

r = 92t+ 3t
2+ 243

satisface la ecuacién
dy 2 dy 3
. 2 (22
Y (dw> * <dx)
4.5. Derivadas de orden Superior

Definicién 202 Si [ tiene una derivada f' en un intervalo, y si ' es a
su vez diferenciable, representaremos su dereviada por f" vy la llamaremos
derivada segunda de f. Continuando de este modo, obtenemos funciones

TN A A LN

cada una de las cuales es la derivada de la precedente. A ™) se le llama
derivada n-ésima o de orden n de f.

Note que para que f("(z) exista en un punto z, debe existir f(»=1(¢)
en un entorno de x y debe ser diferenciable en z.

Observacién 203 La notacidn anterior (f)(x)), también puede ser re-
emplazada, tal como lo mencionamos en la Observacion 194, entre ellas:
d'y d"
D" f(z), J} 7]0, (n)
dz™” dx™
Por conveniencia de notacién, para cualquier funcién f : A — R, es frecuente
escribir f(9) para referirse a la propia funcién: f(© = f.

Teorema 204 Sean f,g dos funciones n-veces diferenciables, es decir f™
y g existen, entonces (f + g)™ = f) 4 ¢,

Demostracién. La demostracién es directa por el Teorema 198 (a). m
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4.5.1. Foé6rmula de Leibniz

La férmula de Leibniz es un teorema que nos entrega una caracterizacion
de la derivada n-ésima del producto.

Teorema 205 Sean f,g: 1 — R dos funciones derivables n-veces en todos
los puntos del intervalo I C R. Entonces, se verifica en I:

(F- 9 ) =Y (?)fm”(:c)g@ (o).

1=0

Demostracién. La demostracion sera relaizada por induccion sobre n.
Entonces: Sean f, g dos funciones n-veces diferenciables y

A= {n EN:(f @) =3 (’j)ﬂn—i)(m)g@(x)} .

=0

Notemos que A # () ya que 0 € A dado que si n = 0 la regla de Leibniz es
la regla de la derivada de un producto. Supongamos que k € A. Luego

(f - )" (x) ( ) [FE D (@)g D (@) + FED(2)g ) ()]

( > k: z+1 +l§< ) k z+l)(x)g(z)(x)

Generando en la primera suma el primer término y en la segunda suma el
iltimo término obtenemos:

<f>+<i'fl)]f<'f-i+l><> @)+ ()9 2).

; . n+1) [n n
Asi por la propiedad ( i ) = (k‘) + (kz _ 1), obtenemos

ket (k + 1) FEH ()9 ().

SMVMw

(f9) (@) = 3

i—o \ !

Luego k 4+ 1 € A, entonces A = N. Lo que demuestra el Teorema. m

4.5.2. Ejercicios Resueltos

1. Hallar ¢ si y = 28 + 725 — 52 + 4.

Solucién. Primero debemos encontrar 3’, luego de eso, volvemos a
derivar. Entonces
y = 8xz" + 4225 — 5.
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Derivando nuevamente obtenemos:
y" = 5625 + 210z*.
]

2. Obtener f"(x) si f(x) = sin?(z).

Solucién. Primero obtengamos f’(z). Aplicando El Teorema 200:
f'(z) = 2sin(z) - cos(x).
Derivando f'(z):

f"(z) = 2 (cos(x) - cos(x) — sin(z) - sin(z)) = 2(cos?(z) — sin’*(x)),

es decir,
f"(z) = 2 cos(2x).
]
. I 5, . Ly
3. Demuestre que si f(x) = 2% e entonces se satisface la ecuacion

f'(@) = 2f(x) + f(z) = e”.
Demostracién. Lo que debemos hacer es obtener f”(z) vy f'(x) y
luego reemplazar. Entonces:

f'(z) = % (2:6' e 422 e“”) = %ew (23: + x2) ) (4.14)

Derivando (4.14) tenemos:

f(z) = % (em (256 + :1:2) +e - (2+ 21:)) : (4.15)

Usando las ecuaciones (4.14) y (4.15) tenemos:

f(@) —2f'(2) + f(2)

% (e’” (2x + x2) +e¥ (24 23:)) -2 %ex (2$ + a:2> + %xZex

= %ex(2I+$2+2+2x—2<2x+x2)+x2)

1
= —e"-2
2

e”.

]
4. Hallar la derivada 6-ésima de g si g(z) = (1 — 22) - cos(z).
Solucién. Haremos uso del Teorema 205 (férmula de Leibniz). Luego

6

Z <6> (1 - $2)(6_i) cos (z).

=0

99 ()
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Desarrollando la sumatoria obtenemos:
g% = (ac2 — 31) -cos(z) + 12z - sin(x).
]

5. Hallar f7(0), si f(z) = e* - sin(x).

Solucién. Debemos encontrar f"”(z) para poder evaluarla en x = 0.
Luego usando la férmula de Leibniz tenemos:

f"(x) = €% sin(x) + 3e” - cos(x) — 3e” - sin(x) — e” - cos(x)

e” (sin(x) 4+ 3 cos(z) — 3sin(z) — cos(x))

2¢” (cos(x) — sin(x)) .

Evaluando en z = 0 tenemos:

f"0) = 2€°(cos(0) — sin(0))
— 2.1(1-0)=2.

4.5.3. Ejercicios Propuestos
1. Hallar y” siy = In (\3/1 + x2>.

2. Hallar f”(z) si f(z) = (arcsin(x))?.

3. Demostar que la funcién definida por f(x) = €2*sin(5x), satisface la
ecuacion f"(z) — 4f'(x) +29f(x) = 0.

4. Hallar ¢©® para g(z) = In(1 4 z).

1+«
Vo

5. Usando la férmula de Leibniz, calcular f©)(z) si f(x) =
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Aplicaciones de la derivada

“El método de fluriones (cdlculo infinitesimal) es la clave ge-
neral en cuya virtud la matemdtica moderna revela el secreto de la

Geometria y, en consecuencia, de la naturaleza.”

— Obispo de Berkeley

5.1. Concepto Geométrico

Si consideramos una funcién y = f(x), tracemos en ella una recta secante
en los puntos (z, f(z)) v (x + h, f(x + h)) en donde h es un ntmero real
positivo. Estos dos puntos determinan una tnica recta que forma un angulo
a con el eje X (que depende de h), cuya tangente es (Ver Figura 5.1):

FOHR) B0 = = o o o
=

R

L
10

L L L
4 6 B

Figura 5.1: Gréafica de secante en los puntos (z, f(x)) y (z + h, f(x + h)).

129
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Ahora bien, si hacemos que h tienda a 0 (h — 0), la recta secante va
transformandose en un recta que tiende a intersectar a la curva en un punto
(z, f(x)), la pendiente de esta recta es entonces (Ver Figura 5.2):

flz+h) - f(x)

tan(ay,) = }lllg(l) 3 = f'(z).

Figura 5.2: Gréfica de funcién y tangente en el punto (z, f(x)).

Podemos concluir que la derivada de una funcién evaluada en un punto
de ella, corresponde a la pendiente de la recta tangente en dicho punto.

Definicion 206

1. Si f es una funcion con derivada en x = a, llamaremos recta tangente
al grdfico en el punto (a, f(a)) a la recta que contiene al punto (a, f(a))
y que tiene pendiente f'(a). Esta recta tiene por ecuacion:

y=f(a)(z —a)+ f(a).

2. Si f'(a) = oo, entonces la recta tangente al grdfico de f en el punto

(a, f(a)) es x = a.

2

Ejemplo 207 La recta tangente a f(x) = x= en el punto x = 2 es:

y = f@)-(x-2)+f(2)
4(x —2)+4
= 4z —4.
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Ejemplo 208 La recta tangente a f(x) = cos(x) en z = % es:

Ejemplo 209 La recta tangente a f(x) = Jx enxz = 0 esy = 0 pues
f'(0) = oo.
Definiciéon 210

1. Si f es una funcién con derivada en x = a tal que f'(a) # 0, lla-
maremos recta normal al grifico f en el punto (a, f(a)) a la recta
perpendicular a la recta tangente en ese punto y que lo contiene, es
decir, es la recta que tiene por ecuacion:

1
y=———(x—a)+ f(a).
@+ f@)
2. Si f'(a) = 0, entonces la recta normal al grifico de f en el punto
(a, f(a)) es z = a.

3. Si f'(a) = o0, entonces la recta normal al grdfico de f en el punto
(a, f(a)) esy = f(a).

Ejemplo 211 La ecuacién normal a f(x) = x°

en el punto x = 2 es:

1
y = —m‘(fﬁ—QH‘f@)
_ (z=2)
= e
o 1
o 9
~ 1ty

™

Ejemplo 212 La recta normal a f(x) = cos(x) en x = — es:
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Ejemplo 213 La recta normal a f(z) =+/x enxz =0 esy =0.

5.1.1. Ejercicios Resueltos

1. Encuentre la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva y = 23.

Solucién. Dada f(x) = 2° + 8, encontremos la primera derivada:
f'(z) = 32* =3.(-1)?=3
(_1’7)
Con esto, méas las Definiciones 206 y 210, se tiene:

= Recta Tangente

Yy 3(z+1)+7
Y 3z + 10.
s Recta Normal
1
y = —g(x-l—l)-i-?
x 1
= ———=—+47
4 5 37"
- 2,2
YT 7373

2. Hallar en qué puntos de la curva 22 + 4xy + 16y = 27 la tangente es
horizontal o vertical.

Solucién. Primero derivemos implicitamente la funcién dada, luego:

2z +4zy + 4y +32yy’ = 0
Y (32y +4x) = -2z —4y
y = —2x — 4y
32y + 4z’
Las asintotas horizontales se obtienen cuando el niimerador es cero,
entonces:
2r—4y = 0
r+2y = 0
r = —2y.

Los puntos de tangencia son los puntos de interseccién de la recta

T

—y v la curva 2? + 4oy + 16y> = 27, resolviendo el sistema
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de ecuaciones encontraremos los puntos de tangencia, sustituyendo

encontramos:
(—2y)% + 4(=2y)y + 16> = 27
4?2 —8y? +162 = 27
1292 = 27
9
2
-2 =0
Y
3 3
- -——] = 0.
(v3) (-3)
, 3
Asi y; = —5 Y Yo = o reemplazando estos valores en z = —2y, se
obtiene: 1 = 3 y o = —3, luego los puntos de tangencia horizontal
son:

B2) o (ma)

Ahora bien, para encontrar las tangentes verticales, las obtendremos
haciendo el denominador igual a cero, entonces:

R2y+4x = 0
y+x = 0
r = —8y.

Nuevamente los puntos de tangencia se obtienen resolviendo el sistema
de ecuaciones z? + 4xy + 16y% = 27 y « = —8, sustituyendo:

(—8y)? + 4(—8y)y + 16y* = 27
64y% — 32y° + 16> = 27
148y = 27
9
2
)
Y 716
3 3
- ——] = 0.
(r+3) (-3)
) 3
Asi y; = — Y= reemplazando estos valores en x = —8y, se
obtiene x1 = 6 y 2 = —6, luego los puntos de tangencia horizontal
son: 5 5
6, —— A —6,— ).
(0-5) o~ (o)
]

3. Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal a la funcién f(z) =
x' + 2 + 1 paralela a la bisectriz del primer cuadrante.
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Solucién. Primero debemos tener presente que la bisectriz del primer
cuadrante es la recta y = z, cuya pendiente es m = 1. Sea (a, f(a)) el
punto de tangencia, entonces:

f(z) =2z +1 =2a+1,
(z=a)
como queremos que f’(a) = 1 entonces debe cumplirse que a = 0,
luego el punto de tangencia es f(0) = 1, por lo que la recta buscada

corresponde a:
y=1x—a)+ fla) =a+1.

. Pruebe que la ecuacion de la recta tangente a cualquier elipse del tipo

2 2
% + % = 1, en cualquier punto P(zg,%o) de ella, estd dada por
a
Tro  YYo 1
2 T =

Demostracién. Primero derivemos implicitamente:

z—f 236/3/ 0 (5.1)
Zfél = —% (5.2)
y = —ZZJ; (5.3)
) (zo,y0)
- —Z;;g (5.4)
b2z

Luego la pendiente de la recta busca es m = ———.
a”Yo
Ahora, para encontrar la recta deseada, haremos:
b2z ( )
— = —(x—=
Yy Yo a2y0 0
bxrg  bPal

Y=Y = —
ayo ayo
a*yyo — a’yp = —b zxg + b2xd
1
a*yyo + b*xrg = a’ys + b2k /- 2
rxro  YYyo
@2t = b
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5. Determine los dos puntos en donde la curva z? + xy + y? = 7 cruza
el eje X y demuestre que las tangentes a la curva en estos puntos son
paralelas.

Solucién. Debemos comenzar por encontrar los puntos en donde la
curva cruza el eje X, es decir, cuando y = 0, entonces:

??+2-0+0% = 7
2 =7
x| = V7.
Luego, los puntos en donde la curva cruza el eje X son z1 = V7 y
o — —\/7.

Para encontrar las rectas tangentes, derivemos implicitamente para
después evaluar en los puntos Py = (1/7,0) y P2(—+/7,0), luego:

20 +xy +y+2yy = 0
y(@+2y) = —2z—y
) —2x—y
V=
y+x

evaluando en los puntos P; y P», se tiene:

/ . _2ﬁ -
"y =0 = -2
Wiy VT
.y — M -9
(—v7.0) —V7

Al evaluar las derivadas en los puntos de tangencia, se obtienen resul-
tados iguales, se tiene que las rectas tangentes son paralelas. m
5.1.2. Ejercicios Propuestos

1. Demuestre las formulas entregadas en la Definicion 206 y la Definicion
210 para encontrar la recta tangente y normal a una curva f en el

punto (a, f(a)).

2. Hallar las rectas tangentes y normales en el punto indicado para las
siguientes curvas:

a) f(z) =2%+2y+y? =1 en el punto P(2,3),

b) y? + 2%y? + cos(y?) = = — g en el punto P <72T)

3. Determine los puntos en la curva f(z) = 22% — 322 — 122 + 20 donde
la tangente es:
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a) Paralela al eje X,
x

b) Perpendicular a la recta y =1 — o0

c¢) Paralela a la recta y = —12z.

c
4. Encuentre valores para ¢ € R, de modo que f(z) = 1 es tangente

a la recta que pasa por lo puntos (0,3) y (5, —2).

5. Hallar las tangentes a la curva y = 7%1 paralelas a la recta 2z+y = 0.
T —

5.2. Aproximaciéon de Funciones

Uno de los temas fundamentales en el Andlisis Matematico, es el de
aproximacion de funciones. La idea de sustituir una funcién por una aproxi-
macién maés sencilla, para de las propiedades de ésta, inferir las de la funcién
original, subyace en la mayoria de los métodos del Anélisis.

En esta seccién se estudian aproximaciones locales de funciones. Se trata
de funciones polinémicas que en el entorno de un punto x = a, aproximan a
una funcién dada f.

Si son derivables las funciones que se consideran, la aplicacién de la
férmula generalizada del valor medio da lugar a una condicién para que una
funcién g sea aproximaciéon local de otra f hasta un cierto orden; y en caso
particular que la aproximacién g sea polinémica resulta la férmula de Taylor.
El sentido de la férmula de Taylor es de una aproximacién polindémica de
tipo local.

El concepto de maximo o minimo son aqui importantes, es por ello que
comenzamos con su definicién.

Definicion 214 Sea f: E - R y A C E. Un punto x € A es un punto
mazimo para [ sobre A, si

f(z) > f(y) para todo y € A.

Observacion 215 FEl nimero f(x) es llamado el valor mdzimo de f sobre
A. También podemos decir que f tiene su mdximo valor sobre A en x.

La definic6n para minimo de f sobre A es andloga considerando f(x) < f(y).

Definiciéon 216 Sea f : E - R y A C E. Un punto x € A es un punto
mdzimo local para f sobre A si existe algin 6 > 0 tal que x es un punto
mdximo para f sobre AN (x — 6,z +6).

La definicén para minimo local de f sobre A es analoga.

Observacion 217 Los mdximos o minimos locales también son llamados
mdximos o minimos relativos.
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El préximo teorema es la base de muchas aplicaciones de la diferencia-
cién. Es conocido como Teorema de Fermat.

Teorema 218 Sea f : [a,b] — R, si tiene un mdzimo relativo en un punto
z € (a,b), y existe f'(x), entonces f'(x) = 0.

Demostraciéon. Elijamos § de acuerdo a la Definicién 216, tal que
a<r—0<z<z+d<b.

Siz—6<t<z, tenemos:
ft) < fla),
por ser x méaximo relativo sobre (a,b), luego tenemos que:
ft) = f(z) <0.
Como t < x entonces t — x < 0. Luego,

f(t) = f(x)

t—x

> 0.

Suponiendo que t — z, vemos que f'(x) > 0. Si z <t < z + J, tenderemos:

f@t) — f(=)

t—x

<0.

Suponiendo que ¢ — x, tenemos que f’(x) < 0. Por lo tanto f(z) =0 =

5.2.1. Teorema de Rolle

Las raices de este teorema son muy antiguas, segin los historiadores
se remontan al pensamiento matemdtico hinda (ver [21], [24] para més de-
talles), sin embargo se le atribuye a Michel Rolle, un matemaético francés
de finales del siglo XVII y principios del XVIII, miembro de la Academia
Francesa quién se dedicé al estudio de la teoria de ecuaciones. Estudiando
métodos para localizar y acotar raices de polinomios llegé a la formulacién y
demostracién de una versién preliminar del famoso teorema, cuya importan-
cia es bien conocida por todo aquel que haya estudiado un curso de calculo
diferencial.

Teorema 219 (Teorema de Rolle) Si f es continua sobre [a,b] y dife-
renciable sobre (a,b), y f(a) = f(b), entonces existe un nimero x € (a,b)
tal que f'(xz) = 0.

Demostracién. Como f es continua sobre [a, b], sabemos por el Teorema
189 (Teorema de Weierstrass) que f alcanza su maximo y su minimo sobre
[a, b], si el médximo o el minimo ocurren en un punto = € (a,b) entonces se
tiene que f’(z) = 0, lo que finaliza la prueba. El tnico caso que falta verificar
es cuando f alcanza su maximo y su minimo en los extremos a y b, lo cual
implica que f es constante en el intervalo ya que f(a) = f(b), y por tanto
para todo x € (a,b) se tiene que f'(z) =0. =
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5.2.2. Teorema del Valor Medio

Otros dos teoremas fundamentales del célculo diferencial, muy impor-
tantes en el estudio de limites, de ecuaciones diferenciales y en numerosas
aplicaciones son el teorema del valor medio y el teorema del valor medio
generalizado de Cauchy, cuyas demostraciones consisten en aplicar directa-
mente el teorema de Rolle, a una funcién auxiliar.

Teorema 220 (Teorema del Valor Medio) Sea f un funcion continua
sobre [a,b] y diferenciable en (a,b). Entonces existe x € (a,b) tal que

RN (UES ()

Demostracién. Consideremos la funcion h : [a,b] — R tal que

f(0) — f(a)

ht) = 1) — |25

(t—a)+ f(a)|.

Es facil ver que h es continua sobre [a, b], dado que f lo es. Ademds note que
h(a) = h(b), lo que implica que h satisface las condiciones del Teorema 219,
entonces existe x € (a,b) tal que h/(x) = 0, note que:

h/(t) _ f/(t) - f(bl)) : i(a)
luego,
) = - HO=IC)
TR (UL (0
]

Este teorema tiene una interpretaciéon geométrica: la recta tangente a
la gréfica de f en (z, f(z)) es paralela a la recta que contiene a los puntos

(a, f(a)) y (b, f(b)). Ver Figura 5.3

Figura 5.3: La funcién esta definida sobre el intervalo [—1, 4]
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Corolario 221 Si f es definida sobre un intervalo I y f'(z) =0, V;z € I,
entonces f es constante sobre I.

Demostracién. Sean a,b € I tal que a # b. Entonces existe un x € (a, b)
tal que:

b) — f(a
I (UES (0)
Pero f/(z) = 0 para todo = € I, luego,
_ f(b) = f(a)
0="—a

lo que implica que f(a) = f(b). Asi el valor de f en cualquier valor de I es
el mismo, es decir, f es constante sobre /. m

Claramente el Corolario 221 no es cierto para funciones definidas sobre
dos o mas intervalos.

Corolario 222 Si f y g son funciones definidas sobre un mismo intervalo I
y f'(x) = ¢ (x), para todo x € I, entonces existe un ¢ € R tal que f = g+c.

Demostracion. Para todo x € I tenemos que:
fllz) = 4'(2)
fl@)—d'(x) =
(f=9)(x) = 0

luego por el Corolario 221, f — g es constante, es decir existe un ¢ € R tal
que f — g =c, lo que implica que f =g+c. ®

Corolario 223 Sea f definida sobre un intervalo I. Si f'(x) >0V x € I,
entonces f es creciente sobre I.

Demostracién. Sean a,b € I tales que a < b. Entonces existe x € (a, b) tal

o )~ fa)
oy Fb) = fla
fl(@) = T b—a
Pero f/(z) > 0 para todo = € (a,b), entonces:
F0) ~ @) _
b—a

Como b —a > 0 tenemos que f(a) < f(b), es decir la funcién es creciente
sobre I. m

Corolario 224 Sea f definida sobre un intervalo I. Si f'(x) <0V x €I,
entonces f es decreciente sobre I.
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Demostracién. Aniloga a la demostracion del Corolario 223. =

Teorema 225 (Teorema del Valor Medio de Cauchy.) Sif,g: [a,b] = R,
continuas sobre [a,b] y diferenciables sobre (a,b), entonces existe x € (a,b)
tal que:

Demostracién. Consideremos la funcién h : [a,b] — R tal que:

h(t) = (f(b) = f(a)) g(t) — (9(b) — g(a)) f(?).

Note que h es continua en [a, b], diferenciable en (a,b) y

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b).

Luego h satisface las condiciones del Teorema 219, lo que implica que existe
x € (a,b) tal que h'(x) = 0, como h'(t) = (f(b) — f(a)) g'(t)—(g(b) — g(a)) f'(t),

tenemos:

es decir,

]

Observemos que este teorema es una generalizacion del Teorema 220,
ya que si escogemos a la funcién g como la identidad, es decir g(x) = =z,
tenemos lo dicho.

5.2.3. Teorema de Taylor

Igual que la diferenciabilidad de una funcién en un punto permitia aproxi-
mar la funcién mediante un polinomio de grado menor o igual que uno, la
existencia de la derivada n-ésima en un punto dara lugar a una aproximacion
aun mejor, mediante un polinomio de grado menor o igual que n, llamado
polinomio de Taylor. El error que se comete al hacer esta aproximacion, es
decir, la diferencia entre la funcién de partida y su polinomio de Taylor, se
conoce como resto de Taylor. Una estimacion aiin mas precisa se consigue
mediante la llamada férmula de Taylor, que describe con exactitud el res-
to de Taylor y es un resultado analogo al Teorema del Valor Medio, pero
involucrando las derivadas de orden superior de una funcion.

Teorema 226 Supongamos que f es una funcion real en [a,b], n un entero
positivo, f"=V es continua en [a,b]. Ademds existe ) (t) para todo t €
(a,b). Sean «, 8 puntos distintos de [a,b] y definamos:

n—1 ,k a
Pit)=> I )(t —a)k, (5.5)



5.2. APROXIMACION DE FUNCIONES 141

entonces existe un punto x entre a y 3, tal que:

() (g
18 = P@) + 5y (5.6

Para n = 1 este teorema es el del valor medio. En general, el teorema
demuestra que se puede hallar f aproximada por medio de un polinomio de
grado n — 1; y (5.6) nos permite calcular el error, si conocemos las cotas en

£ (@)].

Demostracién. Sea M el niimero definido por
f(B)=PB)+M(pB—a)
v hagamos
glt) = f(t) = P(t) = M(t — )" (a<t<b). (5.7)

Tenemos que demostar que n!M = f (”)(x) para algin x entre c. Aplicando
la derivada n-ésima en (5.7) y por (5.5) tenemos:

g™ @)= f™) =M (a<t<b). (5.8)

Por lo tanto, la demostracién estard completa si podemos probar que g(”) ()= 0
para algin x entre a y (.
Como P (a) = f*)(a) para k =0,...,n — 1, tenemos:

gl@)=g'(a)=---=4¢" V() =0. (5.9)

La eleccién de M demuestra que g(8) = 0, de modo que ¢'(x1) =
algiin 71 entre o y 8, por el Teorema del Valor Medio. Como ¢'(«
deducimos del mismo modo que ¢”(z3) = 0 para algin x2 entre o y .
Después de n pasos, llegamos a la conclusién de que g(”) (z5,) = 0 para algtin
Tn entre 'y x,_1, estoesentre ay 5. m

0 para
) =0,

Observacién 227 La expresion (5.5) es llamada Polinomio de Taylor de
gradon — 1.

Un primer resultado en el sentido de que el polinomio de Tyalor es una
buena aproximacion de la funcién f en un entorno del punto:

Proposicion 228 Sea f una funcion n veces diferenciable en un entorno de
a. Sea P(t) el polinomio de Taylor de grado n de f en el punto o, entonces

o £ = P()

t—a (t — a)"

=0.

Demostracién. Ejercicio. m
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Observaciéon 229 Los polinomios de Taylor en el punto a = 0, suelen
denominarse polinomios de McLaurin.

Notemos que para n = 2 el polinomio de grado 1, P(t) = f(a) + (t — «)
es la recta tangente a f en el punto «, de manera que los polinomios de
Taylor seran una especie de polinomios tangentes a la funcién en el punto.
Al tener mayor grado que la recta tangente se espera que se parezcan mas a la
funcién que ésta, aunque dado que para su construccion inicamente usamos
los valores de f y sus derivadas en el punto «, serd una aproximacién local
(cerca de a).

Ejemplo 230 Si f estd definida por f(x) = ( ). Es fdcil ver que f'(x) =
cos(z), f(z) = —sin(z), fO(z) = —c a (@) = sin(z) = (),
luego £(0) = 0,f(0) = 1, f"(0) = 0, f®(0) = —1 y se repiten f*(0) =
f(0) =0, ete. Entonces:

t 3 0 47
PO=3-5it5 =7

es su polinomio de Taylor de grado 7 en o = 0.
5.2.4. Ejercicios Resueltos
1. Sea f: [a,b] — R diferenciable. Si existe k € R tal que:
[f(@)] <k, Vaelab],
demuestre que:
[f(@) = f(W)l < klz—yl, Va,yelab]

Demostracién. Usando el Teorema del Valor medio se establece que
para todo x,y € [a,b] existe xg € (y,x) tal que:

entonces:

|f(x) = f(y)

I
=
~
=

|
<=

AN
-

8

|
=

2. Calcular aproximadamente +/304.
Solucién. Como aplicacién del Teorema del Valor Medio es posible
aproximar la raiz cuadrada de 304. Considere la funcién f : [289, 304] —
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R dada por f(z) = /z, como f es diferenciable entonces existe xy €
(289, 304) tal que:

/ £(304) — £(289) /304 — 17
fi(xo) = = ,

304 — 289 15
A 1 .
Ademés f'(xg) = 5 con lo cual obtenemos la igualdad:
VX0
15
VI = —F/—-——.
2 (V304 - 17)

Por otro lado, f es creciente, luego como xg € (289,304) tenemos:
17 =+v289 < /2o < V304 < V324 =18 — 17 < /xg < 18,

entonces,

17-2 1 18 -2
17<L<18 - ! < 8

<
~ 9 (\/304 — 17) - 15 ~ V30a—17— 15
15 15
2 e300 17 < =2
36 = =34
15 15
217 < V304 < 22 417
g TIT SV ot
17,416 < /304 < 17, 441.

I

[

3. Demostar que f(x) = 23 — 3z + b no puede tener méas de una raiz en
[1,1], Vb € R.
Demostracién. Notemos que:

fl(x) =322 —3=3(2*—-1)=3(x — 1)(z + 1).

Luego, si f/(z) = 0, entonces © = 1 6 = —1. Note que f'(z) < 0
para todo x € (—1,1). Entonces por el Corolario 224, f es decreciente

n [—1,1]. Luego posee a lo mas un cero en [—1, 1]. De otra manera la
funcién no seria decreciente. m

1
4. Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién dada por f(z) = T
alrededor del punto x = 0.

Solucién. Primero notemos que las derivadas de orden superior de f
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son:
1
/ p—
f (x) - (1 + .’E)27
2
1"
f (.TJ) - (1+$)3’
2-3
(3) - _
2-3-4
(4) =
Luego, podemos deducir que:
(W) (g) = (Z1)" -1t
evaluando en z = 0 tenmos que f(™(0) = (—1)" - n!. Entonces el

desarrollo de Tyalor de f entorno de x = 0 es:

flz) =

SO i SO

x
| |
k—0 k! n:

n—1 k n
e Y I e VS
=X g Tarora”

k=0
n—1
_1)n
— -1 k,.k ( n
kz:%( P g

]
5. Hallar el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial.

Solucién. Aqui es facil ver que si f(x) = e® entonces f((z) = €%, lo
que implica que £ (0) = 1. Luego:

n!

n=1 ¢(n) (n) (¢
o) = S0 00,
k=0 ’

Cc
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5.2.5. Ejercicios Propuestos

1.

5.3.

Usando el Teorema del Valor medio demuestre que —z < sin(z) < =,
para todo = > 0.

. Sea f:[1,4] — R diferenciable en (a, ). Suponga que:

|f'(z)] <4, Vaell4],
demuestre que |f(1) — f(4)] < 12.
Demostar que si f'(z) < ¢, Vx € [a,b], entonces:

f(0) < f(a) +c(b—a).

Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién dada por f(x) = %
x
alrededor del punto x = 0.

. Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién coseno.

Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién seno.

1

Calcule las derivadas de orden 2007 y 2008 de f(z) = T2

Encuentre el desarrollo de Taylor de f(z) = In (cos(z)) hasta orden 3,
entorno a x = 0.

Andlisis de Curva

Dada una funcién definida por y = f(x), hablaremos de anélisis de curva
para determinar su representacién grafica. Para ello se deben estudiar en
términos generales los siguientes aspectos:

1.

2.

5.

6.

Dominio.
Asintotas.

Intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

. Méaximos y/o minimos locales.

Intervalos de concavidad y/o convexidad.

Puntos de inflexién.

La siguiente Proposicion nos ofrece una condicién suficiente que carac-
teriza maximos y/o minimos locales, generalizada al uso de las derivadas de
6rdenes superiores:
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Proposicion 231 Sea f una funcion n veces diferenciable en un entorno
del punto a, tal que f'(a) = f"(a) = ... = f*Y(a) = 0, y ademds existe
f™(a) # 0. Entonces:

a) sin es pary f™ >0, f presenta un minimo local en a.
b) Sin es pary f™ <0, f presenta un mdzimo local en a.
c) Sin es impar y ™ >0, f es estrictamente creciente en a.

d) Sin es impary M <0, f es estrictamente decreciente en a.

Demostracién. Si f/(a) = f"(a) = ... = f"Y(a) = 0, el polinomio de
Taylor de grado n de f en a se reduce al primer y ultimo término, luego

") (q
P(t) = f(a) + S )(t—a)”.

n!

f(t) = P(t)

=0,1
i —ay 0, luego,

Por la Porposicion 228, 1lim
t—a

$0 - (f@) + 2 —0") ) - f) )

O:%i—% (t—a)” :%1—% (t—a)»  nl
luego,
i 1 =
Entonces:
. si f() (a) > 0, debe ser ‘W > 0 para los t de un entorno de a,

y

e simespar, (t —a)® > 0dedonde f(t) — f(a) >0y f(t) > f(a),
por lo que f(a) es un minimo local.

e Sin es impar, para los t < a se tiene que (t — a)” < 0 de donde
f(t) — fla) <0y f(t) < f(a); y para los t > a se tiene que (t —
a)™ > 0 de donde f(t) — f(a) >0y f(t) > f(a). En consecuencia
f es estrictamente creciente en a.

Por lo que se cumplen a) y ¢).

= Si f(M(a) < 0,debe ser
y

< 0 para los t de un entorno de a,

o sinespar, (t —a)”>0dedonde f(t) — f(a) <0y f(t) < f(a),
por lo que f(a) es un maximo local.
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o Sin es impar, para los ¢t < a se tiene que (t — a)™ < 0 de donde
f(t)—f(a) >0y f(t) > f(a); y para los t > a se tiene que (t —
a)™ > 0 de donde f(t) — f(a) <0y f(t) < f(a). En consecuencia
f es estrictamente decreciente en a.

Por lo que se cumplen b) y d).

Definicion 232 Sea f una funcon definida en un intervalo I. Diremos que
f es concava, siV x,y € I y para cualquier t € [0,1], se cumple

fltr 4+ (1 —t)y) > tf(x) + (1 —1t)f(y).

Geométricamente podemos replantear la definicion anterior de la siguien-
te manera:

Diremos que una funcion es concava cuando dados dos puntos cuales-
quiera en el dominio de la funcion, el segmento que los une queda por debajo
de la curva.

Figura 5.4: Gréfica de una funcién céncava.

Definicion 233 Sea f una funcon definida en un intervalo 1. Diremos que
f es convexa, si¥ x,y € I y para cualquier t € [0, 1], se cumple

fltr+ (1 —t)y) <tf(z) + (1 —1t)f(y).

De la misma manera que las funciones céncavas, las convexas tienen su
definicién geométrica:

Diremos que una funcion es convexa cuando dados dos puntos cuales-
quiera en el dominio de la funcion, el segmento que los une queda por encima
de la curva.
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Figura 5.5: Grafica de una funcién convexa.

Con la férmula de Taylor, la derivada de segundo orden se convierte en
una herramienta para el estudio de la concavidad y convexidad.

Proposiciéon 234 Sea f : (a,b) — R.
a) Si f"(x) >0,V z e (a,b), entonces f es convezxa en (a,b).
b) Si f"(x) <0,V € (a,b), entonces f es concava en (a,b).

Demostracién. Sea xy € (a,b), entonces:

f(t)
2!

2

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) +

(x — x0)

para un cierto ¢t entre z y xg. Luego, si f”(z) <0 en (a,b),

(z — 20)?

f(@) = (f(wo) + f'(@o)(w — z0)) = f"(t) === =0
luego f es convexa ya que ésto se dard para todo x,zq € (a,b).

Andlogamente, serd céncava si f”(z) <0 en (a,b). m

Definicion 235 Un punto de inflexion es un punto donde los valores de x
de una funcion continua pasa de concava a convexra o vViceversa.

Corolario 236 Sea f una funcién tal que f"(x) existe en un entorno de x
y es continua en xg. Si xo es un punto de inflexidn entonces f"(xg) = 0.

Demostracién. Sea zg un punto de inflexion de f, luego: si f es céncava
a la derecha de xq, por Proposicién 234 parte b), f”(z) > 0 en (x0,b), serd
convexa a la izquierda de xg, por Proposicién 234 parte a), f”(x) < 0 en
(a,x0) y viceversa. Ademds f” es continua en zg, es decir

lim f"(z) = f"(x0),

T—T0
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luego podemos concluir que f”(xzg) =0. =

Para continuar con el estudio del andlisis de una curva las siguientes
definiciones son importantes.

Definicion 237 Sea f una funcion real. Una recta no vertical de ecuacion
y=mx + b, se llama asintota oblicua de la grifica de f, si la distancia

D(z) = [f(z) — (ma + b)|
tiende a cero, cuando x tiende a infinito, es decir:

lim D(z) = 0.

T—00

Notemos que si y = mz + b es una asintota oblicua de f tal que

lim D(z) =0

T—r00

tenemos que:

lim D(z) =0 <= zlirgo\f(w)—(mx—i-b)\:()

Tr—r00

— lim f(x)_(m“b)‘ —0
T—00 €T

<= lim @ —-m — 9 =0
T—00 €T €T

<— lim @ — m’ =0
T—00 €T

Por lo tanto:
lim 7f(3:) =m
r—0o0

Por otro lado,

lim |f(z) —mz—b =0 <= Ilggo\(f(x)—mx)—b\ =0

T—00

< lim (f(x) —mx) =b.

Por lo tanto:
xlgrolo (f(z) —mx) =b.

En resumen, si y = mz + b es asintota de f para x > 0

m:xlingo“fﬂgg‘r) y b:xlillgo(f(x)—mx).

De la misma forma: si y = mix + b1 es asintota de f para x <0

. z .
m= i T2 b= i (7)),
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Observacion 238 No necesariamente m = mq y b = by, es decir una curva
puede tener mas de una asintota oblicua.

Observacion 239 Sim =0, y =b se llama asintota horizontal.

Definicion 240 Sea f una funcion real. Una recta vertical de ecuacion
x=a,

se llama asintota vertical de la grifica f, st

lim [ f(2)] = o

r—a

1
Ejemplo 241 Hallar las asintotas de f si f(x) =x + —.

x
Note que

i 1

Im (z4+ -] = -
z—0~ xT

, 1

Im (z4+ - | =4+
z—0t T

por lo tanto x = 0 es una asintota vertical.
Por otro lado:

1
lim M = lim (1 + 2) =1
r——+o0 xr——+00 x
/ 1
lim M = lim <1 + 2) =1.
r——00 I T——00 €T
Ademds .
R A
Y

lim (f(z) —z)= lim l:O.

T——00 T——00 I

Por lo tanto y = x es una asintota oblicua.

5.3.1. Ejercicios Resueltos

3 2P
1. Dada la curva f(x) = — + — — 6z + 2,

3 2

a) Determine intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Cc

b) Encuentre los maximos y mininmos locales.
) Determine intervalos de concavidad y convexidad.

d

Encuentre puntos de inflexién.
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Solucién. Como vimos, utilizar la Proposiciéon 231, conlleva muchas
condiciones que se deben cumplir, por lo que usaremos una variacién
de este criterio (Criterio de la Primera Derivada) para simplificar la
resolucién del problema.

Lo primero que haremos sera encontrar los puntos en donde la recta
tangente a la curva tenga pendiente cero (lo que indicard un posible
méaximo o minimo local), también conocidos como puntos criticos de
la funcién, es decir, encontraremos los puntos en donde f’(z) = 0,

entonces:
fllxy=2>+2-6 = 0
(z+3)(z—2) =
Por lo que tenemos los puntos criticos 1 = —3 y x2 = 2.

Ahora, para determinar si estos puntos corresponden a maximos o mi-
nimos locales, estableceremos intervalos de crecimiento y decrecimien-
tos de la funcién. Esto lo haremos analizando el signo de la derivada
en los intervalos que se forman con los putos criticos, luego:

(—00,—3) | (—3,2) | (2,00)
ffle) | (+) =) | ()

Lo que debemos entender de este criterio, es lo siguiente:

a) sila pendiente de la recta tangente a la curva de f en el intervalo
I = (—o0, —3) es positiva, entonces la curva es creciente en este
intervalo.

b) sila pendiente de la recta tangente a la curva de f en el intervalo
I, = (—3,2) es negativa, entonces la curva es decreciente en este
intervalo.

c¢) obviamente, la curva serd creciente en el intervalo I3 = (2, 00).
Sabiendo esto ya podemos afirmar que en 1 = —3 es un punto de
maximo local de f, y que x5 = 2 es un minimo local de f.

Con esto hemos dado respuesta a las partes a) y b) del problema.

Observacion 242 Cabe destacar que el Criterio de la Sequnda Deri-
vada o Proposicion 231 no entrega informacion si el punto critico es
xo y ["(x0) =0 6 f"(x0) = 00, por lo que estamos obligados a utilizar
el Criterio de la Primera Derivada usado con anterioridad.
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Para continuar con la solucién del problema, encontremos los posibles
puntos de inflexién igualando a 0 la segunda derivada, entonces:

fflx)y=2x+1 = 0

r = —=

1
Con esto el posible punto de inflexion es z3 = —g por lo que debemos

comprobar si es que la funcién pasa de ser céncava a convexa (o vise
versa), para ello tenemos la Proposicién 234, luego:

1
» Size (—oo, —2>, entonces f”(z) = 2x 4+ 1 < 0 por lo que f es

1 . . .
concava en (—oo, —3) para simplicar los calculo, también es po-

1
sible escoger algin punto de (—oo, —2) y ver el comportamiento

de la derivada, por ejemplo f’(-1) =2-(-1)+1=-1<0y
obtenemos el mismo resultado.

1
» Six e (—2,oo> no es dificil ver que f”(z) > 0 por lo que la

curva de f es este intervalo es convexa.

1
Por ello, z3 = —3 efectivamente es un punto de inflexién.

También es posible demostrar que la grafica de una funcién es conca-
va o convexa mediante las Definiciones 232 y 233 , pero resulta muy
laborioso hacerlo, pues, para este caso, se ven en juego muchos cubos
y cuadrados de binomio, por lo que no haremos mayor incapié en este
método.

Observacion 243 Como comentario general, nuestra funcion es un
polinomio, y ellos no poseen asintotas.

40 /

20+
o T
‘ ‘ ‘ ‘

CL‘3 2

Figura 5.6: Gréfico de f tal que f(z) = 3 + % — 6x + 2.
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2. Encuentre los maximos y/o minimos locales de la funcién f(z) =

ot determinando intervalos de crecimiento y/o decrecimiento. Ade-

mas determine intervalos de concavidad y convexidad.

Solucién. Comencemos por mencionar que el dominio de la funciéon
es Dom(f) = R\ {2}, por lo que existe una asintota vertical en x = 2,
pues segun la Definicién 240

lim |f(z)| = lim

r—2 r—2

= 0.
r—2 '
Por otra parte, comprobemos la existencia de asintotas oblicuas en la
grafica de f, segin la Definicién 237 una asintota serd de la forma
y = mx + n y para determinar estos parametros, tenemos:
1
f(x) z—2 1

" m = lim = = =
z—oo x 2 — 2z

, . -
-b:xh_g}of(a:)—o—hm =0.

r—o00 p — 2

0.

Segun estos resultados, no es muy dificil darse cuenta que si calculamos
estos limites cuando x — —oo se obtendran los mismos resultados.

Por tanto, segtin la Observacién 239, y = 0 es una asintota es horizon-
tal.

Observacion 244 También es posible encontrar las asintotas hori-
zonales despejando x en funcion de y para hacer restricciones si es
pertinente, de la siguiente forma:

_ 1

vo= T —2

1

rT—2 = -

Yy

1
r = —+2

Yy

lo que nos entrega la restriccion y # 0, es decir, la asintota y = 0.

El problema de este método es que no siempre es posible despejar x en
funcion de y, por ejemplo con polinomios de orden superior, como por
ejemplo y = 2% + 2% + 51 — 1.

Ahora encontremos los puntos criticos de f haciendo f’(x) = 0, enton-
ces:

! _ 1 J—
f(x)——m = 0
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Segun la naturaleza de la ecuacién resultante, no hay punto criticos,
pero nétese que f(2) no esta definida, por lo que acudiremos a este
punto zg = 2 para estudiar los intervalos de crecimiento y decreci-
miento.

Si estudiamos el comportamiento de f’ no es dificil darse cuenta que
f'(x) < 0 para cualquier z € Dom(f), por lo que la funcién es de-
creciente en los intervalos (—00,2) y (2,00) y no existen puntos de
maximo ni minimo.

Por dltimo, para estudiar los intervalos de concavidad y convexidad,
acudamos a la segunda derivada y utilizamos nuevamente el punto
critico xyp = 2, entonces:

" _ 2
fi(z) = *ma

s6lo necesitamos estudiar como se comporta el signo de f” alrededor
de zg = 2, luego:

2
« (1) = —m > 0, por lo tanto f es convexa en (—o0,2),
2
» [7(3) = BEEDE < 0, por lo tanto f es céncava en (2,00).
15[ \\
1.0 \\,
05 \\\\\
0: \'\\\
w0\
\\\
1sf \
1

Figura 5.7: Gréfico de f tal que f(z) =

x—2

3. Dada la funcién f(x) = 2 + V/x2, estudie la existencia de asintotas y

determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, de concavidad
y convexidad, encontrando puntos de maximos, minimos y puntos de
inflexion si existen.

Solucién. Lo primero es mencionar que Dom(f) = R, por lo que no
existen asintotas verticales.
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Analicemos la existencia de asintotas oblicuas, para ello encontremos
los parametros m y b de la posible recta y = mx + b, luego:

2+ Va? 2 1
l’m:Hm@:Hml:h’m——i—if—O.
T—00 T—00 € T—00 I 21/3

b= limyoo(f(x) —0) = 0.
Andlogamente, se obtiene el mismo resultado para x — —oo, por lo
que no existen asintotas oblicuas.

Continuemos el andlisis para encontrar los méximos y/o mininos loca-
les, luego:

2
fl(z) = 3,173

El tnico punto critico se desprende de la rectriccién x # 0, entonces
estudiemos el comportamiento de f’ alrededor de zg = 0:

» Si 2 < 0 entonces f/'(x) < 0, por lo que f es decreciente en
(—00,0).

» Siz > 0 entonces f/(x) > 0, por lo que f es creciente en (0, 00).

Luego xg = 0 corresponde a un punto de minimo.

Para encontrar puntos de inflexién, igualemos a 0 la segunda derivada
para encontrar posibles puntos criticos, asi:

2
f”(ﬂf) = e =0.

Nuevamente el punto critico viene de la mano de la restriccién zg = 0,
ahora sélo falta determinar concavidad y/o convexidad para establecer
si g = 0 es un punto de inflexién, entonces:
» Siz <0 entonces f”(z) < 0, por lo que f es céncava en (—oo,0)
» Siz > 0 entonces f”(x) <0, por lo que f también es concava en

(0,00)

por tanto zg = 0 no es punto de inflexién.
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. . | .
4 ) 2 4

Figura 5.8: Gréfico de f tal que f(z) = 2+ V2.

]
2x +4
4. Analice la curva y = T .
r—1
Solucién. Notemos que Dom(f) = R\ {1} por lo que existe una
asintota vertical en x = 1, pues
. 2x+14
lim =0
z—1 x—1

Para la existencia de asintotas oblicuas de la forma y = mx + b, cal-
culemos los posibles parametros m y b, luego:

2x+4

, r—1 2$+4
= m= lim = lim — =0.
T—00 T T—00 4 —
2 4
. b= lim < v o>:2.
z—oo \ x — 1

Luego existe una asintota horizontal en y = 2.

Si calculamos los limites cuando x — —oo se obtiene la misma asintota
oblicua.

Para continuar con el andlisis, encontremos los puntos criticos de la

funcién:
, (r—1)-2—(2x+4)-1
Fa) = 0
 2r—-2-2x—-4
a (z— 1)
- 6
@D

Como se aprecia, esta expresion nunca se anula, s6lo tenemos el punto
critico de la restricciéon xg = 1, pero si miramos un poco mas, deteni-
damente, la primera derivada siempre es negativa, independiente del
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valor de x, por lo que podemos afirmar que f es decreciente tanto en
el intervalo (—o0,1) como en el (1,00). Obviamente no existen puntos
de méaximo ni de minimo.

Siguiendo con el desarrollo del problema, encontremos posibles puntos
de inflexién, haciendo cero la segunda derivada, es decir:

" 12
fi(x) = m

Nuevamente esta expresiéon nunca toma el valor cero, no hay puntos
criticos, pero podemos recurrir a la restriccion xg = 1 para estudiar
concavidad o convexidad, veamos como se comporta la segunda deri-
vada alrededor del punto critico:

» Sixz <1, entonces f”(x) < 0, por lo que la funcién es concava en
(—o0,1).

= Siz > 1, entonces f”(x) > 0, por lo que la funcién es convexa en
(1,00).

2 4
Figura 5.9: Gréfico de f tal que f(z) = T

x—1"

]
422 +9

3 .
Solucién. Comencemos por decir que no existen asintoas vertica-
les, pues no existen restricciones en el dominio de la funcién, luego
Dom(f) =R.
Luego, para las asintotas oblicuas, sigamos el procedimiento que hemos
usado hasta ahora:

5. Analizar la curva de la funcién f(z) =

4V x

= m = lim 3 i .

|
+
©
B
—_
+
[V
B
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4 2
_ fhm( /7302_1_ —x) vt +9+zx
3z 2 4+94+2
4 19—
= — lim
0
= 0.
4x

Luego la asintota corresponde a y = 3

En este caso, al calculamor el primer limite para encontrar m, pero

cuando x — —o0 se obtiene que m; = —3Y no hay cambios en by, asi,

. , . 4x
existe otra asintota oblicua y = —3

Encontremos los puntos criticos de la funcién para determinar inter-
valos de crecimiento y decrecimiento.

4z
(1) = ——o =0,
Fz) 3vVx2+9

y esto ocurre s6lo cuando xzg = 0. Para determinar si es maximo o
minimo, veamos como se comporta la derivada alrededor de xg = 0,
entonces:

» Si x < 0, entonces f/'(z) < 0, por lo que f es decreciente en el
intervalo (—o0,0).
» Si z > 0, entonces f'(x) > 0, por lo que f es creciente en el

intervalo (0, c0).

Con lo que concluimos que x = 0 es un punto de minimo de la funcién.

Observacion 245 Si prestamos mayor atencion a la funcion, pode-
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mos expresarla de la siguiente forma:

y = é\/902—i-9

3
3y = 4vVa2+9 /()P
9y3 = 16(2*>+9)
9y? = 1622 + 144

9y? — 16z = 144  /:144
2 2
yv_r _
16 9
2 2
v_r _ oy
42 3

Que corresponde a una hipérbola vertical (a su rama positiva, para ser
mas precisos), y segun el estudio en Modelo Cartesiano de la Geome-
tria Analitica, esta es una hipérbola de la forma

_ax
Y= b
En este caso:
4x
Yy = ?7
Y sus vértices se encuentran en:
V(0, £a),

que en este caso, representa en punto de minimo

P(0,4).

Volviendo sobre el problema, nos queda averiguar si existen puntos de
inflexién y la concavidad o convexidad de la funcién, entonces iguale-
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mos a cero la segunda derivada:
3.2z
Va2 +9-4—dr ———x
') = 2 b
9(z2+9)

_12(2? 4 9) — 1222

 9(a? +9)3/2

1277 +12-9 - 1277

B 9(x2 4 9)3/2

B 12-9

B CERE

B 12

(22 +9)3/2°
la cual nunca se anula, ni tiene puntos criticos, por lo que no existen
puntos de inflexién.
Finalmente, si observamos f” nos daremos cuenta que esta siempre
serd positiva, independiente de x, por lo que la funcién es convexa.
4?2 +9
Figura 5.10: Gréfico de f tal que f(z) = %
]
5.3.2. Ejercicios Propuestos

Analice las siguientes funciones y grafique:

1. f(z) = (x —1)*(z - 2).

2. f(x) = Va2 — .

3. g(x)

2

227+ 3z —4
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

48
z3 + —.
T

223 — 922 + 122 — 3.

161
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