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NUMEROS NATURALES

En matematicas, una demostracion o bien una prueba es
un argumento deductivo para asegurar la verdad de
una proposicion matematica.

En principio una demostracion se puede rastrear hasta
afirmaciones generalmente aceptadas, conocidas
COMmo axiomas.

Las demostraciones son ejemplos de razonamiento deductivo y se distinguen de
argumentos inductivos o empiricos; una demostracion debe mostrar que una afirmacion es
siempre verdadera.

https://es.wikipedia.org/wiki/Wikipedia



NUMEROS NATURALES

Métodos de demostracion:
Demostracion directa

Demostracion por el principio de induccion matematica
Demostracion por contraposicion
Demostracion por reduccion al absurdo

Demostracion constructiva o por construccion

Demostracion por exhaustividad

Demostracion probabilistica
Demostracion por combinatoria
Demostracion no constructiva

Pruebas estadisticas en matematicas pura.

https://es.wikipedia.org/wiki/Wikipedia



NUMEROS NATURALES




DEFINICION Llamaremos I al conjunto de todos los subconjuntos M de R tal que:
mleM

mreM = z2+1e M

OBSERVACION:
1. A los elementos de [ se les llama conjuntos inductivos.

2. Notarque I #0 pues R e[l

DEFINICION Definimos el conjunto de los nimeros naturales como la interseccién de todos
los subconjuntos inductivos de R, es decir:

N = ﬂ M

Mel

Esto significa que IN C R es el conjunto inductivo mds pequerio.



Induccion

La induccién matemadtica es un método de demostracion usada, tipicamente, para probar que
una determinada propiedad se cumple para todos los nimeros naturales. Formalmente:

TEOREMA Sea P(n) una funcién proposicional asociada a cada n € IN. Si
1. P(1)es verdadera.
2 Y7neN: P(n) = P(n+1) esverdadera.

entonces, es verdaderoque VYneIN: P(n).



EJEMPLOS:

Demuestre que 1+3+5+---+(2n—1)=n*> V¥nel\
Dem. Enestecaso: p(n): 1+3+5+---+(2n—1)=n’. Luego:
m p(1): 1=1% locualesverdadero. ..p(1)esV.
» Supondremos que p(n) es verdadero, y probaremos que p(n + 1) es verdadero, donde :
pn+1): 143+54+--+2n—-1)+2n+1)=(n+1)°
Notemos que:

14+34+5+---+2n—-1)+(2n+1)

0+3+5+~P+Qn—n)+@n+n
= n?4+(2n+1)
= (n+ 1)‘2

es decir, p(n) = p(n + 1) es verdadera, que es exactamente lo que queriamos probar.

Luego,
1+345+---+(2n—1)=n?> VneN



l) . . . . - ”
Demostrar que n~ + n es siempre divisible por 2, si n es un nimero natural.

Dem.: Enestecaso: p(n): n’+n=2k paraalginkeN. Luego:
mp(l): 1°4+1=2=2-1, esdecir,k=1. Luego, p(1)es verdadero.
» Supondremos que p(n) es verdadero, y probaremos que p(n + 1) es verdadero, donde :

pin+1): EI[TGIN:(n+1)2+n.+1=2£

Notemos que:

m+12%+n+1 = n’+n+2n+2
= 2k+2(n+1)
= 2(k+n+1)
= 2¢{ donde f=k+n+1

esdecir, p(n)=- p(n+1)esverdadera, que es exactamente lo que queriamos probar. Luego,

VneN: n’+n essiempre divisible por 2



Demostrarque VnelN: 2n+1<3"

Dem.: Enestecaso: p(n): 2n+1<3"

mp(l):2-1+1=3<3. Luego,p(l)esverdadero.

» Supondremos que p(n) es verdadero, y probaremos que p(n + 1) es verdadero, donde :
pn+1): 2mn+1)+1<3"!
Como p(n) es verdadero, ésto significa que
2n+1 < 3"
Multiplicando por 3:

6n + 3 < 3nt1 y claramente 2n+3<6n+3< 3t

esdecir, p(n)= p(n+ 1) esverdadera. Luego

YVnelN: 2n4+1<3"



TEOREMA

Sea P(n) una funcién proposicional asociada a cada namero natural n, y sea k € IN.
Si P(k) es verdaderay siVn > k : P(n) = P(n + 1) es verdadera, entonces P(n) es verdadera
Vn=>k nelN.
EJEMPLO :

1. Determine todoslosn € N: 1-2-3.-.n > 2"
Solucion:  Estudiamos algunos casos particulares:

n=1 : 1 >2 Falso
n=2 : 1-2>2% Falso
n=3 : 1-2-3>2% Falso
n=4 : 1-2-3.4>2' Verdadero

n=>5 : 1-2.3.4.5> 2> Verdadero

Luego, aparentemente la afirmacién es valida ¥n > 4. Verifiquemos que ésto es ast:

® Ya vimos que es valida paran = 4.
m Veamos quesi p(n) : 1-2-3...n > 2" es verdadera para algin n > 4, entonces
pn+1):1-2-3--.n-(n+1) > 2""! tambiénloes. En efecto:
1-2-3--.n-(n+1) > 2%n+1) > 2".2=2""
—~~ ~~
Hip. Inductiva n+1>2

Luego, Vvn>4,nelN: 1-2-3...n>2"



TEOREMA
Sea P(n) una funcién proposicional asociadaan € IN. Si para algtun s € IN:

1. P(s)A P(s+1)esverdadera.
2. VYneN,n>s: P(s) AN\P(s+1)= P(s+2) esverdadera.

entonces, es verdaderoque VYne IN.n >s: P(n).
EJEMPLOS:

T
Sea fo(x) = 11’

(Stewart, Conceptos y Contextos).

fn+1(x) = (fo o fr)(z). Encuentre una expresién para f,(z).n € IN.

Solucion: Determinamos algunos casos particulares:

v J— o » — :l“ —_— II e 1"
fi(@) = (foo Jo)z) = fo (m+1) - —fr_{++1 T 2r+1
N — (foo _ T _ _ma @
f2(z) = (foo f1)(x) —_f0(2:1:+1) B 7—f;rr+++1 3z +1




T

Luego, conjeturamos que fn(z) = CESICESE Yn € N. Probemos que la conjetura
es correcta:

m El cason = 1 fue probado arriba.

m Supongamos que p(n): fu(z) = T 11):1: 7 s verdadero. Veamos que

1‘

T 2')33 — s verdadero.

p(n+1): fari(z) =
Notamos que:

fanr1(x) = (foo fn)(x)

T
= Jo ((-n+ 1):1:+1)

—I
(n+1)x+1 T

mﬁ"l N (n+2)z+1




2. Considere la sucesion de nameros naturales formada de la siguiente manera:
=2, a=3, apy1=3a,—2a,1, Nn=3

Probar que an =2""1+1, Vn € IN.

Solucion:

Tarea....



Ejercicio

Sea {Ai}ien una familia de subconjuntos de un conjunto X.
Demostrar que

n

BN (UA,-) = (BOA,) paratodo ne N.

=1 i=1



Listado de ejercicios.

1.

Demuestre que 5m® + 7m es mudltiplo de
seis, para todo m € N.

Demuestre que 24" —1 es divisible por 15,
para n € N.

Demuestre que n® + 2n es divisible por 3,
parane N

Demuestre que 3°" — 1 es divisible por 8,
para n € N.

Demuestre que 2™+2 + 321 gs mdltiplo de
7, parane N.

Demuestre que 8" — 6” es un multiplo de
7 para todos los valores pares de n € N.

Demuestre que 8" + 6” es un multiplo de
7 para todos los valores pares de n € N.

10.

11.

12.

13.

Demuestre que 22™' —9n° + 3n — 2 es
divisible por 54, para n € N.

Demuestre que 834" — 2.972" 4+ 1 es divi-
sible por 16, para n € N.

Demuestre que 72" — 48n — 1 es divisible
por 2304, para n € N.

Demuestre que a— b es factor de a" — b”,
para n € N.

Demuestre que a + b es factor de a®" ! +
b?"—1 para n € N.

Demuestre que si n € N es impar, enton-
ces 24 divide a n(n® — 1).



14. Alintentar demostrar por induccion, las si-
guientes proposiciones, el método falla en
alguna de sus partes. Senale donde se
produce el problema.

(@) Vne N4+8+---+4n=3n°—n+2).
(b) Vne N(2+4+6+---+2n= n?+n+2).

(c) ¥ ne N (n° - n+41 es nimero pri-
mo).
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