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NUMEROS REALES







Grupo

Definicion  Sea G un conjunto no vacio. Diremos que * es una operacion binaria o clau-
sura en G si para todo a.b en G existe un iunico ax b en G, es decir

(Va,be G)(Fece G)laxb=rc).

Ejemplo

Considere el conjunto F, = {0, 1} %101
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Definicion  Un grupo es un conjunto no vacio G y una operacion binaria *, tal que para

todo a,b y ¢ en G se cumplen los siguientes:
i) Asociatividad
Para todo a,b,c en G, se cumple

ax(bxc)=(axb)x*c.

En simbolos

(Va.b,c € G)(ax (bxc) = (a*xb)*c).

ii) Existencia de elemento neutro
Eziste e elemento neutro de G, tal que para todo a en G, se cumple

A€ =0a =€ *qQ.

En simbolos

(Jee G)(Vae G)laxe=a=-¢exa).

iii) Existencia de elemento inverso
Para todo a en G, existe b en G, tal que

axb=e=bxa.

Considere el conjunto F5, = {0, 1}

o

(ES F2 un grupo?



Propiedad  Sea G un grupo entonces
1. El elemento e € G es unico.

2. El inverso de un elemento es inico



Numeros Reales R

Axiomas de R como cuerpo

Existe un conjunto que denotaremos por R no vacio, cuyos elementos seran llamados
numeros reales, en el cual estan definidas las operaciones binarias suma (+) y producto
(1), que satisfacen las siguientes propiedades:

Axioma 1 0,1 € R, 0# 1.

Axioma 2 (R, +) es un grupo abeliano.
Axioma 3 (R —{0},-) es un grupo abeliano.
Axioma 4 Distributividad:

(Va,b,ce R)(a-(b+c¢c)=a-b+a-c).



Ya que (R, +, ) o R satisface estas propiedades con las operaciones dadas, se dice que R

es un cuerpo.
Notacion: Si no hay peligro de confusién en adelante anotaremos sélo “ab”, para referirnos

al producto “a-0", con a,b € R.
Observacion: A la propiedad Distributiva, también se le denomina Factorizacion, en los
casos cuando hay sumando que tiene un factor en comun.

Propiedad FEn R tenemos que:
1. El neutro aditivo de un numero real es unico.
2. El neutro multiplicativo de un niumero real es inico.
3. El inverso aditivo de un nimero real es inico.

4. El inverso multiplicativo de un nimero real no nulo es inico.



Demostraciéon: Supongamos que 0 y 0’ son neutros aditivos, luego 0 + 0’ = 0, ya que 0 es
el neutro, del mismo modo 0 + 0/ = (), y ademas la suma es tinica. luego

0=04+0"=0

Ahora supongamos que dado a € R, los niimeros b, b son los inversos, luego a + b = 0
y b+ a = 0, de la propiedad asociatividad tenemos

b+ (a+b) = (b+a)+ ¥
b+0 = 0+
b = U

Notaciones: —a denota el inverso aditivo de a para todo a € R y b~! denota el inverso
multiplicativo de b, con b € R — {0}.



Observacion: Un técnica de demostracion bastante utilizada es el llamada método del ab-
surdo. Este método muy 1til para demostrar proposiciones del tipo p = g. Notemos que

P=q<=pVqg=pAqg.

El propdsito es suponer que la proposiciéon p A ¢ es verdadera, a partir de ello llegar a una
contradiccion, esto significa que la proposicion pAq es falsa y por lo tanto p A ¢ es verdadera,
de otro modo que p = ¢q es verdadero.



Ejemplo  Sim? es par, entonces m es par.

Demostracion: Procedamos por absurdo.
Supongamos m? par y m impar. Como m es impar entonces existe k € Z tal que

m=2k+1

de esto tenemos que

m? = (2k+1)(2k+1)
= 4k +2k+2k+1
= 4k* +4k +1
= 2(2k*+2k) + 1

2

luego m? = 2k + 1, con k' = 2k? + 2k, k' € Z de donde obtenemos que m? es un nimero

impar, lo que contradice nuestro supuesto de que m? es par, asi

m? par = m par.



Propiedad  Sean a,b € R, entonces

1. —(a+b) = (—a)+ (—D).

2. —(—a) = a.

3. (ab) ' =a"'b7! a#0,0#0.
f (@)t =a

5. a-0=0

6. —(ab) = (—a)b = a(—b)

7. (—a)(—b) = ab.
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Demostracion:

1. Sean a y b nimeros reales, entonces también lo es @ + b y como (R, +) es un grupo
abeliano, entonces existe —(a + b) inverso aditivo de a + b por lo tanto

(a+b)+(—(a+b)) =0.
Por otra parte, también existen —a y —b tales que:

(a+b)+(—a)+(=b) = (a+(—a))+(b+(-D))
— 0+0
— 0

de esta tltima igualdad podemos concluir que (—a) + (—b) es también inverso de a + b
y luego por unicidad del inverso tenemos que

—(a+b) = (—a) + (-b).



Ejemplo  Reemplazar a = 5, b = 3 en
ab — a
xTr =
a+1
Solucion:

1.1 _ -1 -1_ -1 143
_gb-a_ F-3-5 FT-F _ "%
P = S 1—1  ZI
' 2 2 2



EJERCICIOS:

Resuelva la ecuacion  (z — 2)(2z + 3)(bz+1) =0

Para los valores de a=3 |, V= % .Determine



Considere el conjunto F, = {0,1} dotado de la suma y productos definidos por las
siguientes tablas:

+ (01 0]1
001 0[0]0
11110 1101

(Posee F,, dotado de estas operaciones, una estructura de cuerpo?
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