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R es un Cuerpo Ordenado

Axiomas de Orden

Existencia de un subconjunto de R — {0}, el cual sera denotado por R". Los elementos
de este subconjunto se llaman nimeros reales positivos y cumplen los siguientes axiomas:

Axioma La suma es cerrada, esto es si a,b € R™, entoncesa+be R™.
Axioma  Fl producto es cerrado, esto es si a,b € R", entonces ab € R™.

Axioma Ley de Tricotomia.

St a € R, entonces
aceR" VYa=0VY —aeR".



Propiedad Sean a,b.c € R entonces se verifican:

1.

R

S

a € R— {0} = a® € R', en particular 1 € RT.
acR"=a'eR".
a—beR"Ab—ceR" = a—-—ceR".
b—aeR"< (b+c¢)—(a+c) € R,
b—aceR"AceR"= bc—aceR".

b—acR"A—ceR"=ac—bceR".



Demostracion:
1. Tenemos que a € R — {0}, entonces por axioma (7),
aeRT ¥V —aeR".
Sia € RT entonces por axioma (6), a-a € R7, es decir
a e R" = o> e RT,

S1 —a € R™ entonces por axioma (6), (—a)(—a) € R™ pero por proposicion (3) parte
(7), (—a)(—a) = (—a)? = a?, luego a* € R*.

Asi
aeR—- {0} = a* €R".



Definicion  Se define el conjunto de los niimeros reales negativos como
R ={acR| —acR"}.

Observacion: Notemos que por el axioma 7 podemos descomponer R en la union disjunta
de RT, {0} y R, esto es
R=RTU{0}UR".

Definicion  Sean a,b € R. Se dice que a es mayor que b 0 b es menor que a si y solo st
a—beR"

este hecho se anota como
a>b oben b<a.

Diremos que a es mayor o igual que b o bien b es menor o igual que a si y sélo si a es
mayor que b o a es iqual a b, es decir

a>b o a=b,
de modo abreviado anotaremos este hecho como sigue

a>b obien b<a.



Observacion: De acuerdo a las notaciones precedentes, tenemos:

1. ae R" s1ysolosiaz=0.

2. aeR siysolosia<.

Corolario Sean a,b,ce R
1.aeR—-{0}=a®>0.
2.a>0=a'l>0.
J.a>bANb>c=a>c

4. b>a&sb+ec>a+c

5. b>aNnc>0= bec > ac.

6. b>aNnc< 0= bec < ac.

Notacion:

a<b<cea<bAb<ec



Teorema (Tricotomia) Para todo a,b € R, se verifica una y sélo una de las siquientes
proposiciones

Observacion: La relacion a < b, para a.b € R es una relacion de orden total. Pues se
verifican que, para todo a,b,c € R

1. Reflexividad

2. Antisimetria
a<bAb<a=a=h.

3. Transitividad
a<bAb<c=a<ec

4. Tricotomia
a<b V¥ a=bV b<a.



Propiedad Sean p.q € QQ con p < q, entonces existe r € QQ tal que p < r < q.

Demostracion:

P<q = ptp<p+tq
= 2p<p+gq
Ptq

Por otro lado

p+q<q+gq
p+q<2q
P+q

= 5 <¢

P<q

bl

Tenemos entonces que existe r = &-5—(1 cQtalque p<r <yq.



Raiz n-ésima

Propiedad Dado a un nimero real positivo y un nimero natural n, existe un inico b real

positivo tal que
a=">b"

en simbolos

(Vae R")(Vne N)(3b e RT)(V" = a).

Definicion

El niimero b en se llama raiz n-ésima de a y se denota por

b=3a V b=an.

Mas ain, si m € Z se define
an = (a%)’" =(¢/a)™ cona>0yn N,

ahora bien si n resulta ser un nimero impar, podemos extender esta definicion a bases nega-

tiwas, esto es
V—a=—a, a>D0.



Observacion: Si a > () podemos asegurar que

= (a™)7 = (a7)" = (Ya)".

Propiedad Sia,be R" meZ yn e Z— {0} entonces

(ab)™ = anb~.

Propiedad Si n es un numero natural par y a < 0, entonces no existe un nimero real
b tal que
a="b".
Propiedad = Sin es un nimero natural impar y a < 0, entonces existe un unico nimero

real b tal que

a=>b".



Ejemplo V2 es irracional.

Solucién: En efecto procedamos por absurdo, es decir supongamos que /2 es racional, esto
es

conp e ZyqeZ— {0}, de modo tal, que la fraccion g esta simplificada al maximo, ahora
bien

[+

g:\/?@'.:Q
& pP o= 2

o
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luego tenemos que p® es un niimero par, entonces por (1.1) p es par, es decir p = 2k para

algin k € Z™, luego tenemos que
9 9
p— — 4k-

pero p* = 2¢°, por lo tanto 2¢° = 4k* de aqui que ¢°> = 2k?, lo cual nos dice que ¢* es un
numero par y nuevamente por (1.1) tenemos que ¢ es par.
Hemos concluido entonces que p v g son pares lo que contradice el supuesto que la fraccion

g estaba simplificada al maximo, de este modo obtenemos por absurdo que /2 es un niimero

irracional. 0



Ejemplo Simplificar completamente, para los valores de a,b € R donde estén bien defi-
nidas las siquientes expresiones:

(a+ b)% 3 L 2(a? 4+ b*)(a + b)‘%
— —(a—b)2(a+b) @b .

X =

1] =



Observacion: Racionalizar una fraccion, consiste en obtener un expresion equivalente, en
la cual el denominador correspondiente, no incluye expresiones con raices. Para lograr este
cometido se recurre a los Productos Notables.

Ejemplo Racionalizar las siguiente fracciones ; 1 1

. 2.
V2 V3 -1
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