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Axioma del Supremo

Definicion Sea A CR tal que A# ¢ yc e R. Se dice que

1. ¢ es una cota superior de A, si y solo si

(Va € A)(a < ).

2. a es una cota inferior de A, si y solo si

(Va € A)(a > c).

3. A es un conjunto acotado superiormente, si y solo si existe una cota superior para el
conjunto A.

4. A es un conjunto acotado inferiormente, si y solo si existe una cota inferior para el
conjunto A.

A es un conjunto acotado, si y solo si A es acotado superior e inferiormente

C



Observacion:

Si1 A = (), se dice que A es un conjunto acotado.

Definicion Sea ACR tal que A# ¢ y L € R.

Se dice que L es el supremo de A, si y solo si, las dos condiciones siguientes se satisfacen:

1. L es una cota superior de A.

2. Si L es una cota superior de A, entonces L < L.

Notacion:
el supremo se denota por sup(A) = L.

Definicion Sean A CR tal que A# ¢ y L € R.

Se dice que L es el infimo de A, si y solo si, las dos condiciones siquientes se satisfacen:

1. L es una cota inferior de A.

2. Si L' es una cota inferior de A, entonces L' < L.

Notacion: el infimo, se denota por inf(A) = L.



Ejemplo Sea A= {x € R | |z — 3| < +/2}. Determine el conjunto de cotas superiores e
inferiores del conjunto A.

Notemos que

A = {zeR||z-3<V2}
= {zeR| —V2<2-3<V?2}
= {zeR| —V2+3<2<V2+3}
= [-V2+3,v2+13).

De acuerdo a esto podemos ver que A es un conjunto acotado superior e inferiormente pues
existen r = V2 +3yv7r = —v2+ 3 de modo que r < a < r para todo a € A. Ademas
el conjunto de todas las cotas inferiores esta dado por | — oo, V2 + 3] v el de las cotas
superiores estd dado por [v/2 + 3, 0ol



Teorema Sean A C R un conjunto no vacio y L € R cota superior de A. Entonces,

L =sup(A) siy solo si (Ve >0)(3x € A)(x > L —¢).

Teorema Sean A C R un conjunto no vacio y L € R cota inferior de A. Entonces,

L =1inf(A) si y solo si (Ve >0)(dx € A)(x < L +¢).

El conjunto de los nimeros reales con el axioma del supremo recibe el nombre de cuerpo
ordenado y completo, o cuerpo totalmente ordenado lo cual caracteriza R.

Axioma Si ¢ # A C R es acotado superiormente, entonces el supremo de A existe y es
un elemento de R.



Propiedad El conjunto de los nimeros naturales N no es acotado.

Demostracion: Supongamos por absurdo que N es acotado superiormente. Luego por el
axioma del supremo existe sup(N) = L, L € R, esto es (Ve > 0)(3n € N)(n > L —¢)
En particular s1 consideramos € = 1 > 0, entonces existe n € N tal que

n>L-—1

es decir,
n+1>1L

pero n + 1 € N, lo que es una contradiccién pues L = sup(N).



Teorema (Propiedad arquimediana)

(Vr e R)(3In € N)(z < n).

Demostracion: Procedamos por absurdo, esto es
(dz € R)(Vn € N)(z > n).

Es claro que z es una cota superior de N, luego tenemos que N es acotado superiormente, lo
cual es una contradiccion.



Corolario

La propiedad arquimediana la podemos expresar de manera equivalente como sigque

(Ve > 0)(dn € N) (1 < e) :

n

Demostracion: Sea € > 0 y consideremos el nimero real %, entonces por la propiledad
arquimediana existe n € N tal que

1
n>-—

de donde

concluyendo asi la demostracion.
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Ejemplo Sea A = {a:n eR

e N} Demostrar que sup(A) = %

1. En primer lugar demostremos que L = % es una cota superior de A.
Claramente
2n <2n+1 YnelN
luego
=4 Q#I < Dl VneN
asi

1
T, < — VneN
2
1

con lo cual se tiene que L = 5 es cota superior de A.



2. Solo nos queda demostrar que (Ve > 0)(3z,, € A)(z, > % —¢), lo que equivale a probar
la existencia de n € N de modo que
n |

1 >§—e, Ve = (0.

Sea € > 0 y consideremos el niimero real 17?6—26, ahora bien por Teorema tenemos
que existe n € N tal que

n = c

= dne > 1 —2¢

= 2ne > 1:12 —€

= n > n-—2ne+ %— — €

= n > 2n(%—e +%—e

= n > (2n+1) % - e)

n 1

e 2—1'. o+ > ?' — €

Asi .
(V6>O)(3:cn—2n 1€A>(1‘n>§—€)

Luego )



Ejemplo Sea A= {;pn cR

Tp = l’ = N} Demostrar que inf(A) = 0.
n

1. En primer lugar demostremos que L = 0 es una cota inferior de A.

Es evidente que .
0<— VYnelN

n

luego
0<z, YnelN

con lo cual se tiene que L = 0 es cota inferior de A.

2. Solo nos queda demostrar que (Ve > 0)(dx, € A)(x, < €), este hecho es clara conse-
cuencia del Corolario

(Ve > 0) (39:,1:%6/4) (zn, < €).

luego

f(A) = 0.



Teorema Sean z,y € R tal que r < y. Entonces, existe p € Q tal que z < p < y.

Demostracion: Sean z,y € R. Claramentesiz < 0 < yexistep=0€ Qtalquez < p <y
y el teorema queda demostrado en este caso.

Supongam.os ahora que 0 < = < y. Sea
e=y—x >0

luego por la corolario de propiedad arquimediana tenemos

1<_
—<e=y-—z

Dado nx € R, nuevamente por la propiedad arquimediana, existe m € N tal que
m > n.
Sea m el minimo que satisface m > nz, luego
m—1<nx

asl tenemos
< m_1+1< + ( )
< — = — <z —x) =1.
n n n J J




Por lo tanto
17
T<— <y,
n

es decir, existe p =Tt € Q tal que z < p < .

Por otra parte. Supongamos que r < y < 0, entonces 0 < —y < —z y por lo anterior
existe p € Q tal que
—y < p<—z.

Luego
T<—p<y

y como —p € @ queda completa la demostracion.



Definicion Un subconjunto X C R es denso en R si y sdlo si entre dos niumeros reales
cualesquiera existe algin elemento de X.

Observacion: De acuerdo al teorema y definicion anteriores claramente el conjunto @@ de
los nimeros racionales es denso en R.
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