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. Polinomios Division Sintética (Regla de Ruffini)

La division sintética es un método que permite dividir un polinomio de la forma p(z) = an2™ +
...+ aijx+ap por otro polinomio de la forma g(x) = x — c. Este método consiste en la construccion

de la siguiente tabla:
p Qp-1 Gn-2 ... a1 ag
c
que se “rellena” an
n Qp-1 Gp-2 ... a1 @G
c ca, cb, o ... ... chy
an bpno bpz ... b r
donde los nameros by, by, ....b, 9y r vienen dados por:
bn-2 = ap-1+can
bn-3 = ap—9+chby o

by = ay + chy
r = ap + chy



. Pollnomlos Division Sintética (Regla de Ruffini)

EJEMPLO :

1. Dividir (32® — 42 + 2) por (x + 3), indicando cual es el cuociente y el resto.
Solucion:
3 0 —4 2

—9 27 —69
|3 —9 23 —67

-3

Luego el cuociente es ¢(z) = 32° — 92+ 23 yelrestoes r(z) = —67. Notar que

3z — 4z + 2 = (32% — 92 + 23)(z + 3) + (—67)



Teorema del Resto

Sea p(x) € K[z], a € K. El resto de dividir el polinomio p(z) por d(z) =2 —a es p(a).

Dem.: Debemos probar que p(x) = (z —a)q(z) + p(a).
Por el algoritmo de la division: p(z) = (r —a)g(z)+r(z), con gr(r)<gr(r—a)=1.
o gr(r)=0V r(xz) =0. Luego, r(z)=cte. Evaluandopena: p(a)=r(a)=r(z).
Luego: p(z) = (r — a)q(z) + p(a).

EJEMPLO :

Sea p(z) = 4x* + 102° + 192 + 5. Hallar p(—3).

Solucion: Es posible evaluar directamente, pero es tedioso. Al hacer la division sintética, se
obtiene resto igual a —2. Luego, p(—3) = —2.



. POIII'IOmlOS Division Sintética (Regla de Ruffini)

Teorema del Factor
Un polinomio p(z) es divisible por d(z) = x — a siy sélo si p(a) = 0.

Dem:
p(z)esdivisibleporzr—a = r(z)=0 = pr)=(r—a)g(z) .. aesraizde p(x).
Si aesraizdep(z): = p(z)=(r—a)g(xz) .. p(z)esdivisible porx — a.

EJEMPLO

Sea p(z) = 2° — 102 + 7z + 6. ;Es  — 3 un factor de p(z)?

Solucién: Al dividir p(x) por x — 3, obtenemos resto =0, de donde = — 3 es un factor de p(x).



EJERCICIOS:
1. ;Cual es el resto de dividir '™ — 2 + 2 por 2? — 1?

2. Sea p(z) = 2* + ba® — 1322 — 142 + 24.

a) Determinar b € R de modo que —2 sea raiz de p(x).

b) Determinar las otras raices del polinomio encontrado en a).

3. En cada una de las siguientes ecuaciones compruebe, por division sintética, que el valor
indicado para g es raiz de la ecuacion, y determine las otras raices reales, si es que existen.

a) 42° + 322 —52—-2=0 , xp=1.
b) 2° — 222 —52+6=0 , Top=—2.
¢) 223 — 1122 +1Tx—6=0 , 1z5=2



Polinomios

TEOREMA
Sip(xz) € R[z], y p(a)-p(b) <0 entonces existe una raiz real de pentre a y b.

EJEMPLO
p(z) = 2 + 32 — 2 — 5 tiene un ceroentre 1y 2, pues p(1) < 0y p(2) > 0.



Polinomios

TEOREMA

n
Sea p(z) = Za,,-mi, a, > 0, a; € R. Sip(x) se divide por x — r usando
i=0
division sintética, entonces:

Sir = 0y todos los nimeros de la altima fila (del cuociente y del resto) son > 0, entonces
todos los ceros o de p(x) satisfacen: « < r.

Sir < 0y todos los nimeros de la altima fila (del cuociente y del resto) se alternan en signo,
pudiendo considerarse +0 o —0, entonces todos los ceros o de p(z) satisfacen: « = r.

EJEMPLO
Encontrar cotas superiores e inferiores en Z para las raices del polinomio

p(z) = 2% — 422 — 52 — 8.



Polinomios

DEFINICION Sea p(x) € R[], escrito de manera ordenada en orden decreciente por grado. Se
dice que hay una variacion de signo si dos términos consecutivos tienen signo opuesto.

EJEMPLO
Considere p(z) = 52° + 72% — 52% + 22® — 32 — 1. Entonces:

p(z) tiene variacion de signo = 3.

TEOREMA de los signos de Descartes
Sea p(z) € Rlz].

i) El nimero de ceros en R™ contados cada uno segtn su multiplicidad es igual a la variacién
de signo de p(z) o menor que ésta en un nimero par.

ii) El nimero de ceros en R~ contados cada uno segtn su multiplicidad es igual a la variacion
de signo de p(—x) o menor que ésta en un numero par.



Polinomios

EJEMPLOS: Determine el namero posible de raices reales de los siguientes:

1. p(x) = 52% + 72% — 521 + 22% — 32 — 1.

Las variaciones de signo de p(z) y de p(—x) son ambas iguales a 3.
este polinomio de grado 8 tiene:

e 361lraizenR™
e 3061raizenR™

Asi, sabemos que posee al menos 2 raices en IR, y a lo mas 6 raices en R. Su factorizacion tiene
al menos un factor irreducible de grado 2.

2. plx)=42°+22" — 23 +2 -5

3. plx)y=2°—-22—6



Polinomios

TEOREMA Seap(z) € Z[z]. Si 5 € Q esraizde p(x), donde cy d no tienen divisores en comtin,
entonces

c dividea ap y  d dividea a,

EJEMPLO
Hallar todas las raices reales de p(z) = 82 + 302° + 2922 — 22 — 30.

Solucion:
s Hay una raizentre 0 y 1. Como var(p(z)) = 1, hay exactamente una raizen R", que es ésta.
» Hay unaraizentre -3y —2.

= Las posibles raices racionales son:  +{1.3,1.%.---}. Se debe probar, con la informacién
disponible.



Polinomios Irreductibles

DEFINICION
Sip € Klz]y gr(p) = 2 se dice que p es reducible (o reductible) en K [z] si es
divisible en K [z], es decir, existen q,h € K|z}, con gr(q) > 1, gr(h) = 1, tales que p(z) = q(x)h(x).
En caso contrario se dice que p es irreducible o primo en K|z|.

EJEMPLOS:
1. p(z) = 2% + 1 es reducible en C[z] y es irreducible en R[z] y en Q[z].
2. Los polinomios de grado 1, p(x) = ap + a;x, son irreducibles o primos en K [z] .

3. El polinomio 2! + 322 + 2 € Q[z] se puede factorizar como (2% + 1)(z? + 2). Vemos que
no tiene raices en () ni R, pero es reducible tanto en ) como en R.



Polinomios Irreductibles

TEOREMA de Factorizaciéon Unica

Todo p(x) reducible sobre K puede escribirse como pro ducto en la forma

p(z) = ap1(z) p2(x) ---pi(x) , 1<i<gr(p(z))

donde a es el coeficiente principal de p(x), pj(z) (j =1,---.i) sonirreducibles sobre K y cada
uno de ellos tiene coeficiente principal iguala 1. Una factorizacion de este tipo es tnica, salvo el
orden de los factores.



. Polinomios . : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

P(z)
Q(z)

polinomio P(x) es menor que el grado del polinomio (). En caso contrario, es decir, si el grado

DEFINICION g, gice que una funcién racional

es una fraccion propia, si el grado del

de P(x) es mayor o igual al de (), la fraccién se llama impropia.

Toda fraccién impropia se puede expresar, efectuando la divisién, como la suma de un polinomio
mas una fraccién propia. Es decir,

P(z)
Q(x)

= M(z)+ Ni(z) donde M(x) es un polinomio

Q(z)



. Polinomios .. ) . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

TEOREMA P(z)
(Descomposicion en fracciones parciales) Cualquier fraccién propia 0@

se pue-

de descomponer en la suma de fracciones parciales del siguiente modo:

m Si (x) tiene un factor lineal de la forma az + b, no repetido, entonces la descomposicion de

P
(z) contiene un término de la forma . A =cte.
Q(x) ar + b
m Si Q(x) tiene un factor lineal de la forma ax + b, repetido k veces, entonces la descomposiciéon
de P(z) contiene términos de la forma As + Az +---+ A A; =cte
Q(x) ar+b  (ax +b)? (ax +b)k* 1T
Vi=1,--- k.

m Si Q(z) tiene un factor cuadratico irreducible de la forma az? + bz + ¢, no repetido, entonces

Pz) contiene un término de la forma Az + B A, B =ctes.

Q(x) ar?+br+e¢’

la descomposicion de

m Si Q(z) tiene un factor cuadratico irreducible de la forma az® + bz + ¢, repetido k veces,
P(x)

Q(z)
Az + By Aoz + By Apz + By

ar?+br+c (a2 +bz+c)2  (axl+bx+c)F

contiene términos de la forma

entonces la descomposicion de

AiaBi =ctes., Vi = 1,--- ,k.



. Polinomios . : : _
Descomposicion en Fracciones Parciales

Caso1 El denominador Q(x) es un producto de factores lineales distintos.

Esto significa que podemos escribir

Q(.’Z:) = (a1 + bl)(GQ:l! + b2) <o (apx + by)

en donde no hay factor que se repita. En este caso, existen constantes Ay, --- , A tal que

P@)__ A A A
Q(x)  ayx+by  asx+b arx + by




. Polinomios .. : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

EJEMPLO

Tr+3
Descomponer en fracciones parciales f(x) = z+

2+ 3r—4

Solucion El denominador de la funcién racional se puede descomponer en factores lineales
en la forma:
2 +3z—4=(z+4)(z—1)

Luego la descomposicion en fracciones parciales es:

Txr+3 Txr+3 A B

2+3z-4 (z+4)(z—1) R

Para encontrar los valores de A y B, multiplicamos la igualdad por (z+4)(x—1), obteniendo

Tx+3=A(x—1)+ B(x+4)
Desarrollando se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A+B =T

= A=5 B=2
—-A+4B = 3

Luego, la funcién original queda:

Tr+3 5 2

2 +3r—-4 :1:+4+:1:—1




. Polinomios . : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

Caso2 Eldenominador (Q(x)es producto de factores lineales, algunos de los cuales se repiten.

Si () tiene un factor lineal repetido k veces, de la forma (a;z + b;)*, entonces la descomposi-
cion en fracciones parciales contiene £ términos de la forma:

AL A L A
ajz + by (a1z + by)? (a1z + bl)k

donde Ay. As.--- , A;. son constantes.



. Polinomios . : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

EJEMPLO : Descomponer en fracciones parciales

5x2 — 362 + 48
flz) =

x(x —4)?

Solucion La descomposicion en fracciones parciales es:

5:r2—36:v+48_A+ B ¢
r(r—4)2 x (z—-4) (z-—4)

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por el denominador coman

52 — 36z + 48 = A(z — 4)° + Bx(x — 4) + Cx

se obtiene el sistema:

A+B = 5
—8A—-4B+C = -36 de donde A=3. B=2 C=-4
164 = 48
Luego:
522 — 36z + 48 2 4

3
2z—42 7 @=4) (z=4ap¢



. Polinomios . : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

Caso 3 Eldenominador () es producto de factores cuadraticos irreducibles distintos.

Si Q(x) tiene un factor cuadratico no repetido de la forma ar’+bzr+ec, endonde, b2 —4ac < 0,
entonces la descomposicion en fracciones parciales contiene un término de la forma:

Ar+ B
ar? +br+c

donde A y B son constantes.



. Polinomios . : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

EJEMPLO : Descomponer en fracciones parciales: 472 —8r +1

Tenemos que

42 —8r+1 42’ —-8z+1 A N Bx+C
B—z+6 (z+2)(22-22+3) x+2 22-22+3

Multiplicando por el comtn denominador:

422 —8r+1=A(@>-22+3)+ (Bx+C)(z +2)

obtenemos el sistema

A+B = 4
—2A+2B+C = -8 de donde A=3, B=1, C=-4
3A+2C = 1
Por lo tanto,
427 -8z +1 3 r—4

B —z+6 —a:+2+:1:2—2:z:+3



. Polinomios . : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

Caso4 El denominador ()(z) contiene un factor cuadratico irreducible repetido.

Si Q(z) tiene un factor cuadratico repetido k veces de la forma (az®+bz+c)*, donde b*—4ac < 0,
entonces la descomposicion en fracciones parciales contiene £ términos de la forma:

Az + By Aoz + By + n Apx + B;
ar?+br+ec (az?+bx+c)? (ax? + bx + c)k

donde Ay, A, --- . Ay y Bi, Ba.--- By son constantes.



. Polinomios . : . _
Descomposicion en Fracciones Parciales

1—z+ 222 — 23
r(r? +1)2

EJEMPLO Descomponer en fracciones parciales

Solucion La forma de descomponer esta divisién de polinimios en fracciones parciales es

1—-2+4+222-2> A Bx+C Dzx+E
1?2 2 2l 2 r1e
r(zs+1) r x=+1 (z°+1)

Multiplicando por z(z? + 1)?, y luego igualando coeficientes, se obtiene el siguiente sistema

A+B=0, C=-1, 2A+B+D=2 C+FE=-1, A=1

cuya solucién es (Ejercicio):
A=1, B=-1, C=-1, D=1y E=0

Entonces

1—z+ 222 — 28
z(z? +1)2

_:1:+1+ T
241 (22 +41)?

1
oz



Descomponer en fracciones parciales

Q fi(z) = xQEfz_;?'_ 3
R

0 js(=) = (z —7:f)2(;a:121f 1—3:36+ 2)
Q fi(x) = 323 — 622 + Tz — 2

(22 — 2z + 2)2






