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DEFINICION Sea IK un cuerpo (en nuestro caso, K = Q, R ).

Un polinomio de grado n sobre I es una expresion de la forma:
p(x) = ag + a1 + asx® + ... + apz"

endondea; € Kparai=1,...,n.

P(x) =2x" +3x* +5x+8



P(x)=2x" +3x* +5x +8

Los nameros a; seran llamados como los coeficientes del polinomio. En particular, el coefi-
ciente a, serallamado el coeficiente principal del polinomio, y el coeficiente ag se llama término
constante.

El grado de un polinomio es el exponente mas grande en la variable .

se denota por gr(p(z)) = gr(p) = n.

Sia; =0 Vi>=1, p(z)esel polinomioconstantey g¢gr(p)=0. Por convencion, se dice que
el polinomio nulo, p(x) =0, no tiene grado.

Denotaremos por IK[z] al conjunto de todos los polinomios en la variable z, cuyos coefi-
cientes estan en K. En particular, R[] es el conjunto de todos los polinomios en la variable
z, cuyos coeficientes estan en R.



n m
DEFINICION  gaoan p.q € K[z] con p(z) = Z a;x’ y q(x) = Z b;z' . Diremos que ellos
son iguales, “p(x) = q(x)”, si:

1. Tienen el mismo grado, es decir: gr(p) = gr(q), oequivalentemente, m = n.

2. Tienen los mismos coeficientes, es decir: a; =b; Vi=0,--- ,n.

3
Sean p(z) = Z PzF . q(z) = (5+a)z' — 3b2® + (24 ¢)2? + 2. Determine a, b, ¢ de modo
k=0

que p(x) = g(z).



Estructura algebraica

n m
DEFINICION  Sean p,q € K[z] con p(z) = Zai:ri, qg(z) = Z bix' con m >n, ysea
i=0 i=0

a € K. Se definen las siguientes operaciones:
Adicién

(p+q)(x)

p(r) +q(z)
(@p+ ...+ anz™) + (bo+ ... + bpx™)
= (ag+bg) + (a1 + b))z + (a0 + b))z + ... + (an + b)) 2™ + bpgz™ ™ + ..+ bpz™

I Y T
P(x)=x"+x"-4x +6x"+x 7} p(x)+q(x)=x+x"+3x* -4x° + Tx? + x -2

g(x)=x%+2x* +x?+5



il Potinomios

Multiplicacion

(p-q)(z) = p(z)-q(z)
= (ap+...+anx")-(bo+...+ bpx™)
- (a() ’ bU) + (G'Obl + albO)x + (Clgbo + aiby + aobg)x2 1 ...+ anbmxn-i-m

p(x)-q(x)=[2x‘ +3x* + x? —6]-[.1:3 +x]
=[2x’ +3x7 +x° —6x’]+[2x’ +3x° +x3-6x:|
=2x? +5x7 +4x° -5x° -6x

p(x)=2x%+3x% + x? —6}

g(x)=x*+x



Producto por escalar

(a-p)(z) = a-(ap+...+a2")
= aap+aar+...+aapx"

r(z) = —222 4+ 52 — 3,

4-r(x)=4-(—22%+ 52— 3) = —82° + 202 — 12



TEOREMA  En K[z| dotado de la adicién, que escribimos (KK [z], +), se cumplen las siguientes:

1. Sip,q € K[z] entonces (p + q) € K|[z]. (Clausura)
2. Vp.q.r € K[z|:  p(z)+ (g(x) + r(x)) = (p(x) + q(x)) + r(x). (Asociatividad)
3. V/p.q e Klz|: p(z)+ q(z) = q(x) + p(z). (Conmutatividad)

4 Jee Klz|: plz)+e(x)=p(x) Vpe Klz]. Ademds, e(r)=( (Existenciadel neutro aditivo)

5 dq € Klz]:  p(z) + q(z) = e(z) Vp € K[z], donde g(x) = —p(z).(Existencia del inverso aditivo)



TEOREMA En K[z] dotado de la suma y la multiplicacién, se cumplen las siguientes:
1. Sip,q € K[z] entonces (p - q) € K|z]. (Clausura)
2. Vp,q.r e Klz]: p(x)-(¢(z)-r(z)) = (p(z) - q(x)) - r(z). (Asociatividad)

3. Vp,q e K[z]:  p(z)-q(x) = q(x) - p(x). (Conmutatividad)
4. Je € K[z| de modo que p(z) - e(x) = p(x) Vpe Klz]. Ademds: e(z) = 1. (Existencia del neutro multiplicativo)

5. Si p,q.r € K[z] entonces p(z) (q(z) +r(z)) = p(z)q(z) + p(z)r(z). (Distributividad)

OBSERVACION: Si p(r) es un polinomio de grado mayor o igual que 1, entonces no existe su
inverso multiplicativo. Basta considerar p(z) = 2. Su inverso debe ser un polinomio ¢(z) tal que
p(x)-q(z) =1, esdecir, z-q(x) =1, dedonde ¢(z)=1/z=1-2"!, luegoq ¢ K[z]. Solo
existen los inversos para los polinomios constantes no nulos, siempre que K sea un cuerpo.



I Polinomios

EJERCICIOS

Considere los polinomios
p(z) = 223 — 322 + 62+ 3, q(z) = 3z? + 62 — 2 € R[z], con

p(z) - q(z) = r(z) Zcz . p(x) +q(x) = Zd:v

1=0

Determine n,m,ds y ¢4.

- Dado el polinomio p(z) = 32 — % calcule p(p(1)).



Raices

DEFINICION Sean p € K[z] y 79 € K. Se dice que z es una raiz (o cero) de p(z) si
p(xg) = 0. Sedira que x( es una raiz de multiplicidad £ (k < n) siexiste un polinomio h(x) tal
que p(z) = (x — x0)* - h(z), con h(zg) # 0.

Sea p(z) = 2° — 22° 4+ 222 — 32 + 2

Sip € R[], se tiene que 7o = 1 es una raiz de multiplicidad 2 (aqui h(z) = (z +2)(z% + 1)),
por otra parte 7y = —2 es una raiz de multiplicidad 1 (aqui h(z) = (z — 1)*(2% + 1)).

OBSERVACION: Sean K = R, p € R[z] y 0 € R una raiz de p(x). Si se grafica p(x) como funcién
de z, es decir, y = p(x), se tendra que (xp,0) corresponde al punto en donde la grafica de p(z)
intersecta al eje .



DEFINICION Sea (K, +.-) un cuerpo. Diremos que K es algebraicamente cerrado si todo
polinomio de grado mayor o igual que 1 tiene al menos una raiz en IK.

Notar que si K = R se tiene que (R, +,-) no es algebraicamente cerrado: basta considerar en
R[z] el polinomio p(z) = 2? + 1. Este es un polinomio de grado 2 sin raices en R.

TEOREMA
(Teorema Fundamental del Algebra)

C es algebraicamente cerrado.

OBSERVACION: Una formulacién equivalente del teorema anterior es, todo polinomio de grado mayor
oigual a 1 tiene al menos una raiz en C.



PROPOSICION

Sea p € R[x] de modo que z € C es una raiz de p(x), entonces = € C también
es una raiz de p(x).

EJERCICIO:

1. Encuentre el polinomio en R[z] de grado mds pequeiio que tenga entre sus raicesa 1 — 1,
3+ 2i, 5.

2. Encuentre las raices del polinomio 2% — 223 + 622 + 222 + 13 =0  si sabe que 2 + 3i es
una raiz del polinomio.



1 polinomios I

Algoritmo de la Division (o de Euclides)

PROPOSICION  Dados p(z),d(x) € K[z], existen ¢(x),r(z) € K[z] tales que

p(x) = d(z)q(x) + r(x), en donde gr(r) < gr(d) o r(:z;). = (.

EJEMPLO
J Sean p(z) = z* — 322 + 22 — 1 vy d(z) = 22 + z + 1. Encuentre la divisién de p(x)

con d(x) indicando cual es el cuociente y el resto.
- 32 + 2 -1 224zr+1 = 22—-1r-3

—(IE4+IE3+IBQ)
—a3 — 42?422 — 1

—($3—:1:2—:1:)

—3r? +3x+1
—( =322 -3z -3)
6 +4

De aqui se obtiene que el cuociente viene dado por () = 22—z —3y su resto por r(z) = 6x+4.

Notar que gt =322+ 2 — 1= (2?2 —z-3)(z? + .+ 1) + (62 + 4).



DEFINICION

Dados p,d € K|[z] se dice que d(x) divide a p(z) si r(x) = 0. Es decir, existe

q € K[z| de modo que p(x) = d(x)q(x). Esto serd denotado por d(x)\p(x).

Ejercicios:

Seanp(z) = 2% — 32® + 2z — 1 y q(z) = 2> + = + 1. Calcule p(zx)
dividido por q(x), indicando el cuociente y el resto.

Considere el polinomio p(z) = (k — 3)z® — 3(k — 1)2? + 8kx — 6k.

a) Demuestre que x = 1 es una raiz de p(zx).
b) Encuentre los valores de k € R de modo que todas las raices de
p(x) sean reales.
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