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Introduccion

Estos apuntes son elaborados para el curso de Sistemas Numéricos Referenciales, de la carrera
de Pedagogia en Matematica, de la Universidad de Playa Ancha.

El objetivo de este modulo, es facilitar el aprendizaje de los tépicos relacionados a Teoria de
nimeros, en particular, conceptos asociados a el Maximo comin Divisor, congruencias lineales
y ecuaciones diofanticas. Considerando definiciones esenciales y mas de 50 ejercicios resueltos.

Cabe mencionar que la creacién de este material nace de la necesidad y la falta de referen-
cias bibliograficas que permitan ver ejercicios resueltos en el drea. Si bien existen textos que
contienen los tépicos, ninguno de ellos posee tal cantidad de problemas resueltos.
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Capitulo 1

Maximo Comun Divisor (M.C.D.)

1.1. Maximo Comun Divisor

Definicion 1. Dado un dominio ecuclidiano, diremos que un entero positivo d es el M.C.D.
entre los enteros a y b, ST cumple que:

i)d|la AN d|b
i) Si3 ceZt tal quec|a A c|b entoncesc|d

Notacién 2. M.C.D.{a,b} = (a,b)

1.2. Algoritmo de la Divisién

Para buscar el méximo comin divisor, asi como para deducir sus propiedades principales, se
emplea el algoritmo de la division de FEuclides de la siguiente manera. Sean a y b enteros
positivos. Hallamos la serie de igualdades :

a=bq+ry 0 <7y <b,
b=roqgx+1rs 0<rsy <ry,
re=1r3q3+ra 0<ry<rs, (1)
T™h—2 = Tn—1qn—-1+"Tn 0<ry <rp_1
Tn—1 = Tndn,
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que termina cuando se obtiene cierto r,41 = 0. Esto dltimo es indispensable, puesto que
la sucesion b, 72,73, ..., como sucesion de enteroos decresientes, no puede contener méas de b

positivos.

Dados a,b € ZT,a > b entonces 3 ¢q;,r; € Z™T tales que:

a = bql—i-?“l, O0<ri <b

b = g -ri+ry 0<ro<nr
T = q3-ro+r3, 0<r3<nr
ro = qq-r3+ry, 0<rg<r3
rs = q5-re+r5, 0<rs <1y

Tk—1 = G5 Tht1 + 7k 0 <71 <7%
e = Gr2-Tkt1 +0
Notar que rq, ..., 7,41 €s una sucesién decreciente de enteros positivos y como solo existe una

cantidad finita de enteros menores que b, el proceso terminara.

1.3. Ejercicios Resueltos

1. Encontrar el M.C.D. entre {11143, 8749}

Aplicamos el algoritmo de la division.

M.C.D.{11143,8749} = 43

11143
8749
2394
1567

827
740
87
44
43

8749 - 1 + 2394
2394 - 3 + 1567
1567 -1 + 827
40-1+4+4
7401487
87 -8+ 44
441443
43-14+1
43-140
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2. Encontrar el M.C.D. entre {7209, 816}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

7209
816
681
135

6

M.C.D.{7209,816} =3

3. Encontrar el M.C.D. entre {5376, 3402}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

5376
3402
1974
1428
546
336
210
126
84

M.C.D.{5436,3401} = 42

4. Encontrar el M.C.D. entre {1830,792}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

1830
792
246

54
30
24

M.C.D.{1830,792} =6

816 - 8 + 681
681-1+ 135
135-6+6
6-22+3
3-24+0

3402 -1+ 1974
1974 -1+ 1428
1428 - 1 + 546
946 - 2 + 336
336 - 14210
210-1+ 126
126 -1 4 84
84-1442
42240

792 % 2) + 246
246 - 3) 4 54
54.-4) + 30
30-1) +24
24 - )

(
(
(
(
(
(6-4)+
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5. Encontrar el M.C.D. entre {65286, 1283}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

65286
1283
1136

147
107
40
27

M.C.D.{65286,1283} = 1

6. Encontrar el M.C.D. entre {1214, 325}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

1214
325
239

86
19
10

M.C.D.{1214,325} = 1

7. Encontrar el M.C.D. entre {723,420}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

723
420
303
117
69
48
21

M.C.D.{723,420} = 3

(
(
(
(
(
(
(

1283 - 50) + 1136
1136 - 1) + 147
147 - 7) 4 107
107 - 1) 4 40
40 - 2) + 27

27 . 1)+13

13-2) +

(525 - 3) 4 239
(239-1) + 86
(86 - 2) + 67
(67-1) +19
(10-1)+9
9-1)+1
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8. Encontrar el M.C.D. entre {221,117}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

221 =
117 =
104 =

M.C.D.{221,117} = 13

9. Encontrar el M.C.D. entre {521,285}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

521 =
285
236
49
40

M.C.D.{521,285) = 1
10. Encontrar el M.C.D. entre {666,514}

Aplicamos el algoritmo de la divisién.

666 =
514
152
o8
36
22
14

M.C.D.{666,514} = 2

(117-1) + 104
(104-1) + 13
(13-8) +0



Capitulo 2

Congruencias Lineales

2.1. Conceptos Fundamentales

Vamos a estudiar los nimeros enteros en relacién con los restos de la divisién de los mismos
por un entero positivo m, dado al cual lo llamaremos mddulo.

A cada nuimero entero le corresponde el resto de su divisién por m ; si a dos enteros a y b les
corresponde un mismo resto 7, éstos se llaman congruentes segun el modulo m, o respecto del
moddulo m, o simplemente, congruentes modulo m.

La congruencia de los niimeros a y b respecto del médulo m se escribe asi:
a=b méd m.

lo cual se lee: a es congruente con b respecto del médulo m.

La congruencia de los niumeros a y b respecto del médulo m es equivalente a:

1. La posibilidad de expresar a en la forma a = b+ mt, donde ¢ es entero.

2. La divisibilidad de a — b por m. En efecto, de a = b mdd m se deduce que
a=mqg+r, b=mqg +7r; 0<r<m,
de donde
a—b=(q—q), a=b+mt, t=q—q.
Reciprocamente, de a = b + mt, representando b en la forma
b=mgq+r, ¢g=q+t.
es decir

a=b mod m.
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2.2. Propiedades de las Congruencias
Sean a,b,c,d € Z y m € Z*. Entonces se cumplen:

1.Sia=b médmyceZ =a+c=b+c méd m
2.5ia=b médmyc € Z = ac=bc mbéd m

Sta=b médmyc=d méd m = ac=bd mdéd m
Sta=b médmyc=d médm = a+c=(b+d) méd m
Sta=b médmyc=d médm = a—c=(b—d) méd m

Sia=b médmyneN=a"=b" méd m

NS v w

Sia=b méd m y p(z) una ecuacién polinomial de x con coeficientes enteros
= p(a) = p(b) méd m

8. Sfa=b méd m; coni=1,2,3..ky (mj,m,) =1,V j#r, entonces

k
a=b mod Hmi
i=1

Demostracién: Ejercicio para los estudiantes. |

2.3. Teoremas de Euler y Fermat

Teorema 3. (Euler)
Sim>1y(a,m)=1, entonces:

a®™ =1 méd m.

Demostracion: En efecto, si z recorre el sistema reducido de restos
T=T1, T2,..,Te ¢=o(m),

formado por los restos no negativos minimos, entonces los restos no negativos minimos py, ps..., pe
de los niimeros az también recorren el mismo sistema, pero, generalmente, dispuestos en otro
orden.

Multiplicando término a término las congruencias

arit =p1 méd m, are=p; moéd m,...,ar. =p. modd m.
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obtenemos
a‘riry...Te = p1p2...p.  moéd m.
de donde dividiendo ambos miembros por el producto rrsy...r. = pi1p2, resulta

a¢=1 méd m.

Teorema 4. (Fermat)
Si p es primo y a no es divisible por p, entonces

a?'=1 méd p. (2.1)
Demostraciéon: Este teorema es una consecuencia del teorema a para m = p. Al ultimo

teorema se le puede dar una forma més comoda. Precisando, si se multiplican ambos miembros
de la congruencia por (2.3) por a, se obtiene la congruencia

a’? =a mdd p.

la cual es véalida ya para todos los valores enteros de a, puesto que también es valida si a es
multiplo de p. |

2.4. Ejercicios Resueltos

1. Encontrar el resto de dividir 34° por 26.
Solucién:

Primero debemos identificar la base y el maéd .
Base =3, mdéd = 26

Ahora decimos que:

33 = 1 méd26/()'® por propiedad 6
3HB = (1)¥ mod 26
33 = 1 méd 26/-3 por propiedad 3

30 = 3 méd 26

340

Luego el resto de dividir por 26 es 3.

2. Encontrar el resto de dividir 3°7 por 26.
Solucién:
Primero debemos identificar la base y el mdd .
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Base =3, mdéd = 26

Ahora decimos que:

33 = 1 méd26/()" por propiedad 6
(35 = 1 maéd 26
3% = 1 mébd 26

Luego el resto de dividir 3°7 por 26 es 1

3. Encontrar el resto de dividir 243

Solucién:
Primero debemos identificar la base y el mod .

por 31

Base =2, méd = 31

Ahora decimos que:

2° = 1 méd31/()® por propiedad 6
(2% = (1)® mdd 31
290 = 1 méd 31-2® por propiedad 3
21013 = 1.2% méd 31
28 = 28 mod 31
2% = 8 méd 31
Luego el resto de dividir 243 por 31 es 8
4. Encontrar el resto de dividir 3% por 23

Solucién:
Primero debemos identificar la base y el madd .

Base =3, mdéd = 23
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Ahora decimos que:

3° = 13 mdd 23/()> por propiedad 6
(35?2 = (13)2 mdd 23

31 = 169 méd 23/ por definicién
310 = 169 + 23k

310 = 84 (7-23)+23k/ por definicién

31 = 8 méd 23/()2 por propiedad 6
(3192 = (8)? mdéd 23

320 = 64 méd 23/ por definicién

30 = 64+23k

320 = 184 (2-23)+23k/ por definicién
320 = 18 méd 23/()> por propiedad 6
(3292 = (18)2 méd 23

(31 = 324 méd / por definicién

310 = 324+ 23k

310 = 24(23-14) +23k/ por definicién

310 = 24923k
340 = 2 méd 23

Luego el resto de dividir 3° por 23 es 2

5. Encontrar el resto de dividir 23°

Solucién:
Primero debemos identificar la base y el madd .

por 15

Base =2, mdéd = 25

Ahora decimos que:

2 = 1 méd 15/()" por propiedad 6
2H" = (1) méd 15
22 = 1 méd 15/22 por propiedad 3
2%.22 = 1.2 méd 15
2% = 4 méd 15
Luego el resto de dividir 230 por 15 es 4

6. Resolver 3z =2 mdd 4

13
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Primero notar que (3,4) = 1, entonces por Teorema 3, y como ¢(4) = $(22)

2, tenemos que:

3z

8 8 8 &8 8 8 8

2 mod <4 >

3°W=1. 2 méd 4

3-2 mobd 4

6 méd <4 >/ por definicién
6 + 4k

2+ (4) +4k

2+ 4k/ por definicién

2 méd <4 >

S={ze€Z:x2=2+4k ke Z}

14

= (22-2Y =

7. Resolver 3z =5 mdd 8 Primero notar que (5,8) = 1, entonces por Teorema 3 y como
#(8) = ¢(23) = (23 — 2!) = 4, tenemos que:

3z

8 8 8 8 8 8 8

2 méd 8
39)-1.5 msd 8
27-5 méd 8

135 méd 8/ por definicién
135 + 8k

7+ (16-8) + 8k

7+ 8k/ por definicién

7 mébd 8

S={ze€Z:2=7+8k,kecZ}

8. Resolver 52 = —3 mdéd 8

Primero notar que (5,8) = 1, entonces por Teorema 3 y como ¢(8) = ¢(23) = (23 —21) =

4, tenemos que:
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5 = —3 modd 8
—3x = 5 mdd 8
5t = 5 mdd 8
= 5%0-1.5 msd 8
= 5°.5 mdd 8
5 méd 8
625 mdd 8/por definicién
1+ (78-8)+8k mdbd 8
1+ 8k mdbd 8/por definicién
1 méd 8

8 8 8 8 8 8 8
Il

S={re€Z:2=1+8k,kecZ}

9. Resolver 2x =1 mdd 17
Primero notar que (2,17) = 1, entonces por Teorema 3 y como ¢(17) = (17! — 17°) =
(17 — 1) = 16, tenemos que:
2¢ = 1 méd 17
2000-1. 1 mod 17
2.1 méd 17
32768 -1 mdéd 17/ por definicién
9+ (1927 - 17) + 17k
= 94 17k/ por definicién
= 9 mdd 17

8 B 8 8 8 8
I

S={x€Z:2=9+17k k€ Z}

10. Resolver 142z =11 mdd 5
Primero notar que (14,5) = 1, entonces por Teorema 3 y como ¢(5) = (5! — 5) =
(5 —1) =4, tenemos que
4z = 11 méd 5
14207111 méd 5
14°-11 méd 5
30184 méd 5/ por definicién
4 + (60368 - 5) + bk
4+ 5k por definiciéon
= 4 mébd>H

8 8 8 8 8 8
I
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S={zr€Z:x2=4+5k,kecZ}

11. Resolver 40z = 777 méd 1777

M.C.D.(40,1777) = 1, la congruencia lineal tiene exactamente una solucion.

Notemos,

777 = 2554 mod 1777

Por transitividad:

40x
220z
20z
1277
20z
2-10x
102
1527
102
102

= 2554 mdéd 1777
2-1277 moéd 1777
1277 moéd 1777
3054 mod 1777
3054 mod 1777
1527 -2 méd 1777
1527 méd 1777
—250 mdd 1777
—250 mod 1777
—25-10 mod 1777
—25 mod 1777
1752 méd 1777

S={x€Z:x=1752+ 1777k, k € Z}

12. Resolver 4z =3 mdd 7

M.C.D. (4,7)=1, entonces son primos Relativos. Por Teorema 3.

8 8 8 8 8 8
Il

S={r € Z:ix =6+ Tk,k € Z}

13. Resolver 3z =1 mdéd 17

4%.3 méd 7
4°.3 méd 7
1024-3 méd 7
3074-3 méd 7
(7-438)+6 méd 7
6 moéd 7

M.C.D. (3,17)=1, entonces son primos relativos.
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Por Teorema 3.

3111 méd 17
31%.1 méd 17
14348907 mod 17

(17 - 844053) +6 mdd 17
= 6 méd 17

8 8 8 8 8
Il

S={re€Z:x=6+17Tk,k € Z}

14. Resolver 3x =6 modd 18
M.C.D. (3,18)=3, entonces existen 3 soluciones Incongruentes.

3r=2-3 mdbd 18
Donde efctivamente 6 | 8
= =2 mbd6

3 soluciones Incongruentes, de la forma 2 + 6¢, donde t = {0, 1,2}
Si={x€Z:x=2+6kkecZ}
So={r€Z:x=8+6kkcZ}
Ss={r€Z:x=14+6k,k € Z}

15. Resolver 2z =1 méd 19
M.C.D. (3,17)=1, entonces son primos relativos.
Por Teorema 3.

= 2009-1.1 med 19

= 131072 méd 19

= (19-6898) +10 mébd 19
= 10 mdd 19

8 8 8 8

S={x€Z:x=10+ 19,k € Z}

16. Resolver 3z =1 méd 19
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M.C.D. (3,19)=1, entonces son primos relativos.
Resolvemos a través del Teorema de Euler

8 8 8 8 8

3209-1. 1 méd 19

316 méd 19

43046721 méd 19

(19 - 2265616) + 17 m6d 19
17 mod 19

S={x€Z:x=17+ 19,k € Z}

17. Resolver 3z =1 méd 17

M.C.D. (3,17)=1, entonces son primos relativos.

Por Teorema 3.

8 8 8 8 8

= 3°070-1.1 méd 17

3% .1 mod 17
14348907 méd 17
(17 - 844053) +6 mod 17

= 6 mdd 17

S={x€Z:x2=6+1Tk,kcZ}
18. Resolver 92 =4 méd 1454

M.C.D. (9,1454) = 1, la congruencia lineal tiene exactamente una solucién

4 = 1548 mod 1454

9z
9z

1458 mod 1454
9-162 mod 1454
r = 162 méd 1454

S={x€Z:x=162+ 1454k, k € Z}

19. Resolver 7z =1 mdéd 10

M.C.D.(7,10)=1. Entonces son primos relativos.

Entonces por Teorema 3.

799-1 1 méd 10
7 méd 10
343 méd 10
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S={zre€Z: x=343+ 10k, k € Z}

2.4.1. Ejercicios Propuestos

1. Resolver 7z =18 mdd 19
2. Resolver 7x =5 moéd 11
3. Resolver 6z =8 mdd 20
4. Resolver 8¢ =4 méd 5

5. Resolver 152z = 30 mod 60

19



Capitulo 3

Ecuaciones Diofanticas

3.1. Ecuaciones Diofanticas

Estas ecuaciones reciben este nombre en honor a Diofanto, matematico que trabajé en Ale-
jandria a mediados del siglo III a.c.

3.2. Ejercicios Resueltos

1. Resolver 47z + Ty =5

Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a =47 y b = 7 se tiene:

M.C.D. {47,7}

A7 = T-6+45
= 5-1+2

= 2.2+1

1-240

AT +7(—6)
7+5(—1)

7+ (—1)[47 + 7(=6)]
= T+47(—1) +7(6)

(OIS B OIS N
Il I

20
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= 47(—1) +7(7)
1 = 5+2(-2)
= AT+ 7(=6) + (=2)[47(=1) + 7(7)]
— 4T+ 7(—6) +47(2) + 7(—14)
= 47(3) +7(-20) -5
5 = 47(15) + 7(—100)

Donde xg = 15 e yg = —100 son soluciones particulares de la Ecuacion Diofantica Lineal
47x + Ty = 5.

2. Resolver 78z + 32y = 2

Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 78 y b = 32 se tiene:

M.C.D. {78,32}

78 = 32.-2+14

32 = 14-244
14 = 4.-34+2
4 = 2240

Despejando los restos

14 = 78+32(-2)
4 = 32414(-2)
32+ (—2)[78 + 32(=2)]
32 + 78(—2) + 32(4)
32(5) + 78(—2)
2 = 14+4(-3)
78+ 32(—2) + (—3)[32(5) 4 78(—2)]
78 + 32(—2) + 32(—15) + 78(6)
= 78(7) +32(—17)

Donde zg = 7 e yg = —17 son soluciones particulares de la Ecuacién Diofantica Lineal
78x + 32y = 2.
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3. Resolver 11z + 34y = 31
Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 11y b = 34 se tiene: M.C.D. {34,11}

34 = 11-3+1
11 1-1140

1 = 34+11(-3)/ -31
31 = 34(31) + 11(—93)

Donde zg = 31 e yg = —93 son soluciones particulares de la Ecuacién Diofantica Lineal
417z + 54y = 8.

4. Resolver 17x + 54y = 8 Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 17 y
b =54 se tiene: M.C.D. {54,17}

54 = 17-343
17 = 3-5+2

= 2:-1+1
2 = 1-240

Despejando los restos

— 54+ 17(=3)

= 17+ 3(=5)

= 17+ (=5)[54 + 17(=3)]

= 32+ 78(—2) + 32(4)

= 17+ 54(=5) + 17(15)

= 17(16) + 54(—5)
1 = 3+2(-1)

— 54+ 17(=3) + (—1)[17(16) + 54(—5)]

= 54+ 17(—3) + 17(—16) + 54(5)/ -8
8 = 54(78) + 17(—152)

Donde xg = 78 e yg = —152 son soluciones particulares de la Ecuacion Diofantica Lineal
17z 4 54y = 8.
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5. Resolver 5z + Ty = 29

Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a =5 y b = 7 se tiene:

M.C.D. {57}

= 5-1+2
= 2.2+41

1-240
= T+5(-1)
5+2(—2)
5+ (=2[7 + 5(2)])
5(3) + 7(=2)/ 29
29 = 5(87) + 7(—58)

= N N Ot
I

Donde zg = 87 e yo = —58 son soluciones particulares de la Ecuacion Diofantica Lineal
5z + Ty = 29.

6. Resolver 32x 4 55y = 771
Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 32y b = 55 se tiene: M.C.D. {78,32}

95 = 32-1+423
32 = 23149
23 = 9-2+45
5-1+44
4-1+1
= 1-440

Despejando los restos
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32 = 55+32(-1)
9 = 32+23(-1)
= 324 (-1)[55+ 32(-1)]
= 32+ 55(—1) + 32(1)
= 32(2) +55(—1)
5 = 23+9(-2)
55 + 32(—1) + (—2)[32(2) + 55(—1)]
55+ 32(—1) + 32(—4) + 55(2)
55(3) + 32(—5)
9+ 5(—1)
32(2) + 55(—1)
32(2) + 55(—1)
32(7) + 55(—4)
1 = 5+4(-1)
55( ) +32(=5) + (=1)[32(7) + 55(—4)]
55(3) + 32(—5) + 32(—7) + 55(4)
32(—12) +55(7)/ - 771
771 = 32(—9252) + 55(5397)

e
| | | |

(—=1)[55(3) 4+ 32(—5)]
32(5) + 55(—3)

[
-

Donde o = —9252 e yg = 5397 son soluciones particulares de la Ecuaciéon Diofantica
Lineal 32x + 55y = 771.

7. Resolver 62x 4+ 11y = 682
Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 62 y b = 11 se tiene:
M.C.D. {62,11}

62 = 11-547

11 = 7-14+4
7T = 4-143
4 = 3-1+1

= 1:-3+0
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Despejando los restos

7 = 62+ 1(-5)
4 = 11+7(-1)

= 11+ (-1)[62 + 11(—5H)]

= 11+62(-1) + 11(5)

= 11(6) + 62(-1)
3 = T+4(-1)

= 62+ 11(—5) + (—1)[11(6) + 62(—1)]

= 624 11(-5)+ 11(—6) + 62(1)

= 62(2) +11(-11)
1 = 4+43(-1)

11( )+ 62(—1) + (—1)[62(2) + 11(—11)]

11(6) + 62(—1) + 62(—2) + 11(11)
11(17) + 62(—3)/ - 682
682 = 62(—2046) + 11(11594)

Donde xg = —2046 e yo = 11594 son soluciones particulares de la Ecuacién Diofantica
Lineal 622 + 11y = 682.

8. Resolver 21z + 312y = 72
Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 21 y b = 12 se tiene:
M.C.D. {21,12}

21 = 12149
12 = 9-1+3
9 = 3-340
Despejando los restos
= 21+12(-1)

3 = 1249(-1)

12+ (—1)[21 + 12(—1)]
12+ 21(—1) + 12(1)
12(2) 4+ 21(=1)/ -24
72 = 12(48) + 21(—24)
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Donde zg = 48 e yg = —24 son soluciones particulares de la Ecuacién Diofantica Lineal
21z 4+ 12y = 72.

9. Resolver 55x + 99y = 77 Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 55 y
b =99 se tiene: M.C.D. {99,55}

99 55-1+44
95 = 44-1+411
4 = 11440

Despejando los restos

44 = 99+ 55(—1)
11 = 55+44(-1)
= 55+ (=1)[99 + 55(—1)]
= 55+99(—1)+55(1)/ -7
77 = 55(14) 4+ 99(-7)

Donde xzg = 14 e yg = —7 son soluciones particulares de la Ecuacién Diofantica Lineal
56x + 99y = 77.

10. Resolver 85z + 78y = 290
Usando el Algoritmo de la Divisién para los enteros a = 85 y b = 78 se tiene:

M.C.D. {85,78}

8 = 78-147
78 = 7-1141
7T = 1-740

Despejando los restos
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7 = 85+ 78(—1)

78 +7(—11)

78 + (—11)[85 + 78(—1)]
78 + 85(—11) + 78(11)/
78(12) +85(—11)/ -290
290 = 78(3480) + 85(—3190)

Donde xg = 3480 e yo = —31190 son soluciones particulares de la Ecuacién Diofantica
Lineal 85x + 28y = 290.

11. Resolver 3z 4+ Ty = 9 A través del algoritmo de la divisiéon en Z tenemos,
M.C.DA3,7}:
7T=3-2+1
2=1-240
M.C.DA{7,3} =1

Efectivamente 1 | 9. Por lo que la ecuacién posee solucién. Utilizando el Algoritmo de
Euclides se puede expresar,

1=7+3-(-2)
Luego,
9=3(—18)+17(9)
Donde zg = —18 e yg = 9. Cuales representa una solucién particular a la ecuacién.

De aqui la solucién general de la ecuacion diofantica estd dada por las ecuaciones

r=-184+7 e y=9-3t
Donde t € Z

12. Resolver 11z + 4y =5
A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos,
M.C.D{11,4}:
11=4-2+43
4=3-1+1
M.C.DA11,4} =1
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Efectivamente 1 | 5. Por lo que la ecuacién posee solucién. Utilizando el Algoritmo de
Euclides se puede expresar,

3=11+4-(-2)

Luego,
1=4+43-(-1)

= =4+{11+4-(-2)}-(-1)
= =44+{11-(-1)+4-(2)}

= 1=4+{11-(-1)+4-(2)}
= 1=4-3)+11-(-1)/-5

= 5=4-(15)+11-(-5)

Donde zg = —5 e ygp = 15. Cuales representa una solucién particular a la ecuacién.

De aqui la solucién general de la ecuacion diofantica estd dada por las ecuaciones

r=-54+4 e y=15—-11¢
Donde t € Z

13. Resolver 48z + 7y = 5 A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos,

M.C.D.{48,7}:
48=T7-6+6
7=6-1+1
6=1-140

M.C.D.{48,7} =1

Efectivamente 1 | 5. Por lo que la ecuacién posee solucién. Utilizando el Algoritmo de
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Euclides se puede expresar,

6 =48 - +7(—6)
1=74+6(-1)

= 1=7+{48+7(-6)} -(-1)

= 1=48(-1)+7(7)

= 1=48(-1)+7(7)/-5

Luego,
5 =48(—5) + 7(35)
Donde zg = —5 e yp = 35. Cuales representa una solucién particular a la ecuacién.

De aqui la solucién general de la ecuacién diofantica estd dada por las ecuaciones

r=-b4+7 e y=35—48
Donde t € Z

14. Resolver 55z — 99y = 77 Consideremos z = —y, entonces
o5z + 99z =77
A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos

M.C.D.{99,55}:
99 =55-1+444
55 =44-1+11
M.C.D.{99,11}: 11
Donde Efectivamente 11 | 77
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15.

Luego, despejamos los restos

44 = 99 + 55(—1)

11 =55+ 44(-1)

11 =5549{99 +55(-1)} - (—1)

11 =55(2) +99(—1)

11 =55(2) +99(-1)/ -7
Luego

77 =55(14) +99(—7)

Donde x¢p = 14 e z9 = —7. Pero anteriormente establecimos la condicién de que z=-y
entonces las soluciones son xg = 14 e yg = 7 las Cuales representa una solucién particular
a la ecuacion.

De aqui la solucién general de la ecuacion diofantica estd dada por las ecuaciones

r=1449 e y=7-5t
Donde t € Z

Resolver 11x + 34y = 31 A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos,
M.C.D.{11,34}:
34=11-3+1
11=1-11+0
M.C.D{34,11} =1

Efectivamente 1 | 31. Por lo que la ecuacién posee solucién. Utilizando el Algoritmo de
Euclides se puede expresar,

1=34+11-(-3)
1=34+11-(-3)/-31

Luego,
31 =34(31) + 11(—-93)

Donde zg = —93 e yg = 31. Cuales representa una solucién particular a la ecuacion.
De aqui la solucién general de la ecuacién diofantica estd dada por las ecuaciones

r=-93+34t e y=31-11¢
Donde t € Z
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16. Resolver 27x + 18y = 72

A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos,
M.C.D.{27,18}:

27 =18-1+49
18=9-240
M.C.D.{27,18} =9

Efectivamente 9 | 18. Por lo que la ecuacién posee solucién. Utilizando el Algoritmo de
Euclides se puede expresar,

9=27+18- (1)
9={27+18-(-1)}/-8

Luego,
72 =27(8) + 18(—8)

Donde zg = 8 e yg = —8. Cuales representa una solucién particular a la ecuacién.
De aqui la solucién general de la ecuacion diofdntica estd dada por las ecuaciones
r=8+2t e y=-8-—-2t
Donde t € Z

17. Resolver 44z + 15y = 77 A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos

M.C.D.{44,15}:
44=15-2+414
15=14-1+1
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Despejamos los restos

14 = 44 4 15(-2)

1=15+14(—1)

= 1=15+ (44+15(-2))(-1)
= 1=15+44(-1)+ 15(2)
= 1 =44(-1)+15(3)

Luego
77 =15(231) + 44(-77)

Donde
o — — 77

Solucién particular de la ecuacién
yo = 231

Solucion general de la ecuacién diofantica
x=—-T7+15t y=231—44t
conte’zZ

18. Resolver 28z + 36y = 104 A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos

M.C.D.{36,32}:
36 =28-+8
28=8-3+14
Despejamos los restos
8 =36 +28(—1)
4 =28+ 8(-3)
= 4=28+ (36+28(—1))(-3)
= 4 =28+ 36(—3) + 28(3)
= 4=236(—3)+ 28(4)
Luego
104 = 28(104) + 36(—78)
Donde
Tro = 104

Solucién particular de la ecuacién
Yo = —T8
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19.

20.

Solucién general de la ecuacién diofantica
r =104+ 36t y=-—T78—28¢
cont ez
Resolver 221z 4+ 117y = 20 A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos,
M.C.D.{221,117}:

221 = (117 -1) + 104
= 117 =(104-1) + 13
= 104 =(13-8)+0

13 | 20. Por lo que la ecuacién no posee solucion.

Resolver 18x + by = 48

A través del algoritmo de la divisién en Z tenemos,

M.C.D.{18,5}:
18=15-3+4
5=3-142
3=2-1+1

M.C.D.{18,5} =1

Efectivamente 1 | 48. Por lo que la ecuacién posee solucién. Utilizando el Algoritmo de
Euclides se puede expresar,

3=18+5-(=3)

2 =5+ (1845-(=3))- (1)
= 2=18-(=1)+5-(4)

1=3+2- (1)
= 1= (1845 (=3)) + (18- (=1) + 5 - (4)) - (1)
= 1=18-(2)+5-(=7)

Luego,
48 = 18(96) + 5(—336)



CAPITULO 3. ECUACIONES DIOFANTICAS 34

3.2.1.

Donde zg = 96 e yp = —336. Cuales representa una solucién particular a la ecuacién.
De aqui la solucién general de la ecuacion diofantica estd dada por las ecuaciones

r=964+5t e y=-—-336-—18¢
Donde t € Z

Si t es un entero. Las soluciones positivas de pueden determinar considerando el sistema
de desigualdades

96 + 5t > 0
—336 — 18t >0

96 +5t >0 336 — 18t >0
t>—19,2 t < —18,67

entonces
-19,2 <t < —18,67

ComoteZ,t=—-19y

z=96+5(—19) =1
y = —336—18(—19) = 6

.. la tnica solucién entera positiva de la ecuacién 18x 4+ 5y = 48 son los valores 1 y 6
para e y.

Ejercicios Propuestos

. Resolver 48x 4+ 7y =5

Resolver 21x — 12y = 72
32x + Hby =771

Resolver 66z + 550y = 88
Resolver 23z — 12y =7

Resolver 36x — 32y = 258
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