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Variables Aleatorias

Definicién (Variable Aleatoria)

Una variable aleatoria es una funcion con dominio en el espacio
muestral y el recorrido es un subconjunto de los niimeros reales.
Una variable aleatoria puede ser discreta o continua, dependiendo
del soporte de la funcion.

Ejemplo: Tipo de Variables Aleatorias

Lanzar dos dados X = Suma de los nimeros

Lanzar una moneda 25 veces Y = Numero de caras

Aplicar distinta cantidad de Z = Rendimiento/acre \MENTO

fertilizante a las plantacién de maiz m?'&
STICA
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Variables Aleatorias

Ejemplo:

Suponga el experimento aleatorio de lanzar tres monedas. Se define la
variable aleatoria X el nimero de caras obtenidas

Espacio Muestral
s CCC | CCS | CSC | CSS | SCC | SCS | SSC | SSS
X(s) 3 2 2 1 2 1 1 0

Elrangodelav.a X es y = {0, 1,2, 3}
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Variables Aleatorias

Ejemplo:Continuacién

Probabilidad
X 0O|1]2]|3
T3 [3 1
PX=x)|-|2]|2|=
X=%|glgls!lg

Por ejemplo

P(X = 1) = P({CSS, SCS, SSC}) = %
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Funciones de Variables Aleatorias

Definicién (Funcién de Distribucion Acumulada)

Una Funcion de Distribucion Acumulada (f.d.a), de una variable
aleatoria X, denotada Fx(x), es definida por:

Fx(x) = Px(X < x), Vx
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Funciones de Variables Aleatorias

Ejemplo: Funcién de Distribuciéon Acumulada (f.d.a)

Se lanzan tres monedas, y se define la v.a, X = {ndmero de caras},
entonces:
0 Si —co<x<0

1/8 Si 0<x<l
Fx(x)={ 1/2 Si l1<x<2

7/8 Si 2<x<3

1 Si 3<x<ow NARIO
‘MATICA
STICA
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Funciones de Variables Aleatorias

Ejemplo: Continuacién

F (0
1.000 - ”~—
875 [ r——
750 -
625
.500 t —
375
250
25— —
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Funciones de Variables Aleatorias

Teorema
La funcion Fx(x), es una funcion de distribucion acumulada (f.d.a), de
una variable aleatoria X, si y solo si:

im0 Fx(x) =1

limy 00 Fx(x) =1

Fx(x), es una funcion No decreciente en X

DEPARTAMENTO
DISCIPLINARIO
DE MATEMATICA
Y ESTADISTICA

Universidad de

Playa Ancha
Facultad de Ciencias
Naturales y Exactas




Funciones de Variables Aleatorias
000080000000

Funciones de Variables Aleatorias

Ejemplo:

Determine si Fx(x), es una funcién de distribucién acumulada (f.d.a),
Si :

) ==
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Funciones de Variables Aleatorias

Definicién (Variable aleatoria continua y discreta)

Una variable aleatoria X es continua si Fx(x) es una funcion continua
de x y una variable aleatoria X es discreta si Fx(x) es una funcion de
paso de x.

Definicién (Variables aleatorias identicamente distribuidas)

Las variables aleatorias X e Y son identicamente distribuidas si para
cualquier evento A

P(XeA) =P eA)
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Funciones de Variables Aleatorias

Funciones de Masa y Densidad

Asociado a una variable aleatoria X y a una funcién de distribucién
acumulada (f.d.a) Fx(x), se definen las siguientes funciones:
Funcién de Masa de Probabilidad (fmp) si X es una v.a

Discreta.
Funcion de Densidad de Probabilidad (fdp) si X es una v.a
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Funciones de Variables Aleatorias

Definicién (Funcién de Masa de Probabilidad (f.m.p))

La Funcion de Masa de Probabilidad (f.m.p) de una variable aleatoria
discreta esta dada por:

fx(x) =P(X=x), Vx
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Funciones de Variables Aleatorias

Ejemplo: Funcién de Masa de Probabilidad (f.m.p)

Sea X una v.a discreta con Funciéon de Masa de Probabilidad (f.m.p)
definida por:

fx(x)=P(X=x)=p(1-p)* 'y x=1,2,3,..

m P(X =C) = fx(C) = p(1 — p)¢~! (Probabilidad en un Punto C)
mPla<x<b)=X"_ fx(k)=3b_ p(1-p)*! (Probabilidad
en un intervalo [a, b])
mP(X<b)= Zzzl fx (k) = Fx(b) (Probabilidad en el intervalo
[1,6]) NARIO
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Funciones de Variables Aleatorias

Definicién (Funcién de Densidad de Probabilidad (f.d.p))

La funcion de densidad de probabilidad fx (x) de unavariable aleatoria
continua X, esta dada por la funcion que satisface:

P(X < x) = Fy(x) = / " (e

Usando el Teorema Fundamental del Calculo, si fx(x) es continua
entonces

d

EFX(X) = fx(x)

AMENTO
IR L uisLiFLINARIO
ﬂ Facultad de Ciencias | DE MATEMATICA

= | Naturales y Exactas | yEsTADISTICA

de Playa Ancha




Funciones de Variables Aleatorias
000000000080

Funciones de Variables Aleatorias

Observacion (Funcion de Densidad de Probabilidad (f.d.p))

Si X es una variable aleatoria continua con Funcion de Densidad de
Probabilidad (f.d.p) fx(x), entonces:

B P(X=x)=0
B Pla<x<b)=Pla<x<b)=Pla<x<b)=Pla<x<bh)
m Pla<x<b)= [ fx(x)dx = Fx(b) - Fx(a)
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Funciones de Variables Aleatorias

Teorema (Funcién de Densidad y Masa)

Una funcion fx(x), es una funcion de masa o funcion de densidad de
una Variable Aleatoria X, si 'y solo si:

fx(x) >0 Vx.
Y fx(x) =1; Si X es discreta
/_0:0 fx(x)dx =1, Si X es continua
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Transformacion de una Variable Aleatoria

Teorema (Transformacién de una Variable Aleatoria)

Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion acumulada
(f.d.a) Fx(x), yseaY = g(X) una funcion transformadora de X, enton-
ces la funcion de distribucion acumulada (f.d.a) de Y, es decir Fy(y)
es:

W Si g es una funcion creciente, entonces

Fy(y) = Fx(g™'(»)

Si g es una funcion decreciente, entonces

Fy(y) =1-Fx(g™'(y)) MENTO

:MATICA
ISTICA
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Transformacion de una Variable Aleatoria

Ejemplo: Transformacién de una Variable Aleatoria

Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucién acumulada
Fx(x) = X,0 < x < 1, y sea la transformacion Y = g(X) = —In(x).
H Determine Fy (y)

Determine fy (y)

Pruebe que fy(y) es una funcién de densidad
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Transformacion de una Variable Aleatoria

Teorema (Transformacion de una Variable Aleatoria)

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad o masa fx(x), y
seaY = g(X) una funcién monotona, entonces la funcion de densidad
o masa de Y, es decir fy(y) es:

) = ™ 0 |70
Y
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Transformacion de una Variable Aleatoria

Ejemplo: Transformacién de una Variable Aleatoria

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad
3,
fX(x)=§x; l<x<?2

Sx+2
y sea la transformacion ¥ = g(X) = al 3

Determine fy (y)

Pruebe que fy(y) es una funcién de densidad
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Definicion (Valor Esperado o Esperanza)
El Valor Esperado o Esperanza de una variable aleatoria g(X) denotado

porE(g(X)) es:
m E(g(X)) = f_ozo g(X) - fx(x)dx Si X es Continua
m E(g(X)) = 2yey 8(X) - fx(x) Si X es Discreta

Obs: Si E|g(X)| = oo, entonces E(g(X)) NO EXISTE.
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Valores Esperados

Teorema (Valor Esperado o Esperanza)

Sea X una variable aleatoria y sean a, b y ¢ constantes. Entonces para
cualquier funcion gi(x) y g>(x) se tiene:

E(agi(x) + bga(x) + ) = aE(g1(x)) + bE(g2(x)) + ¢

Sigi1(x) =0 Vx, entonces E(g1(x)) =0

Sig1(x) > ga(x) Vx, entonces E(g1(x)) = E(ga2(x))

Sia < gi(x) <b Vx, entoncesa <E(g(x)) <b
DEPARTAMENTO
DISCIPLINARIO

DE MATEMATICA
Y ESTADISTICA

Universidad de

Playa Ancha
Facultad de Ciencias
Naturales y Exactas

jal Muquillaza Universidad de Playa Ancha




Valores Esperados

Ejemplo: Valor Esperado CASO DISCRETO
Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de masa

1
fx(x) = N rT 1,2,3,....,N.

Determine E(3x — 5)2
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Valores Esperados

Ejemplo: Valor Esperado CASO CONTINUO

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad

pa?

fX(x):W; a<x<o0, a>0 gB>0.
X

Determine E(3x + 1)
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Momentos y Funcion Generadora de Momentos

Definicion (Momentos)

Para cada entero n, el n-ésimo momento de X, ,u;, se define:
py =E(X").
El n-ésimo momento central de X, u, se define:
M =E(X - )",

donde u = ,ul1 = E(X)
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Momentos y Funcion Generadora de Momentos

Definicién (Varianza)

La Varianza de una variable aleatoria X es el segundo momento central,
es decir:

Var(X) = E (X — E(X))? = B(X2) — (E(X))?
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Momentos y Funcion Generadora de Momentos

Teorema (Varianza)
Sea X unavariable aleatoria con varianza finita, y seanay b constantes,
entonces:

Var(X) >0

Var(aX) = a*Var(X)

Var(b) =0

Var(aX +b) = a*Var(X)
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Momentos y Funcion Generadora de Momentos

Definicion (Funcién Generadora de Momentos (fgm))

Sea X una variable aleatoria con f.d.a Fx(x), la Funcion Generadora
de Momentos (fgm) de X, la que se denota Mx(t), se define:

Mx(t) =E [etX]
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Momentos y Funcion Generadora de Momentos

Teorema (Funcién Generadora de Momentos (fgm))

Si la variable aleatoria X tiene f.g.m Mx(t), entonces
E(X") = My" (0)

donde

M 0) = S Mx(0)limg
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Momentos y Funcion Generadora de Momentos

Ejemplo:

Sea X una variable aleatoria, con funcion de densidad
f(x) =0e 9%, x>0, 6>0

Utilizando la f.g.m, encuentre la Var(X).
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