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Moéduloll:
CUERPO DE LOS CUOCIENTES

En este mddulo veremos propiedades fundamentales de ideales de
anillos, definiendo algunos de ellos con sus caracteristicas principales.
Cabe destacar la construccién del cuerpo de los cuocientes de un
dominio de integridad, siendo esta construccion una de las extensiones a

cuerpo mas usuales que se puede abstraer de un dominio.

Definicidon 1: Sea A un anilloy J un ideal de A. Diremos que Jes
un ideal principal de A si J es un ideal generado por un Unico

elemento ac A.

Notacion: “J es un ideal generado por el elemento a”, sera anotado por

J=(a)

Ejemplo 1:
Sea A=Z,, unanilloy N :<§> y J :<§> tal que N,J<A. N y J son

ideales principales de A pues son generados por uUnicos elementos

respectivamente.
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Definicion 2: Sea A un anilloy M un ideal propio de A (es decir
M = A). Diremos que M es un ideal maximalde Asi Mcl c A

entonces M =1 60 | =A,donde | < A.

Ejemplo 2:
37 es un ideal maximal de Z, donde BZ:{r/r:3-t, teZ}.

Demostraciéon

i) Sea | un ideal de Z tal que 3Zc | cZ, por demostrar que
Z=101=7Z

Como 1=nZ y 3ZcnZ, debemos probar que |=7. Ahora bien,
sabemos que 3e3Z, luego 3enZ por hipdtesis. Si 3enZ, entonces
3=n-t para algin teZ. De lo anterior, diremos que n divide a 3, de
esta forma por la Teoria de NUmeros, se tiene que n=+1 6 n=+3.
Luego si n=+1, entonces | =nZ =7 o si n=43, entonces | =3Z

Por lo tanto 3Z es ideal maximal de Z.

Notacion: Si “a divide a b” lo anotaremos como a|b

Definicion z: Sea A un anilloy P un ideal propio de A. Diremos que

P esunideal primode Asia-beP entoncesacP 6 beP.

Ejemplo 3:

3Z es un ideal primo de Z.

En Efecto:

Si a-be3Z, por demostrar que a€3Z 0 be3Z
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Si a-be3Z, entonces a-b=3-t ;teZ. Luego 3|a-b, lo que
implicard que 3|a 6 3|b

Si 3|a entonces a=3s; para algun s € Z, luego evidentemente ae 3Z .
Anélogamente, si 3|b entonces b =3r; para algin r € Z, de esta manera
b e 3Z. Por lo tanto 3Z es un ideal primo de Z.

Observacion: Todo ideal maximal en un anillo conmutativo con
identidad es un ideal primo.

Ejemplo 4:

Encontrar todos los ideales primos e ideales maximales de Z,, .

ideales maximales de Z,, a través de la red de ideales.

Z12

N

@ @
@ )
0
Luego los ideales maximales de Z,, son <§> y <§> Ahora, los ideales
primos de Z, son <§> y <§> ya que si a-be(2) entonces
ac(2) o be(2). De igual manera si a-be(3) entonces
ae<§> 0 be<§>.
Por lo tanto los ideales maximales de Z,, son ideales primos del mismo.
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Integridad.

Demostracion:

1) =] Hipotesis: P es un ideal primo de A
Tesis: % es un Dominio de Integridad.

Bastaria demostrar que % es un anillo con

identidad y sin divisores de cero.

1) Por ver que % es un anillo con identidad

Debe existir un (x+ P)e%, para todo

(a+P)e % tal que
(a+P)-(x+P)=(x+P)-(a+P)=(a+P)
Consideremos (a+P)-(x+P)=(a+P)

Entonces a-x+P=a+P

Luego, x=1

Por lo tanto la identidad de % es (1+ P)

Proposicion: Sea A un anillo conmutativo con identidad, entonces:

1) P esun ideal primo de A siy solo si % es un Dominio de

2) M es un ideal maximal de A siy solo si %/I es cuerpo.

David Hilbert (1862-1943)

: Se trata del

matemaético
méas famoso
del siglo XX.
Amigo intimo
de Dedekind,
con quien
publicé en
1882 un célebre trabajo sobre
curvas algebraicas, ofreciendo
una fundamentacion al modo de
la teoria de ideales en cuerpos
de nUmeros, que abria el
camino hacia la geometria
algebraica del mismo siglo . La
influencia de Weber, y a través
de él la tradicion de Gauss,
Riemann y Dedekind, seria
decisiva para Hilbert.
Realiza profundos resultados
en algebra, teoria de
nameros, geometria y teoria
de funciones y las venturas y
desventuras de sus intentos
de resolver la cuestion de los
fundamentos de la
matematica. En el afio de su
muerte, se le celebraba
como aquel “a quien el
mundo considerd durante las
Ultimas décadas como el
mas grande matematico
Vivo”.

i) Ahora verificaremos que % es sin divisores de cero
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Sea (a+P), (b+P)eAl y (0+P) neutro de A5 tal que

(
(a+P)-(b+P)=0+P, debemos demostrar que (a+P)=0+P 6
(b+P)=0+P
Si (a+P)-(b+P)=0+P
=a-b+P=0+P
:>(a-b—0)eP
=a-beP
Luego por hipotesis (P es ideal primo) acP 6 beP,
Como a€ P entoncesa+P =P
O bien, be P entoncesb+P =P

En consecuencia % es sin divisores de cero.

Por lo tanto de i) y ii) % es un Dominio de Integridad cuando P es un

ideal primo de A

<] Hipotesis: % es un Dominio de Integridad.

Tesis: P es un ideal primo de A, es decir, si a-be P debemos demostrar

que aeP o0 beP.

Si a-beP=a-b+P=P=(a+P)-(b+P)=P.
Luego, a+ P =P por ser % sin divisores de cero, por lo tanto a e P

Ahora, por otro lado se tiene que b+ P =P, porlotantobeP.

En consecuencia P es un ideal primo de A cuando % es un Dominio

de Integridad.
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Por lo tanto P es un ideal primo de A siy sélo si % es un Dominio

de Integridad.

2) =] Hipotesis: M es un ideal maximal de A.

Tesis: %/I es cuerpo. Debemos demostrar que todos los elementos de
%/I salvo el o%ﬂ sean invertibles.
Sea (a+M)e%/I con (@+M)=0,,, =M, es decir ag M, debemos

encontrar (b+M)e%/| tal que (a+M)-(b+M)=1+M.

Consideremos I =<M,a>={m+c-a/meM, ac(A-M), CEA},

debemos verificar que | < A.
En efecto,

i) Claramente | — A, ademas | =< pues 0, €|
i) Dados (m+c-a), (m,+c,-a)el, por demostrar que
(m +¢-a)—(m,+c,-a)el

Se tiene que (M, +c,-a)el talquem eM, ae(A-M), ¢c,e A
Ademas, (m,+c,-a)el talquem,eM, ae(A-M), c,e A

Ahora bien,
(m +c,-a)—(m,+c,-a)=(m —m,)+(c,—¢c,)-a,cony ¢,—c,=ce A
Por lo tanto (m, +c,-a)—(m,+c,-a)=(m+c-a)el.

a) b-(m+c-a)el

iif) Dados be A, (m+c-a) el por demostrar {b) (m+c-a)-bel

Ahora bien,
a) b-(m+c-a)=b-m+b-c-a,conb-m=m'eM y b-c=c'e A
Porlotanto b-(m+c-a)=(m+c"a) el
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Por otro lado se tiene
b) (m+c-a)-b=m-b+c-a-b
=m-b+c-b-a, porser A un anillo conmutativo
Consideremos m-b=m'el y c-b=c'el
Por lo tanto (m+c-a)-b=(m+c"a) el
En consecuencia de i), 1) y iii) 1 <A

Ademéas, como M ideal maximal A se tiene de M c(M,a)c A,

m=m+0-a
Por lo tanto podemos asegurar que (M, a)=A

Como A es un anillo con identidad, si 1€ A entones 1e(M,a)
Luego1=m+c-a, conmeM, ce A
Entonces 1+ M =(m+c-a)+M

Entonces 1+ M =c-a+ M

En consecuencia 1+ M =(c+M)-(a+M)

Luego, el inverso (a+M) es (c+M), por lo que podemos afirmar que

todos los elementos de %/I salvo el 0 son invertibles.

Por lo tanto %/I es cuerpo.

<] Hipotesis: %/I es cuerpo.

Tesis: M es un ideal maximal de A, es decir, debemos demostrar que
siMclcAentonces M=106 |=A.
Si M =1, supongamos que M c I, luego debemos demostrar que | = A

Como M c | entonces existe ae | talqueag M

A
a+M =M, como A/I es cuerpo entonces existe (b+ M) %\/I tal que
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(a+M)-(b+M)=1+M
—ab+M=1+M
=a-b-1leM
Luego, a-b-1=m, ¥ meM.
pero a-bel,yaque acl ymel pues M.
Por lotanto a-b—me | entonces 1< |

Luego | =A

En consecuencia M es maximal de A cuando %/I es cuerpo.

Por lo tanto M es un ideal maximal de A siy solo si %/I es cuerpo.

Teorema

Sea A un Dominio de Integridad, podemos construir un cuerpo K y un
homomorfismo i:A—— K , tal que si F es otro cuerpo y

f: A —— F un homomorfismo, entonces existe una unica funcién

f:F —> Ktalque foi=f

:l:

A
il )
" 31T

La solucion de este problema universal se llama el Cuerpo de los

Cuocientes de A.
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Demostracion

Primero se construird K a partir de un dominio A, dotandole a K una
estructura de cuerpo, para luego definir la funcion i como un
homomorfismo de Aen K.

1) Construiremos K a partir de un dominio A.

En Ax(A—{O}) se  define la  siguiente  relacion

(a,h)~(a,b,)<a-b,=b-a,;donde a,a,,b,b, eA.
Diremos que la relacion ~ es una relacién de equivalencia, pues

cumple las propiedades de ser refleja, simétrica y transitiva, en efecto:

i) ~ es una relacion refleja

Para todo (a,b)e A, se debe cumplir que (a,b)~(a,b).
En efecto, (a,b)~(a,b) <a-b=b-a, con abeAdominio de
integridad, lo cual en particular verifica que (A, ) es conmutativo.

Por lo tanto la relacion ~ es refleja.

i) ~ es una relacién simétrica
Para todo (a,b),(c,d) que pertenece a Ax(A—{O}). Si (a,b)~(c,d),
entonces (c,d)~(a,b).
En efecto, (a,b)~(c,d)<a-d=b-c
<b-c=a-d, por lasimetria de la igualdad

<c-b=d-a, por conmutatividad en (A, )
<(c,d)~(a,b)

Por lo tanto la relacion ~ es simétrica.
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iii) ~ es una relacién transitiva

Para todo (a,b),(c,d),(e, f) que pertenece a Ax(A—{0}). Si
(a,b)~(c,d)y (c,d)~(e f),entonces (a,b)~ (e, f).

Es evidente que (a,b)~(c,d)<a-d=b-c.

Ademés, (c,d)~(e, f)<c-f=d-e

Luego operando ambas igualdades, se tiene a-d-c-f=Db-c-d-e,
cancelando d-c en Adominio de integridad, tenemos a-f =Db-e ,
obteniendo como consecuencia que (a,b)~ (e, f). Por lo tanto ~ es una

relacion transitiva.
Luego, de (i), (ii) y (iii) se puede verificar claramente que ~ es una
relacion de equivalencia.

Considerando ~ wuna relacion de equivalencia, esta particionard al

conjunto Ax(A—{O}) en clases de equivalencia respecto a la relacién,

definiendo a K de la siguiente manera:

K::AX(A—{O})/

Donde los elementos de este conjunto son todas las clases de

equivalencia (a, b)=(%), donde a €A y be(A-{0}).

2) Dotaremos a K de estructura de cuerpo, definiendo las operaciones
suma como siguen:
(Suma)+: K xK —» K

((ab),(c.d)) > (a,b)+(c,d)=(a-d +b-c,b-d)
La operacion (+) esta bien definida en K, pues si consideramos
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((a, b),(c, d))z((m, n),(u, v)),con ((a, b),(c, d))((m n),(u,v))e KxK,

tendremos que (a-d +b-c,b-d):(m-v+n-u,n-v), con

(a-d +b-c,b-d),(m-v+n-u,n-v)eK.

i ((35)(59) =7 57 on (@5 ) () )<k

entonces tenemos que:

(ﬂ) = (ﬂ) y a su vez (ﬁ) = (u_v) lo que implica que

(a,b)~(m,n) y (c,d)~(u,v), loque significa por la relacién que
(i)a-n=b-m vy (ii))c-v=d-u

Luego, multiplicando la expresion en (i) por d-v y en (ii) por b-n
tenemos que

a-n-d-v=b-m-d-v y c-v-b-n=d-u-b-n

Ahora sumando ambas expresiones obtenemos
a-n-d-v+c-v-b-n=b-m-d-v+d-u-b-n ; por ser A un dominio de
integridad se cumple

a-d-n-v+b-c-n-v=b-d-m-v+b-d-n-u ; por distributividad en A

(a-d+b-c)-n-v=b-d-(m-v+n-u); por definicién de ~

(a-d+b-c,b-d)~(m-v+n-u,n-v), lo que implica

(a-d +b-c,b-d):(m-v+n-u,n-v)

Es evidente demostrar que (K,+)es un Grupo Abeliano, pues cumple

con las propiedades de conmutatividad, asociatividad, elemento neutro y

elemento inverso.

i) (K,+) es conmutativo:
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Para todo (ﬁ)(ﬁ)e K, se tiene que (a, b)+(c,d):(c,d)+(a, b),

con a,b,c,d € A dominio de integridad.

En efecto, resulta evidente que si (a, b)+(c, d):(a-d +b-c, b-d) ; por

conmutatividad de (A,-)en A

(d -a+c-b,d -b); por conmutatividad de (A,+)en A

(c-b+d -a,d -b); por definicion de + en K

(54)+(a)

Por lo tanto (K,+) es un conmutativo.

i) (K,+) es asociativo:

Para todo (a, b) : (c, d) ,(e, f)e K, se tiene que

(ﬁ)+[(ﬁ)+(ﬁ)}=[<ﬁ)+(ﬁ)}+(ﬁ) con a,b,c,deA

dominio de integridad. En efecto, por definicion de + en K vy

propiedades en A , se tiene:

(ﬁ)+[(c;,_d)+(e,_f)}=(a,b)+(c. f+ded f)

=(a-d-f+b-(c-f+d-e),b-d-f)

adf+bcf+bdebdf)

(a-d+b-c)-f+b-d-eb-d- f)

(
(
(a- d+bcbd) (e, )
[(@B)+(c.d)]+(eT)

Por lo tanto (K,+) es asociativo.
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iii) (K,+) tiene elemento neutro:

Existe ~ un  Gnico  elemento (ﬂ) eK, tal  que

(a, b)+(x, y):(a, b):(x, y)+(a, b) para todo (ﬁ)e K.

Supongamos que (a, b)+(x, y) :(a, b), luego por la igualdad de clases

y por la definicion de la relacion ~ se tiene:

(a-y+b-x,b-y):(a,b), lo que implica (a-y+b-xb-y)~(a,b),

luego (a-y+b-Xx)-b=b-y-a,esdecir a-b-y+b*-x=a-b-y.
Esto se cumplira siempre que ye A—{0} y x=0.

De manera similar se verifica por la izquierda. Por lo tanto (K,+) tiene
elemento neutro, y es (W)

iv) (K,+) tiene elemento inverso

Para todo (ﬂ)e K, existe un Gnico (ﬂ)e K, tal que
(a, b)+(u,v):(0, y):(u,v)+(a, b).

Supongamos que (a, b)+(u,v)=(0, y), luego por la igualdad de clases

y por la definicién de la relacion ~ se tiene:

(a-v+b-u,b-v)=(0,y), lo que implica (a-v+b-u,b-v)~(0,y),
luego (a-v+b-u)y=b-v-0, es decir (a-v+b-u)y=0; como
ye A—{0} yA dominio de integridad, se tiene a-v+b-u=0. Esta
igualdad se verifica siempre que (v=b A u=-a)v(v=-b A u=a).

Notar que la expresion también se verifica por la izquierda.
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En consecuencia el inverso aditivo de (ﬁ) e K serd (—a, b) cK.

Cabe agregar que (—a, b) = (a, - b) = —(ﬁ) .
De (i), (ii), (iii) y (iv) diremos que (K,+) es un Grupo Abeliano.
Ahora es evidente demostrar que (K) es un Grupo Abeliano, es decir,

que cumple las propiedades de conmutatividad, asociatividad, elemento
neutro y elemento inverso con respecto a la operacion producto que se
define.

(Producto) -:KxK —» K

((a.b).(c.d)) - (a, b)-(C,d)=(a‘C’b‘d):(%j

Es claro que esta operacion esta bien definida en el conjunto K, como se

muestra a continuacion:

Si para todo ((a,b),(c,d)),((m,n),(u,v))erK se verifica

((a, b),(c,d)):((m,n),(u,v)) entonces (a, b):(m, n) y (c,d):(u,v),

lo que implica (a,b)~(m,n) y (c,d)~(u,v), deaqui (i) a-n=bh-m y

(i) c-v=d-u.
Multiplicando (i) y (ii) se tiene a-n-c-v=b-m-d-u , luego por
asociatividad y conmutatividad en el dominio de integridad A tenemos:

(a-c)-(n-v)=(b-d)-(m-u). De acuerdo a la relacién ~, tenemos

(a-c)-(b-d)~(n-v)-(m-u), lo que implica que

(a-c,b-d)z(n-v,m-u). En consecuencia,(a-c)-(b-d):(n-v)-(m-u),

De lo anterior, diremos que la operacion producto esta bien definida en
K.
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Ahora dejaremos como ejercicio al lector demostrar que se verifica la

conmutatividad y asociatividad respecto de - en K.

Asi también afirmamos que el neutro es la clase (ﬂ)e K para todo
xe Ay el inverso multiplicativo de la clase (x,y)e K —{0} es la clase

(y_x) e K . También es facil probar la distributividad de - con respecto a

la + en K,y con ello dotamos a (K,+K,-K) de estructura de cuerpo.

3) Definiremos la funcién i como un homomorfismo de A en K tal que
paratodo ac A, i(a):(gl):%

La funcion i, conocida como funcion inmersion, esta bien definida, es
decir para todo n,me A si n=m se cumple que i(n) =i(m).
Supongamos que n=m; luego operando -1, por la izquierda, ademas

por igualdad de clases, y por la definicion de la relacion ~ se tiene:

n-1=m-1, luego, (n,1)~(m,1), lo que implica (n_-l):(m-l), ahora por
definicion la funcién i, se tiene que i(n)=i(m).

Por lo tanto la funcion inmersion i esta bien definida, de A sobre K
Ahora bien, es claro ver que la funcion i es un homomorfismo, pues

verifica las siguientes condiciones:
(i(a+,b)=i(@)+,i(b) ,con a,beA.

En efecto, i(a+,b)=(a+,b1)=(a+,b1,1) =(a-1+,1-b,1-,1)

=(a_,1)+K (b_l) =i(a)+ i(b)

Por lo tanto i(a+, b)=i(a) +, i(b)
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(ii) i(a-, b)=i(a) - i(b) , con a,be A

En efecto, i(a-,b)= (a-A b,l) = (a-A b,l-Al) = (a_l) - (b,l)
:i(a)'K i(b)
Por lo tanto i(a-, b) =i(a) -, i(b).

Luego la funcion inmersion i es un homomorfismo de A sobre K.

Ahora bien, dado el homomorfismo f:A— F tal que paratodo ac A,
f(a)e F, debemos encontrar una funcién f de Ken F que sea un
homomorfismo, de tal manera que fei=f.

Ahora, si definimos la funcién f con dominio en K y valores en F tal

que para todo (ﬂ)eK, ?(ﬁ):@ con f (b)=0,, es claro

f (b)
probar que f es un homomorfismo. Para ello demostraremos que:
i) f esta bien definida.
En efecto, si (ﬁ)z(ﬂ) entonces (p,q)~(u,v), esto implica que por
la relacion ~ , p-v=q-u, aplicando f, que es un homomorfismo,

tenemos f(p-v)="f(q-u)=f(p)-f(v)="f(q)-f(u), ahora como F

f f —
es un cuerpo, f(p): (u) y por definicion de f se tiene que

(@) f(v)

T(ﬁ) _ ?(u_v) Por lo tanto f esté& bien definida de Ken F.

ii) f es un homomorfismo
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En efecto, con «, € K y por ser f es un homomorfismo se tiene:

a) f(a+ ﬂ)=?(@+H)=?((a-1+1-b,1-1)):?((a+b,1)=

f(a+b) f(a)  f(b) - )
ot fo @by b= e+ T(h). Tambien

b) ?(a.ﬁ):?(@-ﬁ)=?((a-b,l-l))=?((a'b,1)= ffca(i)b)
_f(a) f()_ . _F )T
0 T f(ad)-f(0,)=f(x)- f(B)

Por lo tanto, de (a) y (b) tenemos que la funcion f de K en F es un
homomorfismo.
iii) Se verifica unicidad de f y f oi= f, quedando éstas de ejercicio

para el lector.

Teorema: Sea A un anillo conmutativo con identidad entonces existe

M ideal maximal de A.

Demostracion:

Sea F={I,/l,<AieN}=A con F no vacio, puesto que 0eF. Al

ordenar F por inclusion de conjuntos, se tiene que I, |, <...c|., con

e N. Es claro que existe un M = U I. que es una cota superior de toda
i=1

la cadena de ideales de A anillo, de acuerdo al Lema de Zorn. Luego

1¢ 1. con ieN, por proposicion de capitulo 1 (pagina X).

Por lo tanto M :UIi es un ideal maximal de A anillo.
i=1
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Definicion 4. Diremos que A es un anillo local si y s6lo si posee un

Unico ideal maximal.

Proposicion: Sea A anillo conmutativo con identidad, se tiene que A

es local y M su ideal maximal siy solosi U(A)=A-M.

Demostracion:

=] i) Sea xeU(A), entonces x es una unidad (invertible), con lo cual
X¢gM , luego xe A—M . Esto pruebaque U(A)c A-M.
1) Supongamos que x U (A), entonces x no es invertible, lo que

implica que xel, con | ideal propio de A. Luego, como | <M por
ser M un ideal maximal, entonces x € M, lo que implica que xg A—M .
Porlo tanto U(A)c A—M.

<] 1) Por verificar que M es maximal, es decir debe existir un 1 < A
tal que M <l < A, lo que implicaraque M =10 1=A.

Supongamos M <1, con M =1 , por demostrar que | = A.

SiM < | entonces existe un ye | tal que y ¢ M, lo cual es evidente que
ye A—M, lo cual por hipotesis yeU(A). Luego como yeU(A) e
y e |, resulta evidente que | = A.

ii) Por verificar que M ideal maximal es unico en el anillo A.

Sea N ideal maximal de A, entonces U(A)=A—-N, lo que implica que
NcA-U(A), con Nc M, pero como N es ideal maximal, es claro
que N =M.
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Luego de (i) y (ii), tenemos que M es un ideal maximal y es unico.
Por lo tanto, de lo anterior, podemos decir que A es local y M su ideal

maximal si y s6losi U(A)=A—-M..

Ejemplo 7:

Consideremos el anillo (Z,,+,044:"moq4 ) CONMUtaLIvVO (Z 4+,

con identidad. Verificar que (7Z,,+044:mogs ) €5 UN

anillo local. Sea M =<§>, de tal manera que M :<§>

U(Z,)=2,-M = {i, :_%} . Podemos establecer una red

de ideales, donde es evidente que M = <§> es ideal {0}

maximal y es unico.
|OPERACIONES CON IDEALES

Definicion s: Sea A unanilloy |, J <A, se define:

a) l+J :{a+b/ae l, beJ}<1A, es el menor ideal que contiene a

ambos ideales 1y J.

b) I-J:{Zai-bi/aiel, b ed, neN}<1A.

i=1

c) I:J={acAla-JcI}<A.

Ejemplo 8:

Sea A=%, |1=6%, J=16Z.Calcular 1 +J, 1-J,y 1:J
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Considerando que | =6Z={acZl/a=6-t;teZ} y
J=16Z={beZ/b=16-t;t € Z}, ambos ideales de Z, tenemos que:
a) | +J={xeZ/x=a+bael, bel}
={xeZl/x=a+b;a=6-r Ab=16-s;r,5€ Z}
={xeZlx=a+bja+b=6-r+16-s;r,sZ}
={xeZlx=a+b;a+b=2-(3-r+8:s);r,se%]
={xeZlx=a+bja+b=2-k;k=3-r+8-s;k,r,seZ}=27Z
Por lo tanto | +J =27 (multiplos de 2)

i=1
xeZlx=a-b;ael;bel}

b)I-J:{Zn: blacl, bieJ,ieN}
{
{

={xeZ/x=6-1-16-k;t,k e Z}
={XxeZ/x=96-r;t-k=reZ}=96Z
Por lo tanto | -J =967 (multiplos de 96)

c) 1:J={reZlr-Jcl}
={reZ/r-lGZQGZ}
={..-9,-6,-3,0,3,6,9,...}

Por lo tanto 1:J =3Z (mdltiplos de 3).

Proposicion: Sean |,J ideales de A anillo entonces 1-J < 1(1J

20
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Demostracion:

Sean 1, Jideales de A, por demostrar 1-J < 1()J, es decir debemos

demostrar que si xel-J, entonces xel(]J. Es evidente que si

xel-J, entonces X:Zn:ai-bi, con a,el, bel y ieN. Luego
i=1
podemos afirmar que:
i) ael ybeAporser J<A, lo que implica que a -b €I, por lo
tanto X:Zn:ai ‘b el
i=1
i) Por otra parte, a,€e A 'y b eJ por ser 1 <A, lo que implica que

a,-b eJ,porlotanto x=>a b eJ

i=1

Luego de (i) e (ii), tenemos que x = Zai ‘belNJ

=)

Ejemplo 9:

Del ejemplo anterior, sea A=Z, |=6Z={acZla=6-tteZ} y

J=16Z={beZ/b=16-t;teZ} tales que 1,J<A. Probar que

- JcINJ.

Como se sabe que 1-J ={XEZ/X=96-I‘; reZ}:%Z, basta con

definir el conjunto 1 ()J y verificar lainclusion 1-J <1 J.

1NJ I{XEZ/X€| /\XEJ} :{XEZ/X:6-tAX:16-t;teZ}
={XeZ/x=48-t;48=mcm.{6,16},t e Z| =487

Ahora pasaremos a verificar la inclusion 1-J < 1(1J, es decir debemos

verificar que 96Z < 48Z. Luego si xel-J, entonces x=96-r con
reZ.
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Ahora si xel(]J, entonces x=48-t; igualando xeZ se tiene que
48-1=96-r, lo que implica que basta considerar t=2-r,con t,reZ.

Por lo tanto podemos decir que 967Z — 487Z.

Proposicion: Sean |, J ideales de A anillo si I +J=A entonces

1-J=1MNJ

Demostracion:

Sean I, J ideales de A anillo, si I+J=A por demostrar que
I-J=1(J, es decir se debe demostrar que (i) 1-J<I1NJ vy (ii)
INJc<1-J. Sin embargo, 1-Jc1(1J estd demostrado segun la
proposicion anterior, lo que implica que la demostracion se reduce a
INJc<1-J,esdecirsi xel(1J, por demostrar que xel -J.

Si xelJ, implica que xel y xeJ, ahora bien xeA, pues
I, J<A.Si xeA,entonces x=a,+b con a, el,beJyieN.Como
J <A, b eA tenemos que a -b elcon a el;yademas como | <A,

a, € Atenemos que & -b elcon b eJ. Luego & -b el +J, es decir

> a-bel+J, lo que implica por I+J=A que > a-beA.
i=1

i=1
Entonces para todo xe A, X:Zai-bi tal que a, el,belJy ieN, lo
i=1
que implicaque xel -J.
Por lo tanto de (i) e (ii),si 1 +J = A, entonces | -J =1(1J

22

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (vrofesor quia), Eduardo Gonzdlez, Pablo Ossa & Oliver Tapia (tesistas 2008




Universidad de
£IPlaya Ancha
Lable]saM s-modulo 9: Cuerpo de los Cuocientes. .. Ideales Py M

Observacion: Sea A un anillo conmutativo con identidad, 1, 1,,..., |

n

ideales de A tal que si L+1.,=A con 1i=#j entonces

|1' Iz',,,'ln: |1ﬂ Izﬂﬂ In.

Esta observacion se obtiene como generalizacion del teorema anterior.
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Ejercicios
1.- Encuentre todos los ideales primos y maximales de Z,,

2.- Pruebe que todo ideal de Z es principal.

3.- Si % es abelianosiysolosir-s—s-rel , Vr,se A

4.- Sea A un dominio de integridad finito. Si a=0e€ A, pruebe que
o={p(x)e Alxe A p(x)=a-x;aec A} (Use ese hecho para probar que

todo Dominio de Integridad es cuerpo).

5.- Sea P un ideal propio de un anillo conmutativo A. Pruebe que P es

un ideal primo de A siy solo si (A— P)es cerrado para el producto.
6.-Sea A=Z,, | =(2) y J=(3). Calcular 1+J,1-3 y 1:J.

7.- Sea A anillo conmutativo con identidad tal que x"=x Vvn>1.

Pruebe cada ideal primo de A es maximal.

8.- Un elemento a< A, con A anillo con identidad es nilpotente si

a" =0, para algin neN. Pruebe que Nil (%):{6}
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Desarrollo:

1.- Encuentre todos los ideales primos y maximales de Z,,

Por la red de subanillos del ejemplo 5, tenemos que los ideales de Z,,
son <§> <§> <Z> <5> Ahora para probar que si son ideales primos o

maximales de Z,, utilizaremos el teorema siguiente antes descrito:

Sea A un anillo conmutativo con identidad, entonces:

1) P es un ideal primo de A siy solo si % es un dominio de
integridad.

2) M es un ideal maximal de A siy solo si %/I €s cuerpo.

i) Luego (;<§> es ideal maximal de Z,,? , es decir de acuerdo al teorema

c%> es un cuerpo?
%>={a+<§>/aezlz}:{6+<§>, i+<§>}, ahora como %> es

un anillo cuociente y como Z,, es un anillo conmutativo con identidad,

entonces Loy es un anillo cuociente conmutativo con identidad y es
2
1z, +<§>. Ahora so6lo basta demostrar que %> es sin divisores de

cero, es decirsi a-b=0 entonces a=0 6 b=0con a,be%>.
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Es evidente que %> es sin divisores de cero, pues como tiene dos

elementos, basta considerar a=1, +<§>, de tal manera que si a-b=0,

A 5 3 Z Z
entonces b =0z, +<2>, con Oz, +<2>e 12 <§> Por lo tanto, %@> es

cuerpo, lo que implica que <§> es ideal maximal de Z, .

i) ¢<§> es ideal maximal de 7Z,,? , es decir de acuerdo al teorema

c%> es un cuerpo?
%> =la+(3)/acz,|={0+(3), 1+(3), 2+(3)]. Andlogamente

al caso anterior, %> es un anillo conmutativo con identidad. Solo

basta demostrar que es sin divisores de cero, es decir si a-b =0 entonces

a=0 06 b=0con a,bele <§> Es evidente que %> es sin divisores

de cero, puessi a-b=0 con a,be Ly, <§> basta considerar a =0z, + <3>

para todo b eZlZ <§> Por lo tanto, %> es cuerpo, lo que implica que

<§> es ideal maximal de Z,,.
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iii)g,<4_1> es ideal maximal de Z,? , es decir de acuerdo al teorema

4

¢%<Z>es un cuerpo?

Loy _(0+(4), 1+(3), 2+(3), 3+(2 .EsclaroqueZlZ/_ es un
/<4>{ (4). 1+(4). 2+(4). 3+(2)f (3)
anillo conmutativo con identidad. Pero en %> se tiene que
(§+<Z>)-(§+<Z>):5+<Z>=§+<Z>iContradiccién! ya que es con
identidad i+<Z>¢§+<Z>. Por lo tanto, %> no es cuerpo, lo que

implica que <Z> no es ideal maximal de Z,,.

Ademas %> no es un dominio de integridad ya que si a-b=0

entonces a=0 0 b=0 con a,be %> , pero

(§+<Z>)-(§+<Z>) :6+<Z>, donde §+<Z> ¢6+<4_1>. Por lo tanto,
%> no es dominio de integridad, lo que implica que <Z> no es ideal

primo de Z,.
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Iv) ¢<6> es ideal maximal de Z,? , es decir de acuerdo al teorema

¢%> es un cuerpo?
%>:{6+<é>, 1+(6), 2+(6), 3+(6),4+(6),5+(6)}. Es claro
que %> es un anillo conmutativo con identidad. Por verificar que

que es sin divisores de cero, es decirsi a-b=0 entonces a=0 6 b=0,

con a,be %> Pero (§+<6>)-(§+<6>) :5+<5> = 5+<6>, donde

3+ <6> £0+ <5> Por o tanto, %> no es dominio de integridad, lo

que implica que <6> no es ideal primo de Z,,. Es claro que <E_3> tampoco

es ideal maximal de Z,.

2.- Pruebe que todo ideal de Z es principal.

Si | es ideal de Z, por demostrar que | =(a)={c-a/ceA}. Como

| =Z por condicion de ideal de 7Z, entonces en | hay enteros. Sea
ael tal que a es el menor entero positivo, tal que si xel y ael con

X,a €7, entonces por el algoritmo de la division existe un q,r € Z, tal
que x=a-g+r con 0<r<a.
Luegosi xel y ael, esclaro que a-qgel por condicion de ideal, por

lo tanto r=0, pues x=a-q+rel. Entonces x=a-q, con ael y

geZ. Porlo tanto | es un ideal principal generado por a. (I :<a>).
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3.- Probar que % es abeliano si y solo si r-s—s-rel, para todo

r,seA

Demostracion:

:>]Si '% es abeliano, por demostrar que r-s—s-rel.

Si x+|,y+le% implica que (x+1)-(y+1)=x-y+I, con
x-y+le'%. Por otra parte (y+1)-(x+1)=y-x+1, con

y-X+1e '% Considerando que % es abeliano, tenemos que
y-X+1l=x-y+1,loqueimplicaque y-x—x-yel, paratodo x,y e A.

Por lo tanto, si % es abeliano, entonces r-s—s-rel.

<:]Si r-s—s-rel, pordemostrar que '% es abeliano.

Si r-s—s-rel, implica que r-s+1=s-r+1. Por definicion del
producto en el anillo cuociente, tenemos que por una parte

r-s+1=(r+1)-(s+1); de la misma manera s-r+1=(s+1)-(r+1).
Luego, r-s+l=(r+1)-(s+1)=(s+1)-(r+1)=s-r+1 lo que
implica que (r+1)-(s+1)=(s+1)-(r+1), con lo cual se prueba que

% es abeliano paratodo r,se A.

4.- Sea A un dominio de integridad finito. Si a=0e A, pruebe que
(p:{go(x)eA/xeA; (p(x)za-x,aeA} es inyectiva. Considerando lo

anterior pruebe que todo dominio de integridad finito es un cuerpo.
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Demostracion:

Si ¢(x)=¢(y), por demostrar que x=y .
Si ¢(x)=¢(y), entonces se tiene por definicion de ¢ tenemos que

a-x=a-y, considerando que A un dominio de integridad,
X=Yy
Por lo tanto la funcion ¢ es inyectiva, de A en A.

Considerando que A es finito, tenemos que para todo go(x)e A, existe
un xe A, tal que (p(x):a-x, con ae A, lo que implica naturalmente

que la funcion ¢ sea epiyectiva, de A sobre A. Por lo tanto la funcién
@ es biyectiva.

De lo anterior, podemos decir A=a-A, con a=0. Para dotar a A de
una estructura de cuerpo, sélo basta demostrar la existencia de elementos
invertibles, pues A es un dominio de integridad.

Si A es un dominio de integridad, se tiene que existe elemento unidad
le A, tal que paratodo ac A, setieneque 1=a-b, paraalgin be A.

Es claro que existe dicho be A, pues a=#0, con a< A, de tal manera
que siempre se cumplird 1=a-b cuando A sea finito.

Por lo tanto, todo dominio de integridad finito es un A es un cuerpo

finito.

5.- Sea P un ideal propio de un anillo conmutativo A. Pruebe que P es

un ideal primo de A siy sélo si (A—P)es cerrado para el producto.

Demostracion:

=] Si P es un ideal primo de A, por demostrar que (A— P)es cerrado

para el producto.
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Considerando como supuesto que (A—P) no es cerrado para el
producto, si x, ye(A—-P), entonces x-y¢(A—P); lo que implicara
que x-ygA y x-yeP. Si x-yeP entonces xeP y yeP, lo que

significa que P no es primo jcontradiccion con la hipotesis!. Por lo tanto

(A— P) es cerrado para el producto.

<] Si (A— P)es cerrado para el producto, por demostrar que P es un
ideal primo de A.

Supongamos P un ideal no primo, es decir que si x-yeP entonces
xeP y yeP. Perosi xgP entonces xe(A—P) y andlogamente, si
y ¢ P entonces y e(A— P), considerando que el producto es cerrado en
(A-P), tenemos que x-ye(A—-P) es decir x-yeA vy
X -y ¢ P jContradiccion con el supuesto!. Por lo tanto, P es un ideal

primo de A

6.-Sea A=Z,, | =(2) y J=(3). Calcular 1+J, 1-3 y 1:3

| +J=%,,, porlotanto | +J =7Z,,

I-J={xeZ,/x=a-bjacl, bel}={0,6}=6Z,

Por lo tanto | -J =6Z,,
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7.- Sea A anillo conmutativo con identidad tal que x"=x ,Vvn>1.

Pruebe que cada ideal primo de A es maximal.

Demostracion:

Sabemos que % es un dominio de integridad si y solo si P es primo; y
%/I es cuerpo si y solo si M es maximal. Entonces probar que cada

ideal primo de A es maximal es analogo a demostrar que todo %

dominio de integridad implica ser un cuerpo.

Para demostrar que % es un cuerpo consiste en verificar que para todo
elemento X no nulo (diferente de P) perteneciente a % es invertible.
Ademas si X € A entonces X e % , tal que X = x+ P. Pero por hipotesis
se sabe que X" =X para n>1, lo que implica que X" =(x+P)" =x"+P,
es decirque X"+ P=x+P=X, luego X" =X ¢ % Si X" =X, entonces
X"'=1conle % identidad ya que A es con identidad 1.

Luego, para todo elemento X no nulo perteneciente a % existe un

_2'

elemento K”fze% tal que X-X"?=x"2.Xx=x"*=1. Por lo tanto,

% es invertible, lo que implica que % es un cuerpo; es decir de

acuerdo al teorema ya mencionado, P es un ideal maximal de A.

8.- Un elemento ae A, con A anillo con identidad es nilpotente si

a" =0, paraalgin neN. Pruebe que Nil('%)z{ﬁ}, con I =Nil(A).
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Demostracion:

Si x+1e Nil('%), entonces existe neN tal que (x+1) =1, ya que
| =0+1.Luego (x+1)"=x"+1=1,entonces X" 1.

Como | =Nil(A), tenemos que x" e Nil(A), lo que implica que existe
un reN tal que (x")r =0. Luego (x“)r =x" =x° tal que n-r=s con

seN, entonces se tiene que x* =0. Por lo tanto x € Nil(A)
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Autoevaluacion

1.- Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Justifique:
a) Existen dominios de integridad finitos que no son cuerpos.

b) Los ideales propios de Z, son todos maximales.

c) Si A es dominio de integridad, entonces Ax A tambieén lo es.

d) Si R anillo conmutativo con identidad 1,, no tiene ideales propios

entonces R es cuerpo.

2.- Encuentre todos los ideales primos y maximales de Z .

3.- Sea f:A— B un homomorfismo de anillos, P ideal primo de B.

Pruebe que f‘l(P) es un ideal primo.

4.- Pruebe o refute las siguientes aseveraciones:
a) Q esideal de R.

b) Todo anillo cuociente de un anillo conmutativo es un anillo
conmutativo.
c) Sea A un anillo con identidad, probar que

Nil(A)={a e A/a es nilpotente} es un ideal de A.

5.-Sean |, J yKideales de A, pruebe:
a) I-(J+K)=1-J+1-K
b) 1:Jesunideal de A.
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