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Moédulo 12:
FACTORIZACION EN ANILLOS CONMUTATIVOS

En este modulo, se desarrollardn algunos teoremas y definiciones
asociados al concepto de divisibilidad de numeros, pero vistos desde la
mirada del anillo conmutativo al cual pertenecen dichos nameros, los
cuales son elementos de éste. Ademas se desarrollan las caracteristicas
mas relevantes de los dominios mas importantes y la relacidn entre éstos
como estructuras y el comportamiento de sus elementos. Es importante
la introduccion de los conceptos de elementos (0 numeros) primos,
irreducibles y mas aun las ideas de elementos maximales (mcd) y

minimales (mcm) de factorizacion, propios de la teoria de nimeros.

Definicién 1: Sea A un anillo conmutativo con identidad, dados

a,b e A diremos que a divide a b si existe ce Atalque b=a-c

Nota: a divide a b lo anotaremos como a|b.

Proposiciones: Sea a,b,b,b,,d,d,,d, € A anillo conmutativo
con identidad, se tiene:

1.- a|bentoncesalb-d , vd=0

2.- alb y a|b, entonces a|b, +b,

3.- alb y alb, entonces alb, -d, +b,-d,
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Demostracion:

1.- Si a|b entoncesexiste ce A tal que b=a-c ,aplicando -d por la
derecha se tiene, b-d=(a-c)-d, se tiene b-d=a-(c-d), por
asociatividad en A, luegotomando c-d =e< A, resulta b-d=a-e

Es decir a|b-d,porlotantosi a|b entonces alb-d , WVvd=0

2.- Si a|b, a|b, por demostrar a|b, +b,
Si a|b, entonces existe re Atalque b, =a-r

Si a|b, entonces existe t € A tal que b, =a-t
De ambas condiciones se tiene
b+b,=a-r+a-t
Luego b +b,=a- (r +t) , por distributividad, podemos decir que

a|b, +b,,porlotanto a|b +b, cuandoal|b, y a|b,

3.- Si a|b, a|b, por demostrara|b, -d, +b,-d,

Si al|b, entoncesexiste re Atalque b =a-r, aplicando -d, por la
derecha, con d, € A, nosresulta b -d,=a-r-d,

Ahora, si alb, entonces existet e A tal que b, =a-t , aplicando - d, por
la derecha, con d, € A, setiene b,-d,=a-t-d,

De ambas condiciones obtenemos:

b-d +b,-d,=a-r-d,+a-t-d,

b-d,+b,-d,=a-(r-d, +t-d,) por distributividad, con r-d, +t-d, € A
Luego alb-d,+b,-d,, por lo tanto al|b-d,+b,-d, cuando
alb, y alb, .
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Definicion 2: Sea A anillo conmutativo con identidad, diremos que a

es asociado con b si existeu<U(A) talque a=u-b, cona,beA.

Ejemplo 1:
En Z, determinaremos los asociados de (-2)

(—2)=(-1)-2, por asociatividad en Z

(-2)-1(-2

Luego los asociados de (—2)son 2y (-2)

Ejemplo 2:
En Q existen infinitos asociados.
Observacion: La relacion (~) “ser asociado con” es una relacion de
equivalencia, en efecto:
1) ~ esreflexiva: a~a VaecA
a=1-a

Por lo tanto aes asociado con a
i) ~ essimetrica:
Paratodo a,be A, si a~b entonces b~a.Si a~b entonces existe
ueU(A) tal que a=u-b, aplicando -u™ por la izquierda se tiene

tal que a=u-b,. Notar que si ueU (A)entonces u™ U (A) .
Luegosi u*-a=bentoncesb~a
Iii) ~ es transitiva:
Paratodo a,b,ce A,sia~b y b~c entonces a~c.

1) Si a~ b entonces existe u U (A) talque a=u-b
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2) Si b~ c entonces existe veU(A) talque b=v-c
Luego reemplazando (2) en (1) resulta:
a=u-(v-c), luego por asociatividad se tiene
a=(u-v)-c, considerando u-v =w, obtenemos
a=w-c ,conw unidad

Por lo tanto a~c¢

Proposicion: Sea A un Dominio de Integridad, entonces aes

asociado con b siysolosi b|a y al|b

Demostracion:

=] Hipbtesis: a es asociado con b.

Tesis: b|la y a|b.

Como a es asociado con b, entonces existe ueU(A) tal que a=u-b
Por lo tanto b|a.

Por otro lado como a=u-b entonces b=u"-a, al aplicar -u™ por la
izquierda, con uteA, se cumple que alb, por lo tanto
bla y a|bcuando a esasociado con b.

<] Hipdtesis: b|a y alb.

Tesis: a es asociado con b.

Por hipotesis se tiene:

1) Si b|a entoncesexistece Atalque a=c-b

i) Si a|b entoncesexisted € Atalque b=a-d

Luego al sustituir ii) en i) por propiedades del anillo A (Dl) se tiene que:

a=c-(a-d)=c-(d-a)=(c-d)-a

4
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En efecto de lo anterior c-d =1, siempre que a=0, es decir
ceU(A) luego a=c-b, o bien d eU(A)entonces b=a-d, por lo tanto

aes asociado con b cuando b|a y a|b.

Definicion 3 Sea A un Dominio de Integridad, considerando

p=0, peA, diremosque p esun elemento primo de A si:

pegU(A) y p|la-bentoncesp|a o p|b

Definicions: Sea A un Domino de Integridad, diremos que ce A es

irreducible si c=0 y ce¢U(A) ademas a|centonces a es asociado

con ¢ obhien acU(A).

Ejemplo 3:

Verificar que 5 Zes irreducible, tal que U (Z) ={-1,1}

Ahora segun las condiciones se tiene que 50 y 52U (A)

Ademas, como 1|5 entonces existe 5eZ tal que 5=1-5. Luego 1 no es
asociado con 6 pero 1U(A). Por otro lado, como 5|5 entonces existe
leZ tal que 5=5-1. Luego 5 es asociado con 5 0 5¢U(A).

Por lo tanto 6 € Z es un elemento irreducible.

Proposicion: Sea A un Dominio de Integridad. Si pe A es primo,

entonces p es irreducible.

Demostracion:

Si p esprimoenotnces p=0 y pegU(A).
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Ademas, si a| p ,conae A, entonces existe be A tal que p=a-b.
Como 1leA, se tiene que 1l-p=a-b. Luego p|a-b, es decir
plao p|b.Como pl|a yademéas a| p entonces aes asociado con p.
Si p|b entonces existe ce Atalque b=p-c pero p=a-b luego
p=a-p-c, esto implica que p=p-a-c por ser A un Dominio de
Integridad, luego a-c=1, por lo tanto acU (A) (o bienceU (A)).

En consecuencia p es irreducible cuando p es un primo,con Aun D.I..

Ejemplo 4:
Sea A un anillo conmutativo con identidad, A no tiene nilpotentes

distintos de cero si y solo si a* =0 entonces a=0

Demostracion:

— ] Hipdtesis: A no tiene nilpotentes distintos de cero.

Tesis: a* =0 entonces a=0

Por hipotesis se tiene que aeA, a=0 talquea"=0, entonces
a=0, VneZ.

Por lo tanto en particular se tiene que si a>=0 entonces a=0.

<] Hipotesis: a*> =0 entonces a =0

Tesis: A no tiene nilpotentes distintos de cero.

Supongamos que be A nilpotente entonces b"=0, VneZ con nel

menor entero con esta propiedad, en consecuencia b™™* =0, es decir,
n-1 2 n-1 n-1 n n-2 n-2 n-1 2
(b™) =b™* b =b"-b"*=0-b"?, luego (b™*) =0, por lo tanto

b"* =0 jContradiccion! , pues b"* 0.
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Ejemplo 5:
Sea(z[i], +,-) un  Dominio de Integridad tal  que

zZ[i]={a+bi/a, bez, i =-1}. Determinar U (z]i])

Demostracion:

Determinaremos que Z[i]es invertible, es decir, dado (a+bi)eZ[i] por
encontrar (c+di)eZ][i] tal que (a+bi)-(c+di)=1+0i

Se tiene:

(a+bi)-(c+di)=1+0i

a-c+(b-c+a-d)i—b-d=1+0i

Enefecto, i) a-c—-b-d=1y ii)b-c+a-d=0

Ahora bien, aplicando -a en i) por la izquierda se tiene
a’-c—a-b-d=a

Por otro lado, aplicando -b en ii) por la izquierda obtenemos
b’>.c+b-a-d=0

Claramente b®-c=-b-a-d y sustituyendo este valor resulta
a’-c+b’-c=a

c-(a’+b’)=a

En consecuencia c= ahora como a-d=-b-c, resulta

a’+b?’

_b .
a’+b®’

-b-c . :
d = luego sustituyendo ¢ se obtiene d =

Si a= 0 entonces a<a?
Si b0 entonces a < a® +b?
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Considerando b =0 se obtiene ¢ = % = 1, por lo tanto a=+1.
a® a

Por otro lado si b =0 entonces b < b?

Ademas, si a=0 resulta b<a®+b?

Tomando a=0 se tiene d :;—? :F’ resulta b=+1.

En consecuencia Z[i] es invertible, con las U ([i])={1 -1, i, —i}.

Ejemplo 6:
Considerando el complejo 2. Encontrar los asociados a 2 en Z[i].
Nota: aes asociadoa b si a=u-b esinvertible.
En efecto, existe u € Z[i] tal que 2=u-2
2=(-1)-(-2)
2=(1)-(2)
2=(i)-(-2i)
2=(-)-(2i)

Por lo tanto los asociados a 2 en Z[i]son {2, 2. 2i, —2i}.

Definicion s: Sea A un Dominio de Integridad, a, a,,..., a, €A

entonces m e A es el minimo comin multiplo de a,, a,,..., a, si:

1- a|m , Vi=lLn

2.- SiceA, a/|c entonces mjc
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Definicion ¢: Sea A un Dominio de Integridad, a, a,,..., a, €A Yy

d es el maximo comun divisor de a,, a,,..., a, Si

1- d]a , Vi=ln

2.- Si existe c € A tal que c|a, entonces c|d, Vi=1n

Notacion: d es el maximo comun divisor de a, a,,.., a, lo

n

anotaremos como d :mcd{al, Ay,yenny A }

Proposicion: Sea A un Dominio de Integridad, &, a,,..., a, €Ay

d es el maximo comun divisor de a,, a,,..., &, entonces:

n

S

L=mcd{a, a,.., af={u-d/ueU(A)}

Demostracion:
Por demostrar que L=S, es decir debemos verificar que i) LcS vy

i) S c L, en efecto:

i) Sea d, e mcd {a1 3y, an} por demostrar que d, €{u-d/ueU(A)}
Como d, med{a,, a,,...,a,} entonces d, |d

Ademés por hipétesis se tiene que des mcd{a,a,,..,a,} entonces
d|d,, luego d y d, son asociados, es decir d,=u-d, con ueU(A),
porlotanto d, €S.

i) Sea u-deS, con ueU(A), por demostrar que

u-delL=mcd{a,a,,..,a,}, es decir, debemos demostrar:
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1- u-d|a , Vi=1n

2.- Si existe ce A tal que c|a, entonces c|u-d, Vi=1n
1.- Como d=mcd{a,,a,,...,a,} entonces d|a, , Vi=1n
Porlotanto a =d-x , conxeA

Considerando u-u~ =1 tenemos:

a = (u : u‘l)d - X, con A dominio de integridad se tiene

a=u-d -(u‘l-x), ut-x=yeA

Por lo tanto & =(u-d)-yentonces u-d|a, , Vi=1n

2.- Si existe c € A tal que c|a, por demostrar c|u-d, Vi=1n

Como d=mcd{a,, a,,..,a,} entonces c|d, luego d =c-x, aplicando
- u por la izquierda nos resulta u-d =u-(c-x), ademas como A es un
dominio de integridad

Entonces u-d =c-(u-x)

Luego c|u-d

Porlotantode1l) y 2) u-delL cuandou-deS

Ejemplo 7:

El mcd (maximo comun divisor) entre 4 y 6 es +2 y difieren en una
unidad.

El MCM (minimo comun mualtiplo) entre 4 y 6 es +12 y difieren en una
unidad.

Notacién: El mcd entre ay b lo anotaremos por (a, b).

El MCM entre ay b lo anotaremos por [a,b].

0
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Proposicién: Sean a,be A con (a,b) y [a b]el med y MCM

respectivamente entre a y b, se cumple que u-a-b=(a,b)-[a,b],

conueU(A).

Demostracion:

Se tiene que [a,b]|a-b entonces existe x e Atal que a-b=[a, b]-x
Basta probar que xes mcd(a, b), es decir, debemos demostrar que:
1) x|ayx|b
i) Siclayc|b pordemostrar c|x ,en efecto:
i) Se sabe que al[a,b] entoncesexisteye Atalque [a,b]=a-y
Ademés se sabe que a-b =[a,b]-x, luego sustituyendo se tiene:
a-b=(a-y)-x
a-b=a-y-x
Luego b=y-x, por lo tanto x|b.
Por otro lado se sabe que b [a,b], entonces existe ze A tal que
[a,b]=b-z.
Ademés sabemos de lo anterior que a-b=[a,b]-x
Luego sustituyendo tenemos:
a-b=(b-z)-x
a-b=b-z-x
En consecuencia a=z-X, luego nos resulta x|a.
i) Siclayc|b debemos demostrar que c|X.

a) Si c|a entoncesexistese Atalquea=c-s.

1
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b) Ademas, si c|b entonces existete Atalqueb=c-t.
Como a=c-s aplicando -t por la derecha obtenemos a-t=c-s-t luego
alc-s-t, por otro lado como b=c-t, aplicando -s por la derechanos
resulta b-s=c-t-s, luego b|c-s-t.
Ahora si ajc-s-t y b|c-s-t entonces [a,b]|c-s-t
[a,b]|c-s-t entonces existe ve A tal que c-s-t=[a,b]-v , aplicando
.c por la izquierda y sustituyendo a) y b) se tiene:
c-s-c-t=c-[ab]-v

a-b=c-[ab]-v

a-b=[ab]-x
Por lo tanto [a,b]-x=c-[a,b]-v

En consecuencia si x=c-v entonces c|x, es decir xes mcd(a, b).

Definicion 7: Sea A un Dominio de Integridad, diremos que A es un
dominio euclideano (D.E.)si existe: r: A—{0} — Zj, funcién valor
absoluto tal que:

1.- n(a-b)=n(a)

2.- Dados a,beAcon b=0, existen g, re Atalquea=b-q+r,
donde r =0.

R=006 7(R) <n(D)
Ejemplo 8:
Determinar si existe en A=Z[i] una funcién valor absoluto 7.

Sea n:Z[i]-{0} > Z;
a+bit> n(a+bi)=a’+b*

2
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Claramente se verifica que:

n(a+bi)=(a+bi)-(a+bi)=(a+bi)-(a-bi)=a’+b*>0,va,beR.

Definicion g: Sea A un Dominio de Integridad, diremos que A esun

dominio de ideales principales (D.I .P.) si todos los ideales de A son

principales.

Proposicion: Si A un D.E. entonces A esun D.I.P.

Demostracion:

Consideremos el conjunto {n(a)/ae I -{0}, 1< A}, luego se tiene que

n(a)=n(1) (a=a-1 n(a-1)2n(1).

Luego el conjunto {r(a)/ae|-{0}} esté acotado inferiormente, por lo
tanto podemos escoger ael—{0}tal que n(b)=n(a), vbel—{0}
ael ideal, (a)c 1.

Sea bel, dados a,b en A que es D.E. se tiene que existen g, r tal que
b=a-q+rconr=0 o0 n(r) <n(a).

Si r=0entoncesh=a-q, como be(a) setiene I =(a)en
consecuencia | =(a), ahorasi n(r) <m(a)y b=a-q+r resulta
r=b-a-q,conbel, a-qel,luego rel.

En consecuencia 7 (r)>#(a) jcontradiccion!
Por lo tanto 7(r) < n(a), pues ase escogié minimal.

Por lo tanto la Gnica posibilidad es que r=0 yque | =(a).

3
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Proposicion: Si Aesun D.I.P.y a,a,,..,a €A entonces existe

d=mcd{a,a, ..a,} Yy (d)=(a,a,..a,).

Demostracion:

Como A es D.IP.y <d>:<a1, Ay, ey an> (recordar que todo ideal

principal de A estd generado por un elemento) por demostrar que
d=mcd{a, a,,...,a,}, es decir, debemos demostrar que:

i)dla ,Vi=Ln.

i) Si existe c € A tal que c|a, entonces c|d, Vi=1n

Sid|a , Vi=1n entonces c|d, con ce A, luego,

i) Como a e<a1, a,, ..., an> Vi=1n
Resulta a=0-a+0-a,+..+1-3,+0-a,,+0-a, por lo tanto
a e(d)de lo anterior & =t-d con teA tal que d|a ,Vi=1n,en
consecuencia d e (d).

ii) Ahora bien, como d €(a,, a,,..., a,)

Setieneque d =X & + X, - &, +...+ X, -@,, CON X, Xy, .., X. € A
Como c|a,, Vi=1 nentonces existent, € Atalque g, =c-t,, Vi=1n
Luego, d =x -t -C+X,-t,-C+...+ X -t -C, factorizando por c resulta
d=c-(X -t +X% t+..+X-t), con (X -t+X t,+.+X t)=seA
, por lo tanto si d =c-s entonces c|d.

En consecuencia de i) y ii) se tiene que d =mcd {ai, : T an}.

4
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Proposicion: Si A es un D.I.P. entonces p es primo si y solo si pes

irreducible.

Demostracion:

— ] Demostrado pues basta que A sea un Dominio de Integridad.

<] Hipotesis: p es irreducible en Aun D.I.P.

Tesis: p es primo, es decir, debemos demostrar que si
pegU(A) y p|a-b entonces p|a o p|b.

Consideremos el ideal (p) Se afirma que es maximal, pues p es
irreducible.

Ahora, si (p)c | A debemos demostrar (p)=1 o I =A.

Pues bien, sabemos que 1<A luego I =(s) ,¥seA, como
(p)=(s), sipe(s) entonces p=s-t ,conte A, luego s|p, en efecto
seU(A) o s esasociado con p. Ahorasi seU(A) entonces (s) =A
Por otro lado si ses asociado con p entonces s=u-p,conuecU(A).
Luego (s)=(p), pero {p)c=(s), en consecuencia, podemos decir que
(p)=(s), por lo tanto si { p) es maximal es primo.

Ahora bien, si p|a-b entonces existe k e Atal quea-b=k- p , luego si
a-be(p) entonces ae(p)obe(p).

En consecuenciasi ae ( p) entoncesa=s-p, conse A, luego pla.

Ademas, si be(p) entoncesb=r-p, conreA, luego p|b.

5
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Proposicion: Sea A un D.I.P. entonces toda cadena ascendente de

ideales es estacionaria, es decir si 1, <1,<.. 1 <1 _, una sucesion

n n+1

de ideales, existe n tal que I, =1, =...

Demostracion:
Como A esun D.I.P. entonces I, =(a,), Vi=1,n.

Luego se tiene que, (a,)=(a,)c=...c(a,)c..., ahora tomemos

J(a)=1 unideal de A,Vi=1n.

iel
Six,ye| J(a) entonces xe(a;),y €(a;)yaque(a)=(a;), conx,y (a;)
iel
Por lo tanto x+y e (a;)
Considerando | J(a;)=(a)=1,vaeA, entonces (a)<| J(a),Vi=1n
iel iel

es decir, (a)c=(a)=1 (1,=1,,=..).

Ahora como ae<a> se tiene que, an<a1.> entonces existe n tal que
iel
ae(a,), luego (a)c(a,), en efecto (a)=(a,), ademas
(a,..) = J(a)=(a)=(a,), en consecuencia (a,,)=(a,) y por la
iel

cadena (a,) =(a,,,), se tiene que (a,)=(a,.,).

Proposicion: Sea A un D.I.P., p,..., P, Y Oy g, elementos
irreducibles, conueU(A) y ae A tal que:
a=p,...p,=uU-Q-...-0, entonces se tiene que r=s y p. es

asociadoa g, , Vi=Ls
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Demostracion:

Supongamos que r<s
Ahoracomo a=p,-...- p, entonces p,|a esdecir p,|u-q;-...-q

r

Ademas p, esirreducible y A es D.l1.P. entonces p, es primo.
Porlotanto p,|q;, Vj=1n,en particular p, |q, pues se puede
renombrar los g;.

Si p,|qg, entonces existe t, €U (A) tal que g, = p, -t luego
P Po=U- Pt Qy-n-0, €S deCir p-o- Po=P,-U-t,-Cy-.e 0,
pues A esun D.I.P.; luego aplicando -p por la izquierda obtenemos
P, ..o Pg=U-t-Q,-...-Q, .

Razonar anédlogamente para p,|q, Yy asi sucesivamente, obteniendo
pr pS :u'ti""'qr'

Setiene p,, .- Py =U-t .ot luego u™ -ttt (P py) =1
Por lo tanto p,,,, ..., p, son invertibles jContradiccion!

En consecuencia r=s.

Proposicion: Sea A un Dominio de Integridad entonces A es un

dominio de factorizacién Unica (D.FU.) si aeA—{O},con
a¢U (A)entonces:

1.- aes producto de elementos irreducibles.

2- a=p;.-p, =0 ...-q, con q;, p; irreducibles entonces r=s y

cada p, esasociadoa ¢;.
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Demostracion:
Como A esun D.I1.P., por propiedad anterior se cumple 2).

Faltaria s6lo probar 1), se tiene:

Sea ae A—{O} yagU(A), supongamos que existen a(es) que no son
producto de irreducibles, sean ellos a,,..., a,,...€ A y consideremos la

cadena de ideales: (a,) =(a,) c...c(a,) ...

Se tiene que existe n tal que (a,)=(a,,,) por ser A un D.I.P., luego
a, no es irreducible, es decir existen b, ce A con b y ¢ no unidades tal
que a,=b-c, por lo tanto (a,)=(b), ademas (a,)=(c)

Pero los elementos b y ¢ no son del tipo de los a,, luego ellos son
producto de irreducibles y b-c también lo es, por lo tanto a es

producto de irreducibles jContradiccion!

En consecuencia a es producto de elementos irreducibles.

Proposicion: Si A esun D.l.P. entonces A esun D.FU.

Observacion: D.E.= D.I.P.= D.FU.

Proposicion: Sea A un D.FU. si pe A es un elemento irreducible

entonces p es primo.

Demostracion:
Si peA-{0}y p#U(A) pordemostrar p|a-b luego pla o p|b.

Si pla-b entoncesexistete Atalque a-b=p-t,cona,beA

8
Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor guia), Eduardo Gonzdlez, Pablo Ossa & Oliver Tapia (tesistas 2008)1




@ Universidad de
Playa Ancha

Lable[sam Abs-médulo 12: Factorizacion en_Anillos Conmutativos

Como A es un D.FU. entonces existen p, irreducibles tal que
a=p,-..-p,, ademas existe q; irreducibles tal que b=q,-...-q, Yy
también existe t  irreducibles tal que t=t-..-t,, luego
P P0Gy =pP-t-...-t,, por lo tanto p es asociado con algin
p.i=Lnoalgin q,,¥i=1Ln.

Ahora si  p es asociado con p,  entonces p=u-p;,

con UEU(A),#i:fﬁ y Si p es  asociado  con

q; entonces p=v-q;, conveU(A),+] =1n.

Si p=u-p, entonces p;=u'-p,porlotanto a=p,-...u™-p-..-p,

luego pla.

Ahora S p=v-q; entonces q, =v'.p, por lo tanto

-1

b=qg,-....v"-p-...-q,, en efecto p|b.

Proposicion: Sea A un D.I.P. la ecuacion
a-xXx+b-y=c, con a, b, ce A, tiene solucién en A si y solo si
med (a, b)|c.

Si u, v son soluciones de la ecuacién en A entonces el conjunto de
las soluciones de ésta ecuacion es:

{a=b-s,v+a-s/seAy a-mcd(a,b)=a y b -mecd(ab)=b}

Demostracion:

—] Hipotesis: Sean u, v soluciones de la ecuacion a-x+b-y=cen A
un D.1.P..

Tesis: med (a,b)]|c
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Como se tiene que u, v son soluciones, se cumple que a-u+b-v=c,
luego c pertenece al ideal generado por a y b, 0 sea Ce<a, b) , COMO
ce(a,b),entonces ce(d) donde d =mcd(a,b), con AunD.I.P.
Luegosi ce (d) entonces existe k e Atal quec=d -k, por lo tanto d|c.
<] Hipétesis med(a,b)|c, con a,b,ce A un D.I.P.

Tesis: Por demostrar que u, v son soluciones de la ecuacion
a-x+b-y=c

Si d|c, con d =mcd(a,b) entonces existe t, € Atal que c=d -t,, luego
ce(d)=(a,b), por lo tanto si ce(a,b) entonces c=a-u,+b-v, con
u,v, € A, en consecuencia u, V; son soluciones de la ecuacion
a-Xx+b-y=c.

Ejercicios

1.- Sea A un Dominio de Integridad , con p, q irreducibles en A.
Pruebe que el conjunto de los asociados a p coincide con el conjunto de
los asociados a g, sabiendo que la interseccion de estos conjuntos es no

vacio.

2.- Sea A un D.E., luego tenemos 7: A—{0} —Z, una funcion. Pruebe

quesi ay b sonasociados entonces (a)=n(b).

3.- Sea A un D.1.P. Pruebe que todo ideal primo de A es maximal.
4.- Sea A un D.I.P., pruebe que si d =(a, b) siysolosi (a)+(b)=(d).
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Desarrollo:

1.- Sea A un Dominio de Integridad , con p, q irreducibles en A.
Pruebe que el conjunto de los asociados a p coincide con el conjunto de
los asociados a g, sabiendo que la interseccion de estos conjuntos es no
vacio.

Sean A={asociadosa p} y B={asociadosaq}, con AN\B=& por

demostrar que A=B.

Si xe A[1Bentoncesxe A y xeB

Ahora, si  xeA entonces x es asociado a p, luego
X=u-p,conueU(A).

Por otro lado si xeB entonces x es asociado a (q, luego
X=v-q, conveU(A).

De ambas condiciones se tiene:

u-p=v-q,aplicando-u por la izquierda obtenemos p=u~"-v-q, con
ut-v=weU(A).

En consecuencia p=w-(, por lo tanto podemos decir que p es asociado
a g yque gesasociadoa p.

Ahora bien, si y € A entonces y=u,- p=u,-W-q, con u, eU(A).

Por lo tanto yes asociado a g, luego yeB

Por otro lado si z < B entonces z=u,-q=U,-W - p, con u, U (A)

Por lo tanto zes asociado a p, luego z€ A.

En consecuencia A=B

1
Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor guia), Eduardo Gonzdlez, Pablo Ossa & Oliver Tapia (tesistas 2008;




@ Universidad de
Playa Ancha

Lable[sam Abs-médulo 12: Factorizacion en_Anillos Conmutativos

2.- Sea A un D.E., luego tenemos 7;: A—{0} —Z, una funcion. Pruebe
quesi ay b sonasociados entonces n(a)=n(b).

Si aes asociado a b debemos demostrar que 7(a)=n(b).

Como aes asociado a b, entonces existe ueU(A) tal que a=u-b,
luego n(a)=n(u-b)=n(b).

De lo anterior podemos deducir que b=u"-a

Ahora n(b):n(u_l-a)ZU(a)

Por lo tanto 7(a)=n(b).

3.-Sea A un D.I.P. Pruebe que todo ideal primo de A es maximal.

Sea | ideal primo de A entonces I :<p>, debemos demostrar que si
| cM c Aentonces| =M oM = A y ademas % es cuerpo.
Demostracion:

Paratodo a = 0 perteneciente a % son invertibles.

Sia=a+(p)=0 entoncesag(p)

Como a¢(p) el ideal (a, p)=(c), con ce A

Si c=1 o0 ¢ es unidad entonces (a, p)=(1)=A, es decir a-x+ p-s=1,

con X, se A, en efecto:

1+(p)
1+(p)
1+(p)

1

(a-x+p-s)+(p
p

)
)
)

a-X+(p)+p-s+(

a-x+(p

(a+(p))-(x+{p))
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Ahora debemos demostrar que (c)=A=(1).

Tenemos que (a, p)={(c), luego:

a) Si ae(a, p) entonces ae(c) luego existe t< Atal que a=t-c

b) Si pe(a, p) entonces p e(c) luego exister € Atal que p=r-c
Ahora pe(p) por lotantor-ce(p) entoncesr e(p)oce(p), con (p)

primo.

Sire(p) entoncesr=f-p,con feA,enb) setiene que:

p=f-p-c esdecir f-c=1,luego ceU(A), y (c)e A

Si ce(p) entoncesc=s-p,con se A, en a) se tiene que:

a=t-s-p luegoae(p) jContradiccion!

Ahora p=r-s-p, luego r-s=1, es decir r es unidad, por lo tanto p

es asociado a ¢, en consecuencia (p)=(c) jContradiccion!

4.- Sea A un D.I.P., pruebe que si d =(a, b) siysolosi (a)+(b)=(d).
<] Hipétesis: (a)+(b)=(d), con a,b,d e A un D.I.P.

Tesis: d =mcd {a, b}, es decir, debemos demostrar que:

i)d|la y d|b

i) Siexisteun ce A tal que c|a y c|b entonces c|d.

Demostracion:

i) Sea ae(a)+(b)=(d) tenemos que a=1-a+0-b luego ae(d)

entonces existet e Atalquea=t-d, porlotanto d|a.
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Por otro lado sea b (a)+(b)=(d) luego se tiene que b=0-a+1-b, en
efecto be(d) entonces existe se Atalqueb=s-d, por lo tanto d |b.
if) a) Si c|a entonces existe r, € A tal que a=r, -C.
b) Si c|b entonces existe r, € A tal que b=r, -c.
Luego si d e(d)=(a)+(b) y sustituyendo a) y b) obtenemos:
d=m-a+n-b

=m-r-C+N-r,-C

=(m-r+n-r,)-c, (M-n+n-r)=reA

=r,-C
Por lo tanto %

—] Hipodtesis: d =mcd {a, b}, con a,b,d € A un D.I.P.

Tesis: (a)+(b)=(d).

Se tiene que (a)+(b) =(c)entonces se cumple que c|a y c|b.

Luego ces un mcd y como d también lo es entonces son asociados, por

lotanto c=u-d, con ueU(A), en consecuencia (c)=(d).
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Autoevaluacién

1.-Sea A un D.E. , con acU(A). Pruebe que:
a) n(a-b)=7(b) , considerando 77: A—{0} — Z,
b) n(a)=n(1)

2.-Si mesun MCM entre ayb siysolosi (m)=(a)N(b)
3.-Si A esun D.l.P.entonces p es primo siysolosi p esirreducible.

4.- Todo asociado a un irreducible es un irreducible.

5.- Sea A un Dominio de Integridad, con p, q irreducibles

Si Ay ={reAlr esasociado aq
B, ={se A/s esasociado a p|

Pruebe A, =B, sabiendo que A, (1B, # &

6.- Sea A un D.l.P. Pruebe que todo ideal primo de A es maximal.
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