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Modulo 13:
ANILLO DE POLINOMIOS

En este modulo nos referiremos al anillo de polinomios de cualquier
cuerpo. En esta estructura se aplican gran parte de las propiedades y
teoremas de los capitulos anteriores, destacando uno de los teoremas
importantes que hace mencion a la extension a cuerpo, asi como otros
que nos indican cuando algunos elementos de este anillo son

irreducibles, como lo es el criterio de Eisenstein entre otros.

Definicion 1: Sea A un anillo, un polinomio f(x) en la

indeterminada x , y con coeficientes en A, es la siguiente suma

formal infinita.

f(x)=ay+a X+..+8, - X"+..=> & X

i=0

Con la condicion que los a =0 salvo para un numero finito de
valores de i.
Sia =0 , Vi>n seanota:

f(x)=a,+a-X+..+a, X"
Los g € A son los coeficientes del polinomio

Si ¥ i1>0 se cumple que a =0 el mayor valor de i recibe el

nombre de grado del polinomio. Si tal i no existe se dice que el

polinomio tiene grado 0.
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Ejemplo 1:
f(x)=a,conaeA. Luego f(x) tiene grado 0.

Definicién »: Se denota por A[x]al conjunto de los polinomios
f (x). En A[x]se define la suma como:
Sean f(x)=a,+a,-X+..+a,-X"+...
g(x)=hy+b - x+..+b, - X" +...
Luego f(x)+g(x)=h(x)=d,+d,-x+..+d, -X"+...

Donde d,=a,+b, , V¥n

Observacion: (A[x],+) es un grupo abeliano, en efecto:
1) Es cerrada:
Es evidente por definicion.
i) Asociatividad:
Para todo f(x), g(x), h(x) € A[x]por demostrar que
+ g(x)+h(x)|=[ f(x)+g(x)]+h(x)
Setiene que f(x)+[g(x)+h(x)]=
= f(x)+[b0+b1-x+...+bn-x”+..+d0+d1-x+...+dn-x”+...]
= £()+[ (b +dy)+ (b, +d,)- X+ ...+ (b, +d, ) x"+... |
donde u. =b +d., Vi, luego:
f(x)+(u0+u1-x+...+un-x“+...):v0+vl-x+v2-x2+...+vn-x”+...

conv,=a +u Vi
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=8, +(by +dy) [+[a + (b +d,) |- x+...+[a,+(b, +d,)]- X, +...

=[(ay+by)+dy |+[ (8 +b)+d, |-x+..+[(a, +b,)+d, |- X"+...

=(f(x)+9(x))+h(x)

1ii) Conmutatividad:

Para todo f(x), g(x) e A[x]por demostrar que:

f(x)+a(x)=g(x)+ f(x)

Se tiene que:

f(X)+g(x)=a,+a,-X+...+a,-X"+...+by+b - Xx+...+b, -x"+...
=(a,+by)+(a,+b)-x+...+(a,+b,)-x"+...

con a, ,b,, a,b,a b A

=(by+ay)+(b +a,) - x+..+(b, +a,)-x"+...
=b,+b - X+..+b - X"+..+a,+a - X+..+a, X" +..
=g(x)+ f(x)
1ii) Elemento Neutro.
Debe existir f(x)e A[x] paratodo g(x)e A[x] tal que
F(x)+9(x)=g(x)+ f(x)=9(x)
Supongamos que:
f(x)+9(x)=g(x), luego se cumple que:
a,+a,-X+..+a,-X"+b,+b - x+..+b -x"=b,+b - X+..+b - X" +...
Como a , b € A,Vi, luego a,+a, - x+...+a -x" +..=0, por lo tanto el
neutro en A[x]es f(x)=0=0+0-x+0-X*+..+0-x"+...
iv) Elemento Inverso
Para todo f(x)e A[x] debe existir g(x)e A[x] tal que
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f(x)+g(x)=g(x)+ f(x)=0
Supongamos que:

f(x)+9g(x)=0, esto es:

a+a - X+..+a,-X"+..+0b,+b - x+..+b,-x" =0, es decir,

D>a-x+>b-x'=0,cona,beAVij
i=0

j=0

Luego sumando el inverso aditivo de Zai .x' por la izquierda se tiene:
i=0

o0

ibj X' ==>a-x
=0

i=0

En consecuencia, g(x)=—f(x), ahora si f(x):iai-xi entonces su
i=0

inverso es —f (x) = i(—ai ) X'

i=0

En consecuencia de i), ii), iii), iv) y v) A[x]es grupo abeliano.
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Definicion s: En A[x]se define el producto como:

Sean f(x):iai-xi : g(x)zibj-x",luego
i-0 =0

k
f(x)-g(x)=>.d.-x ,con d =>a b,
r=0

k=0

Ejemplo 2:
Sean f(x)=2-x>+4-x*-5=a,-x° +a,-x* —a,
g(x)=6-x*+Xx =h, - x*+b - x
Luego f(x)-g(x):(2-x3+4-x2—5)-(6-x2+x)
=12-X°+2-x"+24-x* +4-x*-30- x* —5x
=12-x°+26-x"+4-x*-30-x* -5-X

Tenemos que: f(x)-g(x)=d,+d,-x+d,-x*+d,-x*+d, - x* +dg-x°

5
Ahora, d; =) a -b, =a,-b,+a-b,+a,-b,+a;,-b,+a,-b +a;-b
r=0

—(-5)-0+0-0+4-0+2-6+0-1+0-0=12

d4:Z4:ar'b4r :Qe/bjo+91/bgo+a2'b2+as'b1+9/bgo
n=0

=4.6+2-1=26
dgzgar-bS_r=g9/tgo+%/bjo+a2-bl+%/bjo

=4.1=4
dZ:Zz:ar-bz_r:ao-b2+a1-b1+a2-bo

r=0
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=-5
0
do :Zar 'bofr :ao'bo
r=0
=0

Por lo tanto f(x)-g(x):idk X =12-x>+26-x*+4-x>-30-x* -5-X
i-0

Nota: Anotaremos por gr al grado de un polinomio.

Del ejemplo anterior podemos decir:

gr(f(x)-g(x))=5=3+2=gr(f(x))+ar(g(x))

es valido v f(x), g(x)e A[x]con f(x), g(x)=0

Por otro lado podemos decir que:

or (f(x)+g(x))<max (gr(g(x)), or(f(x)))

Observacion:(A[x],+,) es un anillo, en efecto:

De lo anterior podemos decir que (A[x],+)es Grupo Abeliano.

Ahora solo basta demostrar la asociatividad con la segunda operacién y
la distributividad de la segunda operacion con respecto a la primera, esto

€s.

1) Asociatividad:

Para todo f(x), g(x), h(x) € A[x]por demostrar que:
f(x)-La(x)-h(x)]=[f(x)-9(x)]-h(x)
6
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[0 (3o )

ii) Distributividad:
La distributividad se demuestra de manera analoga y queda de ejercicio

para el lector.
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Observacion: De lo anterior podemos decir que (A[x],+,-) es un anillo

de polinomios.

Proposiciones: Sea (A[x],+-) un anillo de polinomios, luego se
tiene:

1.- Si A esun anillo conmutativo entonces A[x] es conmutativo.

2.- Si la identidad de A es 1 entonces la identidad de A[x]es
f(x)=1.

3.- Si A es un Dominio de Integridad entonces A[x] es un Dominio

de Integridad.

Demostracion 1)

Dados f(x), g(x) € A[x] por demostrar que f(x)-g(x)=g(x)- f(x)
Setiene: f(X)=a,+a -X+..+a, -X"+..y g(X)=b, +b - x+...+0 - X"
Luego, f(x)-g(X)=cC,+C,-X+...+C,-X* +...

g(x)- f(X)=d,+d,-X+...+d_-X* +..., con S=m+n, pero todo

0<i<s, obtenemos: c =) ac-b

Luego f(x)-g(x)=g(x)- f(x) por tener todos sus coeficientes iguales.

Demostracion 2):
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Debe existir g(x)e A[x] paratodo f(x)e A[x] tal que

fF(x)-9(x)=9(x)- f(x)=f(x)
(x)-9(x)

Supongamos que f X

[Za x {Zb x’j— > x

= f(x), luego se tiene que:

0 k
Como f( )=>.d.-x* ,con d =>a b, ,entonces,

k=0 r=0

[ee]

D d XK a - X', esto es:
0

k=0 i=

do+d, - x+d, X2 +..+d - X"+..=a,+3, - X+a, - X* +...+a X" +...
En consecuencia;
(a,-b)+(a, b +a,-b) -x+(a b, +a-b+a, b)x*+..+
+(Zn:ar-bn_r)x”+...:a0+a1-x+a2-x2+...+an-x”+...

r=0
Por igualdad de polinomios se obtiene:
a,-b,=a,, luego b, =1
a,-b+a-b,=a ,como b, =1 se tiene
a,-b +a =a entonces a,-b =0, luego b, =0
a,-b,+a-b+a,-b,,como by=1y b =0 obtenemos
a,-b,+a, =a, entonces a,-b, =0, luego b, =0
Ahora siguiendo analogamente el algoritmo podemos inducir que los
demas coeficientes del polinomio g(x) son cero.
Por lo tanto g(x)=1+0-x+0-x*+...+0-X" +...=1, identidad en A[x].

Demostracion 3):

Solo basta demostrar que A[x] es sin divisores de cero, es decir si:
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Si f(x)-g(x)=0entoncesf(x)=0 6 g(x)=0

o bien, si f(x)#0 y g(x)=0 entonces f (x)-g(x)=0

Sean:

f(x)=a,+a-Xx+..+a,-X", supongamos que a,=0 ,a=0,Vi >n
g(x)=D, +b,-x+..+b, -x", supongamos que b =0 ,b,=0,Vj>m

Debemos demostrar f (x)-g(x)=0, luego tenemos;
Si f(x)-g(x)=h(x) :fc.-xi por demostrar que c; =0,

Esto es,

n+m

0 0 0
Com=2.8,-0 0 = 8B +a b +achT, o+

r=0

+an-bm+gm/bﬁo+...+mo
pero a -b. =0, pues a, =0y b #0, cona, b €A Dominio de

Integridad, por lo tanto ¢, =0, luego A[x] es sin divisores de cero.

Teorema: Sean F y K dos cuerpos tal que F subcuerpo de

K,con a eK, entonces la  funcion: ¢, F[x]>K

tal que ¢, (f(x))=f () es un homomorfismo.

Demostracion:
Considerando f(x)=a,+a,-x+..+a,-x", luego

6, (f(x)="f(a)=2+a a+..+a,a"
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Debemos demostrar que: i) 4,(f(x)+g(x))=4,(f(x))+¢,(9(x)) e
i) ¢, (£ (%) 9(x))=¢.(f(x)¢.(a(x))-

Esto es:

n

i) Setieneque: f(x)=>a-x' vy g(x):zm:bj-x"
=0

i=0

Luego f(x)+ g( )=h(x)=

o
Ahora, 4,(f(x)+g(x))=¢,(h(x))=c,+¢-a+..+c,-a, con

¢a(f(x))=a0+a1-a+...+an-a” y ¢,(9(x))=b,+b,-a+..+b -a"

es decir:

8,(f(x)+4,(9(x))=(ay+a,-a+..+aa")+(b+b -a+..+ba")
=(a,+b))+(a,+b)-a+..+(a,+b,)a"
=C,+C-a+..+C.-a" ,conc =a +b
=¢.(f(x)+9(x))

i) f(x)-g(x)=p(x)=dy+d,-x+..+d,., -x"", con d, :ledS ‘b,

+C, - X+..+C.-X" ,conc =a +b

luego, 4, (f(x)-9(x))=4(p(x))=d,+d,-a+..+d,,, -a"™, es decir:

8,(1(X)4,(9(x)=(a +a,-a+...+a,-a")- (b, +b-a+..+ba")

i
:C0+C1.a+cn+m _aner, con Ci :Zan 'bn—i :di
i=1

=¢,(f(x)-9(x))
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Por lo tanto ¢, (f (x))-¢,(9(x))=4,(f(x)-9(x))
Ejemplo 3:
Sea ¢, :Q[x] >R

qﬁo(ao+a1-x+...+an-x”):a0+a1-0+...+an-0”:a0
Se define: kerg, ={ f(x)eQ[x]/¢(f(x))=0]

En el kerg, estan todos los polinomios sin término independiente.

Ejemplo 4:
Sea ¢, :Q[x] > R

Donde ¢3(a0 +a, - X+..+a, -x”):a0+a1-3+a2 F.+a,-3"
ker g, ={ f (x) e Q[x]/ g ( (x)):O}

Tomemos los siguientes ejemplos con x —3, x* —9 € Q[x]

¢, ((x-3))=3-3=0

4,((x*-9))=8"-9=0

En el ker ¢, estan todos aquellos polinomios que tengan a 3 como raiz.

Definicion 4: Si f (a)=0 entonces « es un cero o raiz de f (x)

Ejemplo 5:

Sea f(x)=x*+1eR[x], ¢tiene f(x) algln cero?

En los reales (R) no posee, en cambio en los complejos (C) si tiene,
pues considerando f («) tal que o =i se tiene:

f(i)=i"+1=-1+1=0
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f(<)=(-i) +1=-1+1=0

Ejemplo 6:

Sea f(x)=x>+2-x+1lenZ,[x] ¢tiene f(x) algln ceroen Z,?

0°+2-0+1=1

Z,={0, 1, 2}, luego f(0)
f(1)=r+2-1+1=1
f(2)=1+21+1=1

De lo anterior podemos concluir que f(x) en Z,[x] no tiene cero.

Teorema: Sea K un cuerpo, entonces K[x]es un Dominio

Euclidiano (D.E.)

Demostracion:

Debemos encontrar una funcion 7: K[x]-{0} — Z; tal que:

) a(f(x)-9(x))zn(f(x))

ii) Seanf(x), g(x) no nulos luego existen q(x), r(x) tal que
f(x)=g(x)-q(x)+r(x), con la condicién que r(x)=0 o
1(r(x))<n(9(x))

Considerando la funcién (grado del polinomio) gr:K|[x]—-{0} —Z;, se

tiene:
1) gr(f(x)-g(x))=gr(f(x)), enefecto:

gr(f(x)-g9(x))=gr(f(x))+ar(g(x))=gr(f(x)
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2) Si f(x)=0 entonces g(x)=0
Podemos suponer que f(x)=0
Sea gr( f(x))=n
gr(g(x))=m
Si n<m, entonces q(x)=0yr(x)=f(x), luego se cumple la
proposicion, pues gr( f (x)) < gr(g(x)).

Ahorasi n>m

Por induccion sobre n, se tiene:

Paran=1, f(x)=a,+a-x, cona =0 entonces gr(g(x))=0o01

Si gr(g(x))=0 entonces g(x)=bh,, luego a, +a, -x=b,-q(x)+r(x)

esto es, a0+a1-x=b0-£3+ﬂ)
bO bO

Ahora si gr(g(x))=1entonces g(x)=b, +b, -x. Como se cumple para

valores menores que n, debemos demostrar que se cumple para n.

Ahora bien, sean:

f(x)=a,+a -X+..+a,- X"
g(x)=by+b -x+...+b, - x"

Se define F(x)= f(x)—%-x“‘m-g(x)

Nota: S—;-x”‘m-g(x):S—;-x”‘m (by +... o - x™)
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Luego F(x) tiene grado menor que n; por hipotesis de induccién se

tiene que existe g,(x) y r(x) tal que F(x)=g(x)-q,(x)+r(x) donde
r(x)=06 gr(r(x)) < gr(g(x)).

En efecto, f(x)—S—”-x“‘m-g(x):g(x)-ql(x)+r1(x) despejando

f (x) tenemos que, f(X)= Z—” X" g(X) + g(x) - g,(x) + r,(x), luego

f(x)=9g(x) {;‘— X 4 ql(x)} +1,(x) .

m

Haciendo S—”- X" +q,(x) =q(x) nos resulta f(x)=g(x)-q(x)+r(x)

m

donde r(x)=0 o0 gr(r(x))<ar(g(x)).

En consecuencia f (x), g(x) #0  K[x] entonces existe q(x), r(x) tal que
f(x)=9(x)-q(x) +r(x) con r(x) =0 6 gr(r(x)) <gr(g(x))
Observacion: Es posible calcular el med entre f(x), g(x) e K[x].

Por el algoritmo de la division se tiene que dados f (x), g(x) #0e K[x],
entonces existen q,(x), r(x) tal que f(x)=9g(x)-q,(X)+r(x) con
L(X)=0 0 gr(r,(x)) <gr(g(x)).

Ahorasi r;(x) =0 entonces g(x) es el mecd entre f (x) y g(x)

L- g f(x) y 9] g(x)

2.- Siexiste h(x)tal que h(x)| f(x) y h(x)| g(x) por demostrar

h(x)| 9(x)

Si gr(r(x)) <gr(g(x))
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Usando el algoritmo de la division para g(x) y r(x), esto es

existen ¢, (X), I,(x) € K[x] tal que g(x)=r,(x)-q,(x)+r,(x), con
L()=0 6 gr(r,(x))<gr(r(x).

Ahorasi 1,(x) =0 entonces mcd( f (x),g(x)) =r,(X), pues

L- L0190 Y ()] F(X)

Si ()| g(x) entonces existe s,(x) € K[x] tal que g(x) =r,(x)-s,(x)
Por lo tanto f (x) =r,(X)-s,(X)-q,(X) +r(X)).

2.-Si h(x)| f(x) y h(x)| g(x) por demostrar h(x)|r,(x)

De 1) podemos decir que:

F (%) —9(x)- 0, (x) =r.(x)

Por lo tanto h(x) | r;(x)

Ahora si gr(r,(x)) < gr(r,(x))

Por lo tanto existen q,(x), (X) € K[x] tal que r,(X) =r,(x) - q,(X) + r;(X)
con r,(x)=0 0 gr(r,(x)) <ar(r,(x))

Ahorasi r,(x)=0 entonces mcd( f(x), g(x)) =r,(X)

Por otro lado si gr(r;(x)) < gr(r,(x))

Por lo tanto existenq,(x), r,(x) € K[x] tal que r,(x) = 1,(X) - 0;(X) +r,(x)
con r,(x)=0 6 gr(r,(x)) <gr(r(x)).

En consecuencia r,_,(X) =r(X)-q,(X) y no hay resto, pues el grado de

los polinomios va disminuyendo. Por lo tanto med( f (x), 9(x)) =r(X).

Ejemplo 7:
Encontrar el mcd entre  f(X)=Xx°+3x°+4x*—3x*+2 y
g(x) =x*+2x-3 en R[X].
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Trabajo previo:

XC+3X°+4x% —=3x+2+ X2+ 2x—-3=x*+ X} + x>+ x+5

—(x6 +2X° —3x“)

X +3x +4x2 —3x+2

—(x5 +2x* —3x3)

X' +3x3+4x2 -3x+2

—(x4 +2x° —3x2)

X3 +7x>—3x+2
—(x3 +2x° —3x)

5x% + 2
—(5x2 +10x—15)
17 —10x

Luego f(x)=g(x)-(x*+x+x*+x+5)+ (17 —10x)
En consecuencia g(x) = (17 —10x) - q,(X) + r;(X)

Ahora determinemos ¢,(X) y r(x), en efecto:

X2 4+ 2X—3+-10x+17 =~ X - 3

10 100
_(Xz +17_Xj
7

™,
10

37x 629

1% o)

329

100

17
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O sea, X+ 2x—3=(17-10x) | - %~ 3}, 32
10 100" 100

Ahora, g,(x) y r,(x) estan dados por:

oxa17.329 _ 1000 1700
100 329 " 329

—(10x)
+17

—(17)

0

Luego tenemos que 17 —-10x = (%j -0, (X) +r,(x), es decir,

17_10)(:(329)(_1000 Xj{@j
100 329 329
Por lo tanto el med ( f (x), g(x)) _329

100

Teorema del factor: Sea f(x) en K[x], se cumple que f(x)es

divisible por (x—a) siy sélosi f(a)=0, con a raiz del polinomio).

Demostracion:

= Hipétesis: f(x)e K[x]es divisible por (x—a).

Tesis: f(a) =0, con a raiz del polinomio.

Por hipétesis se tiene que f(x)=(x—-a)-q(x)+r(x), pero como es
divisible por (x—a) entonces r(x)=0, luego f(x)=(x—-a)-q(x), en
consecuencia f (a) =(a—a)-q(a), por lo tanto f (a) =0.

< Hipdtesis: f(a)=0, con a raiz del polinomio.

Tesis: f(x) e K[x]es divisible por (x—a).
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Por el algoritmo de la division, dados f (x) y (X—a)entonces existe
qgix) y r(x) tal que f(x)=(x-a)-q(x)+r(x) con r(x)=0 0
gr(r(x))<gr(x—a).

Si r(x) =0 entonces (x—a)| f(x)

Ahora bien, si gr(r(x)) =0 entonces r(x)=k, con k € K, luego
f(x)=(x-a)-q(x) +k

De lo anterior f (a) =(a—a)-q(x) +k, luego f (a) =k, pero por hipotesis
se tiene f(a) =0 entonces k=0, por lo tanto f(x) es divisible por
(x—a).

En consecuencia f (x) es divisible por (x—a) siy solosi f(a)=0.

Ejemplo 8:

Sean f(x)=3x"—-2x"+x*—x*+5, g(x) =2x> +3x* —6x+2 €Z,[X]
Encuentre el mcd en Z7[x] y expréselo como combinacion lineal
de f(x) y 9(x).

f(xX)=g(x)-q(x)+r(x) , es decir:

3x6—2x4+x3—x2+5:(2x3+3x2—6x+2)-(5x3—4x2+6x—1)+(4x2—4x)

A —2x* X = X2 +5-2X° +3X° —6x+2=5x>—4x* +6x—1

3%+ x° —2x* +3x3

—x°=2x*-x*+5
x> —5x* +3x% — x*
5x* —5x* +5

5x* + 4x3 — x? + 5x

—2x* +x*-5x+5
—2x3 —3x2 +6x—2
Ax? — 4X
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Luego g(x)=r(x)-q,(x)+r(x) ,es decir:

2x° +3x? —6x+2:(4x2—4x)-(4x—3)+(—x+2)

2x° +3x° —6X+2+4x* —4x=4x+3
2x° —2x°

5X* —6X+ 2

5x* ~5

—X+2

Luego r,(X) =r(X)-0,(x)+r,(x) , es decir:

AX* —AX+—X+2=—4Xx+3
AX* —4X = (=X +2) - (—4x +3) + (-6) 4x% — x
—-3X
—3X+6
Luego r,(X) =r,(X)-q,(x)+1r,(X) , es decir: _g

—X+2=(-6)-(6x-5)+(0)

Por lo tanto —x+2=-6-(6Xx—5) —X+2+-6=6x-5
—X=5

En consecuencia el med es -6=1en Z,

I N

Ejemplo 9:
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Sea f(x)=a,+aX+...+a,x" en D[x] con D Dominio de Integridad.

Si f tiene un cero P (es decir un cero racional) con (p,q)=1
entonces - y a.
a'0 an

Demostracion:

Como g es raizde f(x), entonces f (BJ:O, luego se tiene:

2 n
i) Dado a0+a1-§+a2-££j +...+an-[£j =0, nos resulta

q q
2 n
aO:_al.E_az.(Ej _____an.(B} , factorizando por p, nos queda,
q q q
2 n
a,=p- —al-l—a [E] — —-a (Ej por lo tanto p|a,
a °\qg "\a) )

Por otro lado:

i) Sia,-q"+a-p-q"+...+a,- p"=0, luego despejando nos queda
a-p"=-a,-9"-a,-p-q""—..—a,_-p""-q, para luego factorizar por
q nosresulta a,-p"=q-(-a,-9" -a,-p-q"*—..—a,-p"").

De lo anterior g|a, - p", pero por hipotesis se tiene que (p,q)=1 luego

q/p por lo tanto q]pn , €N consecuencia q|a, .

Ejemplo 10:
Use el ejemplo anterior para encontrar los ceros racionales de
f(x)=6x" +17x° +7x* + x—10 e Q[x]
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Si f(x) tiene raices racionales de la forma P entonces p|10 y q|6

Luego pe{+1,+2,+5+10} y qe{+l,+2,+3 +6}

Entonces Ee{il, +2,+5,+10, J_r%, J_rl, +

1,
q 3 6
Utilizaremos una tabla para determinar las raices de f(x), anotando en

la primera fila los coeficientes del polinomio y en la primera columna

sus posibles raices.
6 | 17 | 7 1 -10

1 6 | 23|30 |31 ] 21

% 6 |21 |21 | 15 0

26123 o
12

2
Podemos notar que 3 es una

N~

raiz del polinomio, por lo tanto f (x) = (x —~ %) : (6x3 +21x% + 21x +15)

Corolario: El resto al dividir f(x) por (x—a) es f(a)

Ejemplo 11:
Sea f(x)=2x>—-3x°+5x*+x—8. El resto al dividir f (x) por (x+ 2)es:
f(-2) =2(-2)° —3(=2)° +5-22 -2 -8

=—064+24+20-2-8

=-30
Podemos notar que el resto del polinomio es -30.

2x° =33 +5x* + x—8+x+2=2x" —4x* +5x® —5x +11 29
g;._m&d\/ll Ao Auwicalbal avata o) @ Ao Ao Oaanc i Dabln N O NG Taans. Sy 2000)
Corolario: Un polinomio f(x) eK][x] no nulo de grado n tlene alo

mas n ceros en el cuerpoK .
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Demostracion:

Sea a un cerode f(x)en K entonces f(a,)=0, luego f(a) es el resto
de la division de f(x) por (x—a,), por lo tanto f (x) es divisible por
(x—a,),estoes, f(x)=(x—a)-q,(x) donde gr(g,(x))=n-1

Ahora, si a, es otro cero de f(x) entonces f(a,)=0, luego
0="f(a,)=(a,—a)-0,(a,), porlotanto g,(a,) =0, q,(x)es divisible
por (x—a,), es decir g,(x) =(x—a,)-g,(x)donde gr(g,(x))=n-2.

En consecuencia f(x)=(x—4a,)-(x—a,)-0d,(X), como también,
f(x)=(x-a)-(x—a,)-...-.(x—a,)-q9,(x), donde q,(x) no tiene mas
ceros en K, porlo tanto r<n.

Sib eK, conb=a, Vi=1r entonces:
f(bo)=(b-4a)-..-(b—a,)-q,(b), pero q,(b) =0, (b—a) =0, Vi=1n
Luego f (b) # 0, lo que significa que f(x) no tiene mas raices en K .

En consecuencia f(x) e K[x] no nulo de grado n tiene a lo mas n

ceros en el cuerpoK .

Definicion s: Sea f(x)e K[x] un polinomio no constante. Diremos
que f(x) es un polinomio irreducible de K[x]si f(x)no puede

descomponerse en el producto de dos polinomios de grado menor.

Ejemplo 12:
Sea f(x)=x*-3eZ[x] esirreducible en Z y en Q; pero es reducible

en R.
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Propiedad: Sea f(x) no constante de grado 2 o grado 3. Se tiene que

f (x) e K[x] es reducible en K[x] si y s6lo si tiene un cero en K|x].

Demostracion:

= Hipétesis: f(x)eK[x] no constante de grado 2 o grado 3 es
reducible en K[ x].

Tesis: f(x) tiene un cero en K[x].

Ahora bien, si f () es reducible en K[x], entonces existe h(x)

,g(x) e K[x] tal que f(x)=h(x)-g(x) yel grado de h(x) y g(x) es
menor que el grado de f(x).

Como el grado de f(x) es 2 0 3, entonces h(x) o g(x) es de grado 1.
Supongamos que gr(h(x))=1, entonces h(x)=(x—a) (exceptuando
elementos constantes de K), luego h(a)=0, lo que implica que
f(a)=0, por lo tanto a< Kes un cero de f(x).

< Hipotesis: f(x) no constante de grado 2 o grado 3, tiene un cero en
K[x].

Tesis: f(x)eK[x] es reducible enK|x].

Por otro lado sea a un cero de f(x)en K, esdecir f(a)=0, entonces

f (x) es divisible por (x—a) luego f(x)=(x-a)-h(x), lo que implica
que gr(h(x))=gr(f(x))=1, por lo tanto f(x) es reducible en K.

En consecuencia f (x) e K [x]es reducible si y solo si tiene un cero en K.
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Teorema: Sea f(x)eZ[x] no constante, se cumple que f(x) se
factoriza en un producto de polinomios de menor grado en Q[x] siy

sélo si se factoriza en polinomios de menor grado en Z[x].

Nota: Para la demostracion de este teorema consulte el texto algebra

abstracta de John B. Fraleigh, capitulo 31 pagina 283.

Corolario: Sea f(x)enZ[x]con f(x)=a, +aX+....+ X", con a, #0.

Si f(x)tiene un cero en @, entonces tiene unceromen Z y m|a,.

Demostracion:

Si f (x) tiene un cero en @ entonces f(a)=0, con ac@Q, luego se tiene
f(x)=(x—a)-q(x), con gr(g(x))=n-1 lo que significa que f(x)

tiene una descomposicion con un factor lineal en Z[x].

a, :
Por lo tanto %=k, con k € Z, entonces a, =m-k, en consecuencia
m

m|a,.

Ejemplo 13:
Sea f(X)=x"—-2x*+8x+1 Q. Determinar si f(x)es irreducible.
Suponemaos que es reducible, es decir:

25
Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Eduardo Gonzdlez, Pablo Ossa & Oliver Tapia (tesistas 2008)




@ Universidad de
Playa Ancha

Lable[sam Abs-médulo 13: Anillo de Polinomios — Extension a campo

1) Tiene un factor lineal
i) Se descompone en 2 polinomios de segundo grado.
Resolucion del problema:

1) Si tiene un cero en Q entonces tiene un cero m en Z y m|1 entonces

m=41,luego f(1)=8 y f(-1)=-8 jContradiccion!, pues f(m)=0

Por otro lado tenemos que :
i) f(X)=x"—2x*+8x+1
= (x* +ax+h)- (x* +cx+d)
=x* +ax® + bx* +cx® + acx® +bex + dx® + adx + bd
=x*+x*(@a+c)+(b+ac+d)x*+(bc+ad)x+bd
Por igualdad de polinomios se tiene que:
a+c=0 b+ac+d=-2 bc+ad =8 bd =1

Como bd =1 entonces b=d =1 o b=d =-1 jContradiccion!, por lo

tanto f (x)es irreducible.

Criterio de Eisenstein: Sea p un entero primo vy

f(x)=a,+a +..+ax" eZ[x]con a,Z0mod p pero & =0mod p

vi<n 'y aO%Omod p® entonces f(x) es irreducible sobre Q.

Demostracion:

Por teoria anterior basta probar que f(x) es irreducible en Z.

Supongamos que f no lo es, es decir sean g(x), q(x) € Z[x] tal que

F(x)=g(x)-a(x) y gr(g(x)) <gr(f(x)), es decirgr(q(x)) < gr(f (x))
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luego f () =(b.x" +...+b,)-(c,x* +...+¢c,) conr, s<n y b,c =0
es decir, a x"+..+a,=(bx" +...+b,)-(cX° +...+¢C,) .
Como a, #0mod p® entonces b,-c,#0mod p*, es decir, b,-c, = p’

esto implica que b, y ¢, no pueden ser ambos multiplos de p.

Supongamos que b, #0mod p y c,=0mod p, como a, #0mod p

entonces b, -c, #0mod p, luego b,y b, no son maltiplos de p, es decir
b,#0modp y c,=0mod p.

Sea m el menor valor de k tal que ¢, #0mod p, de tal forma que
a,=b,-c,+b-c ,+..+b .-c,¥icon 0<i<m,luego b,-c. no

es multiplo de p, con b, -c,,#0mod p, por lo tanto a, =0mod p, esto
nos dice que m=n, en consecuencia s=n jContradiccion!. Luego f (x)

es irreducible sobre Z, como conclusion es irreducible sobre Q.

Ejemplo 14:
Sea f(x)=25x>—-9x"+3x*—12 es irreducible sobre Q
Como existe p=3 primo tal que 3} 25, pero 3|9, 3|3, 3|12 y 3° |12

Por lo tanto f (x) es irreductible sobre Q.
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Teorema (Estructura de ideal en K[x]): Si K es un cuerpo entonces

cada ideal de K[x] es principal.

Demostracion:
Sea | ideal de K[x], con I ={0} entonces | =(0)

Supongamos que | =(0), ahora bien, sea g(x) € | de grado minimal,
sigr(g(x)) =0entoncesg(x) =k, ¥k e K, luego | =K[x] pues, k e Kes
invertible , por lo tanto el ideal es | =(1) = K[x], o sea es todo el anillo.
Por otro lado, supongamos que gr(g(x)) #0y sean f(x), g(x) el por
demostrar que | :<g(x)>, luego por el algoritmo de la division existe
q(x), r(x) tal que f(x)=g(x)-q(x)+r(x),con r(x)=0 06

gr(r(x)) <gr(g(x)).

Como f(x),g(x)el entonces r(x)el y g(x) se escogié de grado
minimal entonces r(x) =0, por lo tanto f (x) = g(x)-q(x).

En consecuencia | :<g(x)>. Luego cada ideal de K[x] es principal.

Teorema: Un ideal (p(x))={0} de K[x] es maximal si y sélo si

p(x) es irreducible sobre K.

Demostracion:

= Hip6tesis: Un ideal (p(x))={0} de K[x] es maximal.

Tesis: p(x) es irreducible sobre K.

Como (p(x))={0} de K[x]entonces p(x) no es constante, luego p(x)

no es invertible.
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Supongamos que p(x) es reducible sobre K, ademas que existe f (x) y
g(x) tal que p(x)=g(x)- f(x) con gr(f(x)), gr(g(x)) <gr(p(x))
Como p(x) (p(x)) se tiene que g(x)- f(x) e(p(x)) y como este ideal
es maximal es primo entonces g(x) e(p(x)) 6 f(x)e(p(x)).

Si g(x)e(p(x)) entonces g(x)=p(x)-s(x),¥s(x)eK[x], con
gr(p(x)) <gr(g(x)) iContradiccion!.

Ahora, si f(x) e(p(x)) entonces f(x)= p(x)-r(x), *#(x)e K[x], con
g(p(x)) < gr(r(x)) iContradiccion!, por lo tanto p(x) no es reducible,
luego p(x) es irreducible.

< Hipotesis: p(x) es irreducible sobre K.

Tesis: (p(x)) = {0} de K[x] es maximal, es decir:

Sea (p(x)) = | = K[x] por demostrar (p(x))=1 6 I =K][x].

Si I <K[x] entonces 1=(g(x)) pero K[x] es Dominio de Ideales
Principales (D.1.P.)

Ahora supongamos que { p(x)) = | debemos demostrar que 1 = K[x]

En efecto, como (p(x))=(g(x)) luego p(x)e(g(x)) entonces
p(x) = g(x)-h(x), con g(x)=constante 6 h(x) =constante.

Si g(x) =constante entonces (g (x)) = K[x], por lo tanto ( p(x)) = {0} de

K [x] es maximal.

Ejemplo 15:
Demuestre que f(X)=x*+8x—2 es irreducible sobre Q. (Es

irreducibleen R,yen C?
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a) Por ver que f(x)=x*+8x—2 es irreducible sobre Q.

Por criterio de Eisenstein se tiene:

Considerando p=2 primo se cumple que 2f1 pero 2|8, 2|2y 4/}2.
Por lo tanto f(x) es irreducible en Q.

b) Por otro lado veremos si f (x) =x*>+8x—2 es irreducibleen R y C.
Se tiene x* +8x—2=0 , luego x = —4+3J2 1o que implica que

X, =—4-32 Yy X, = —4+32, por lo tanto es irreducibleen R y C

Ejemplo 16:
Determinar cuél de los siguientes polinomios satisface el criterio de

Eisenstein.

a) x*—12

Tomando p=3 se verificaque 3f1 pero 3|12 y 912, por lo tanto

x> —12 es irreducible.

b) 4x" —9x° +24x 18

Considerando p =3 se tiene que 3| 4pero 3|18, 3|24, 3|9 y ademas 9|18
Como 9|18, no se satisface el criterio de Eisenstein, luego

4% —9x® + 24x —18 no es irreducible.

Ejemplo 17:
Encuentre todos los polinomios de grado 2 que son irreducibles sobre 7,
Los polinomios de grado 2 podemos escribirlos como:

f(x)=a,x’+ax+a,, cona,,a,a, €z, :{6,i}
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Por lo tanto a, =1, luego f(x)=x*+ax+a,

Ahora bien, si a =a,=0 entonces f(x)=x*, es reducible, pues
£(0)=(0) =0.

Ademés, si a, =a, =1 entonces f(x)=x*+x+1, es irreducible.

Por otro lado, si a, =1, a, =0 entonces f (x)=x*+ X, es reducible, pues
f(0)=(0) +0=0.

Asimismo, si a, =0,a,=1 entonces f(X)=x"+1=(x+1)-(x+1), es

reducible, pues f(f)):(l)2 +1=0, estaen Z,.

Por lo tanto el Gnico polinomio irreducible sobre Z, es f(x)= x> +x+1.

Teorema: Sea p(x) un polinomio irreducible en KJx],
si p(x) | r(x)-s(x), para algin r(x), s(x) € K[x] entonces p(x)|r(x) 6

P(X)[s(x).

Demostracion:

Como p(x)|r(x)-s(x) entonces r(x)-s(x)= p(x)-q(x), ¥ q(x) € K[x].
Luego se tiene r(x)-s(x)e<p(x)>, ademas por hipotesis se tiene
que p(x)es un polinomio irreducible entonces(p(x))es maximal, luego
(p(x))es primo, por lo tanto r(x)e(p(x)) 6 s(x)e(p(x)), ademas
r(x)=p(x)-qu(x) 6 s(x)=p(x)-0,(x) .

En consecuencia p(x)|r(x) 6 p(x)|s(x).

Corolario: Si p(x)eK[x] es irreducible y p(x)|r(X)-...-I,(X)

p(x)|r(x), paraalgun i=1n
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Nota: Para la demostracion de este corolario consulte el texto algebra

abstracta de John B. Fraleigh, capitulo 31 pagina 287.

Proposicién: Sea f(x)un polinomio no constante en K][x],

entonces f(x)se puede factorizar en un producto de polinomios

irreducibles y esta factorizacion es Unica, salvo en unidades.

Demostracion:

Es evidente si consideramos a f (x) irreducible.

Ahora bien, si f(x) es reducible entonces f(x)=g(x)-q(x) tal que
ar(g(x)) y ar(q(x)) <ar(f(x)), si g(x) y q(x) son irreducibles queda
demostrado. Ahora, si alguno fuera reducible por ejemplo g(x) entonces
9(x) =0, (x)-0,(x), con  gr(g,(x)), gr(a,(x)) <gr(g(x)),  luego
f (%) =0.(x)-9,(x)-q(x)

Por lo tanto f (x) =q,(x)-q,(x)-...-q,(x), con g.(x)irreducibles, Vi=1,n

, ésta descomposicion es unica.

Ahora, supongamos que existen p,(X) polinomios irreducibles tal que
f(x)=p,(X)-...- p,(x) luego p,(X)-...- p,(X) =q,(X)-...-q,(x), en efecto
p.()] G (X) .-, (x) lo que implica p,(x)|q,(x), *j=Lr, con p,(X)

irreducible.

Supongamos que p,(x)|g,(x) entonces q,(x)= p,(X)-h(x), con q,(X)

irreducible, luego h(x) =constante =u, € K, con u unidad, por lo tanto

g, (x) = p,(X) -u,, en consecuencia se tiene:

32
Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Eduardo Gonzdlez, Pablo Ossa & Oliver Tapia (tesistas 2008)




@ Universidad de
Playa Ancha

Lable[sam Abs-médulo 13: Anillo de Polinomios — Extension a campo

PASY s P () = PAR) Uy - Gy (X) ... G (X)
P2 (X) - P (X) =U; - 0y (X) ...~ 0 (X)
Luego p, (x)| 6, (x)-...-q, (x) entonces p,(x)[q, (), ¥j=2,r
Asimismo p,(x)|q,(x), por lo tanto g,(x) = p,(X)-u,, con u, € K

En efecto, se tiene que:

PARY - P =y Uy - PAR) - Gy(X) ... G, (X)

ps(x) ps(X) =U, - U, 'qs(x) '---'qr(X)

1=t Uy Uy (0gg (X) o 0 (X)) , €ON (g, (X) ... G, (X)) = 9 (X)

Por lo tanto r =s, en consecuencia p, son Unicos salvo unidades,

pues p,(x) =, - 6,(x).

Definicion 6. Sea A un D.FU., diremos que un polinomio no
constante f(x)=a,+...+a,-X" en A[x] es primitivo si y sélo si los

divisores comunes de los g, son unidades de A.

Ejemplo 18:

Determinar si f (x) =3x*+5x+1 en Z[x]es un polinomio primitivo.

f (X) no es primitivo, pues 6x* +10x +2 =2-(3x* +5x+1) y 24U (Z)

Proposicion: Sea Aun D.FU., entonces cada polinomio no constante
f(x) e A[x] se puede escribir como f(x)=c-g(x) donde ce Ay
g(x) es un polinomio primitivo en A[x]; ¢ y g(x) son Unicos salvo

unidades.
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Demostracion:

Es evidente si f (x) es primitivo.

Ahora que sucede si no lo es, sea d =mcd(a,, ...,a,) , entonces d | a,,
Vi=0,n,luego a =d-a , cona A, asimismo a,=d-a, como
también a_=d-a , por lotanto f(x)=d-(a,+a, -X+..+a,-Xx"), con

deAy (@, +a - X+..+a,-X") e A[x] y es primitivo.

Ahora verificaremos unicidad:
Sea f(x)=b-h(x), con beAyh(x) primitivo, se tiene que

f(x)=c-g(x), considerando e=mcd(b,c), podemos  decir

E-h(x)zg-g(x) , con E,EeA y mcd(g,gjzl, entonces
e e e e e e

b y_ C n
E-(b0+b1-x+...+bn-x )IE'(CO+C1'X+---+Cn'X ) ahora, por
igualdad de polinomios se tiene:

b C b c

—b,==:¢, ... —-b ==-C

e 0 0 e n e n

L . C
b, , asimismo se verifica que —| b
e

n

c| b c
Luego —| —-b, entonces—
el e e

C : . C
Por lo tanto —‘bi ,Vi=0,n, pero h(x) es primitivo entonces — es una
e e

unidad.
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b b C
Por otra parte —‘ci =0,n entonces — es una unidad, luego —=u,,
e e e

con u, € A unidad y b_ u, ,con u, € A unidad, por lo tanto c=e-u, y
e

b=e-u,,con c-u;* =e,sustituyendo se obtiene: b=c-u;*-u,=c-u,
con u;*-u, =U, siendo unidad en A.

Por lo tanto ¢ y g(x) son Unicos salvo unidades.

Propiedad (Lema de Gauss): Sea Aun Dominio de Factorizacion

Unica, entonces un producto de polinomios primitivos es primitivo.

Demostracion:

Consideremos f (x)=a,+a,- X+...+a,-X" yg(x)=b, +b -x+...+b - X"
primitivos en A[x].

Sea h(x)=f(x)-g(x) y peA un irreducible, como f(x) es primitivo
p no divide a todos los a,, luego tomando a, el primer coeficiente de
f (x) que no es divisible por p, esdecir p|a, Vi<r.

Por otro lado como g(x) es primitivo, entonces p no divide a todos los
b;. Sea b, el primer coeficiente de g(x) que no es divisible por p, es

decir p|b, Vj<s.

r+s

El coeficiente de x"™ en h(x) = f (x)- g(x) esta dado por

=a,-b, +a b  ,+.. .-b,+a b +a. b, +..+a b,

S+1 r+1 s—1

donde a,-b,. +a -b ar_l-bS+1 y a,-b,+.+a,-b, son

r+s— 1

Teorema: Sea Aun D.FU., Kel cuerpo de los cocientes de A,
f(x)eA[x] tal que gr(f(x))>0, si f(x) es irreducible en
A[x]entonces lo es en K[x]. Si f(x)es primitivo en A[x] e

irreducible en K[x], entonces f(x)es irreducible en A[x].
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divisibles por p, pero p/a,-b, entonces pjc,,, por lo tanto h(x)es
primitivo.

Demostracion:

= Sea f(x) un polinomio no constante en A[x]. Supongamos que
existen r(x), s(x) e K[x]polinomios de menor grado que f(x) tal que
f(xX)=r(x)-s(x).

Como r(x),s(x) e K [x] los coeficientes de estos polinomios son de la

forma %, conb=0 vy a,beA.

Quitando denominadores se tiene que:
d-f(x)=e-r(x)-s,(x), cond,ecA,
(%), s,(x) € A[x] y ar(r,(x)) = gr (r(x))
gr(s,(x)) = gr(s(x))
Luego f(x), r(x),s,(x) € A[x], es decir cada uno de ellos se puede
escribir como el producto de un elemento de A por un polinomio
primitivo en A[x].
Por lo tanto se tiene que:
f(x)=c-g(x),conceA y g(x) primitivo en A[x]
L(X)=c,-L(x), conc e Ay r,(x) primitivo en A[x]
s,(X)=¢,-5,(X) , conc, e Ay s,(x) primitivo en A[x]
Luego (d-c)-g(X)=(e-c,-c,)-r(x)-s(x), con  g(x), r(x)-s(x)

polinomios primitivos, entonces(e-c, -c,)=(d -c)-u, con uunidad de A
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Porlotanto & -c-g(x)=4 -c-u-r,(x)-s,(x), en efecto
c-g(x)=f(X)=c-u-r,(x)-s,(x) enA[x] de lo anterior podemos decir
que f(x) es irreducible en A[x].

< Demostracion queda de ejercicio para el lector.

Teorema: Sea A un Dominio de Factorizacion Unica, entonces A[x]

también lo es.

Demostracion:
Sea f(x)e A[x], con f(x)=0 yno unidad
Si gr(f(x))=0, f(x)=ceA ycomo A esun D.FU. entonces A[x]

también lo es.

Ahora bien, si gr(f(x)) > 0entonces:

f (x) e K[x], donde K es un cuerpo de los cuocientes de A.
f(X)=p,(X)-...- p,(X) , donde p,(x) es irreducible en K[x].

Los coeficientes de p.(x) son de la forma % ,cona,beAyb=0
Quitando los denominadores se tiene:

d-f(x)=q,(x)-...-q,(x), donde d vy los coeficientes de los g.(x) estan
en A, los g,(x) son irreductibles en A[x] y cada p;(x)=q;(x)-u;, donde
u.es unidad de A.

Como f(x), q;(x) € A[x], Vj=1 r setiene que: f(x)=c-g(x), con
ce Ay g(x) primitivo en A[x].

Ahora bien q;(x)=c;-q;(x), con ¢, Ay g;(x) primitivoen A[x],

Vj=1,r, por lo tanto se obtiene que:
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d-c-g(x)=c-...-C, - 0y(X)-...-q;(x) , entonces ¢, -...-c, =d -c-v , donde
v es unidad en A, luego sustituyendo nos resulta:
A-cg() =g -v-q()-..-q;(x), luego f(x)=(c-V)-¢(x)-...-q;(x).
Por lo tanto f(x) se descompone en producto de irreducibles en A[x] :
En consecuencia A[x] es D.FU.
Ejemplo 19:
Demuestre que | :{a+ f(x)/ae2Z ,f(X) eZ[x]} es un ideal de Z[x],
Por demostrar que, | <Z[x].
Demostracion:
i) Dados a+ f(x),b+g(x) el probarque (a+ f(x))—(b+g(x))el,
tenemos que (a+ f(x))—(b+g(x))=(a—b)+(f(x)—g(x)), con
(a-b)e2Z y (f(x)—g(x))=h(x)eZ[x] , porlo tanto c+h(x) e .
i) g(x)eZ[x],a+ f(x)el , por demostrar que a) g(x)-(a+ f(x))el
y b)(a+f(x)-g(x)el.
a) g(x)-(a+f(x))=g(x)-a+g(x)- f(x)

= (I, +b, - x+...+b,-X")-a+g(x)- f(x)

=b,-a+b -x-a+..+b -x"-a+g(x)- f(x), con
b -X-a+...+b,-x"-a=h(x), por lo tanto b, -a+(h(x)+ f (x)) €l
b) (a+f(x)-g(x)=a-g(x)+ f(x)-g(x)

=a-(by +by - x+..+b, - X")+ F(X)-g(x)

=a-by+a-b-x+...+a-b -x"+g(x)- f(x), con

a-b-x+...+a-b,-x"=h(x), por lo tanto a-b, +(h(x)+ f (x)) €l
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En consecuencia de lo anterior | < Z[x].

Nota: A continuacién se mencionaran los teoremas fundamentales de
extension a cuerpo, considerando que dichos teoremas no seran
demostrados pues no forman parte esencial de nuestro estudio y se
pueden desprender facilmente de los teoremas de los capitulos

anteriores.

Teorema de Kronecker: Sea F un cuerpo y sea f(x) un polinomio
no nulo en F[x], entonces existe un cuerpo extendido E de F y un

a € F tal que f(a):O.

Teorema: Sea K un cuerpoy | un ideal maximal de K[x], entonces

K[X% es un cuerpo isomorfo a K[a], donde « € F cuerpo, tal que
f (a) cF.

Ejemplo 20:

Sea R un cuerpoy f(x)=x*+1 un polinomio irreducible en R[x]. El
. ) . . R|x]
ideal 1=(x*+1) es un ideal maximal de R[x], entonces (¢ +1)

€S un cuerpo.
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R[x]

Consideremos reR, con r +<x2 +1> € <x2 +1> ;

tal que

R[X]<x2+1

> es un cuerpo extendido de R.

Si @ =x+(x* +1), entonces o’ +1=(x+<x2 +1>)2 +(1+<x2 +1>)
:(x2 +1)+<x2 +1> =0

Luego « es un cero de (X* +1). Comunmente se identifica R[%z o)

como el cuerpo C.
Ejemplo 21:

, ZalX] , -\ €scuerpo?
<x +1>

Por teorema, Z3[y2 -\ €s cuerpo si <x2+i> es un ideal maximal.
<x +1>

Ademas se sabe que <x2 +i> es un ideal maximal siy s6lo si x?+1 es un
polinomio irreducible en Z,[x]. Es claro que g(x)=x*+1 es
irreducible en Z.[x], ya que para todo aeZ,, g(a)=0, en

consecuencia g(x)=x*+1 es irreducible en Z,[x].
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Por lo tanto, <x2 +i> es un ideal maximal de Z,[x], lo que implica que

Zs[X]<X2 +i> es cuerpo.

Ejemplo 22:

: : 2L | X
Determine el inverso de p(x)=(x+1) en ul ]<x2 +1>

Se sabe que los elementos de Z“[X]<X2 +1> son de la forma (a-x+b),

con abeZ,. Si p(x)eg(x+1), entonces u(x) tal que

u(x)- p(x)=Pp(x)-u(x)=1, con p(x),u(x)e ZlM(xz +1)

Aplicando el isomorfismo de Z“[%z +1> en Z,,[a], por el teorema

anterior y por ser ¢ un homomorfismo, tenemos que:
p(u(x)-p(x)=0(1)

o(u(x))-¢(p(x)=¢(1)

(a-a+b)-(a+1)=1+0-a

a-a’+(a+b)-a+b=1+0-a.

Considerando que f(e)=0, entonces o’ +1=0, es decir a’=-1 lo
que implica que o =+/-1=i.

Luego la igualdad a-a2+(a+b)-a+b=i+0-a se transformara en

(a+b)-a+b-a=1+0-«, tal que se estableceran las ecuaciones:
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b-a=1y a+b=0. Resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene que

las soluciones son a=5y b=6.

Por lo tanto, el inverso de p(x)=(x+1) es el polinomio

u(x)=(5-x+6), tal que p(x),u(x)e Z“[X]<X2 +1>.

Ejemplo 23:

Determine el inverso de  p(x)=(x+1)=(x+1)+I en

Q[%2+6-x+6>'

Primero aplicaremos el algoritmo de la division a x> +6-X+6 y x+1,
obteniendo lo siguiente:
X*+6-X+6+X+1=X+5
—(x2 + x)
5:-Xx+6
—(5-x+5)
1

De esta forma podemos decir que, x* +6-x+6=(x+1)-(x+5)+1

, sabiendo que (@[x] posee estructura de cuerpo, luego despejamos el
resto de la division, y obtenemos:

1=x*+6-x+6—(x+1)-(x+5)
1+1 =[(x2+6-x+6)+ I]—[(x+1)-(x+5)+ | ]
L+l =1—[(x+1)-(x+5)+1]

1+I=[(x+1)+l]-[—(x+5)+I]. Por lo tanto, el inverso de

p(x)=(x+1) esel polinomio u(x)=—(x+5)=(x+5)+1.

42
Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Eduardo Gonzdlez, Pablo Ossa & Oliver Tapia (tesistas 2008)




Universidad de
£IPlaya Ancha
Lable[sam Abs-médulo 13: Anillo de Polinomios — Extension a campo

Ejercicios

1.- Sea f(x)=1eA[x], verificar que ¢, ( f(x))=1
2.- Sea f(x)=x*-3, tal que f(x)eQ[x], comprobar que es irreducible
en Q.

3.- Determinar si el polinomio 8x®+6x* —9x+ 24 satisface el criterio

de Eisenstein.

4.- ¢ Zu|X] 5 _> es un cuerpo?

<x +1

-, el
5.- ¢ %(3+3> es cuerpo?

6.- Determine el inverso de p(x)=2-x*—1 en el cuerpo

Q[x]
<x3+3>'

7.- Encuentre el numero de elementos y la forma que tienen estos

elementos en el cuerpo 23%2 i>'
+
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Desarrollo:

1.- Sea f(x)=1eA[x], verificar que ¢, ( f(x))=1

Se tiene que:

4, (f(¥))=6,(1)=¢,(1+a,-x+a,-x*+..+a,-X")
=4,(1+0-x+0-x*+..+0-x")
=1+0-a¢+0-@*+..+0-a"

=1
Por lo tanto ¢, (f(x))=1

2- Sea f(x)=x"-3, tal que f(x)eQ[x], comprobar que es
irreducible en Q.

Supongamos que es reducible, entonces tiene un cero en Q@

Luego tiene un cero meZ y m|a,, es decir m|3

Porlotanto m=+1 o +3

Si m=+1 entonces f(m)=-2

Ahora bien, si m=+3entonces f (m)=6 jContradiccion!, pues f (m)=0

Luego f(x)es irreducibleen Q.

3.- Determinar si el polinomio 8x*+6x*—9x+ 24 satisface el criterio
de Eisenstein.
Tomando p =3 se cumple que 3f8 pero 3|24, 3|9, 3|6 y 924

Por lo tanto 8x% + 6x? —9x + 24 es irreducible.

4.- ¢ Z“[X] > €s un cuerpo?

<x2+1
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Como se sabe por teorema, le[x]< 2, ]
X"+

_> es cuerpo si <x2 +i> es un

ideal maximal. Ademas se sabe que <x2 +i> es un ideal maximal si y

slo si x> +1 es un polinomio irreducible en Z,,[x]. Ahora bien, es claro
que f(x)=x"+1 es irreducible en Z,,[x], ya que para todo a €Z,, se

tiene que f(a);tﬁ, por lo tanto, de acuerdo al teorema anterior,

x> +1

-, el
5.- ¢ %(3+3> es cuerpo?

Por teorema, Q[yS es cuerpo si (x*+3) es un ideal maximal.
<x +3>

le[x]< _> es isomorfo a le[a].

Ademas se sabe que <x3 +3> es un ideal maximal si y solo si x> +3 es
un polinomio irreducible en Q[x]. Es claro que f(x)=x+3 es
irreducible en Q[x], por el criterio de Einseinstein:

Sea p=3 tal que p es un numero primo, por verificar que p/an Yy pla
para todo i <n y ademas pzjao.

Es claro que 3/1 y 3|3, pero 32/3 con lo cual el criterio falla, entonces
f (x)=x*+3 esiirreducible en Q[x].

Por lo tanto, (x° +3) es un ideal maximal, lo que implica que

Q[x]

<X3 +3> €S Cuerpo.
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6.- Determine el inverso de p(x)=2-x*—1 en el cuerpo Q[%3 L3)

Aplicando el isomorfismo ¢ de @[%3+3> en Q[a], tenemos que

p(a)=2-a*-1. Si p(x)¢<x3+3>, entonces existe un h(x) tal que

h(x)- p(x)=p(x)-h(x)=1, con p(x),h(x)e(@[%3+3>- Luego se

sabe que h(x) tendra la forma (c-x2 +b-x+a). Ahora bien, aplicando
el isomorfismo ¢ a h(x)- p(x)=1, se tiene que:
2(n(x)) 2(p(x)=¢(1)

h(a)-p(a)=1
(c-a®+b-a+a)-(2-a’ -1)=1+0-a+0-a*, luego realizando todas
las operaciones pertinentes, obtenemos la igualdad:
(-a=6-b)+(-b-6-c)-a+(-c+2-c)-a’=1+0-a+0-a>.
Ahora bien, igualando los coeficientes, obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones —a—6-b=1, -b-6-c=0y —c+2-a=0. Resolviendo el

12 2

. . 1
sistema, tenemos como soluciones a=—, b=-=-y c=—.
71 71 71

Por lo tanto el inverso de p(x)=2-x*-1 es el polinomio

2
h(x)_7—1—7—1-x+7—l-x ,tal que p(x), h(x)e <x3+3>'
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7.- Encuentre el nimero de elementos y la forma que tienen estos

elementos en el cuerpo Z3[X]<X2 i>'
+

Los elementos del cuerpo Z3[X%2 i> son de la forma
X+

f(x)+<x2+i>,donde f(x)eZ,[x].

Dados f(x),(x2+i)eZ3[x], por el algoritmo de la division existen
q(x),r(x)eZ,[x] tales que: f(x):q(x)-(x2+i)+r(x), sumando el
neutro | = <x2 +i> del cuerpo, nos resulta:

f(x)+]1 :[q(x)-(x2+i)+I}+[r(x)+l]

f(X)+1=1+[r(x)+1]

f(X)+1=r(x)+I

Como gr(r(x))<gr(x2+i), lo que implica que gr(r(x))=0 o
gr(r(x))=1.

(i) Si gr(r(x)):o, entonces es claro que r(x) son los elementos de

a-X=a-x"=a, con aeZ, luego por

Mo

Z,, ya que r(x)=

i=0

definicion a, € Z, y estaran contenidos en el cuerpo Z3[X]< , i>'
X“ +

(i) Si gr(r(x))=1, entonces r(x)=a-x+b, tal que r(x)eZ;[x] con

a,beZ,, de (i) e (ii), los elementos de Z3[X]<X .
+

) > son de la forma
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Wx):(a-x+b)+l (polinomios de grado menor que el grado del

polinomio generador del ideal).
Luego, como a,beZ,, podemos obtener los siguientes polinomios que
se pueden visualizar en la siguiente tabla, de acuerdo a la forma

(a-x+b) con a, beZ,:

b _ B} _
0 1 2
a
0 0 1 2
1 (_x) (x+1) (x+2)
2 (2-x) (2-x+1) (2-x+2)
Por lo tanto el cuerpo 3[ ] -, posee 9 elementos, a saber:
<x +1>
Zy[X] (%)

) =10,1.2,(x), (x+1), (x+2), (2-x), (2:x+1), (2:x+2)}.
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Autoevaluacion 13

1.- Determine todos los polinomios irreducibles en Z,[x].

2.- Hallar el cuociente y el resto de la division de los siguientes

polinomio en (@[x] y luego escriba f(x)usando el algoritmo de la
division.

a) f(x)=5-x"-3-x*+18-x-1 ;g(x)=2-x*+15-x-3

b) f(x)=10-x"-2-x*+6 ;g(x)=x"+2

3.- Hallar el med entre h(x)=x°-4-x*+1 y s(x)=3-x*+5-x-1 tal
que h(x),s(x)eQ[x].

4.- Hallar el mcd entre h(x)=x"+2-x*+1 y s(x)=x*+2 tal que
h(x),s(x) e Z,[x].

5.- Pruebe la irreducibilidad del polinomio, f(x)=x’+x+2 en Z,[x]

yen Zg[x].

7
6.- ¢ 11[X]<X5 .5 x+7> €s un cuerpo?

7.- Encuentre el inverso de f(x)=4-x+1 tal que f(x)e%2+l>.
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