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modulo 2:
2.1.- SUBGRUPQOS

Este capitulo entrega las herramientas necesarias para determinar cuando
estamos en presencia de un Subgrupo, a través del “Criterio para subgrupo”.

Estudiaremos también cuando un grupo o subgrupo es ciclico, lo que nos
hace destacar que existen grupos que sin necesidad de ser ciclicos sus
subgrupos si lo son o algunos de ellos. Aprenderemos también a determinar

el orden de cualquier grupo y de sus elementos.

Definicién 1: Dado (G,*) un grupo y H un subconjunto no vacio de
G, diremos que (H,x) es un subgrupo de (G,*), si y solo si,

#*:HxH —H satisface las propiedades de grupo.

2.1.1.- Notamos del ejercicio sobre el grupo geométrico de las

transformaciones de un poligono regular que lo dejan invariante como tal, es

decir (7, , -) que sus subgrupos propios son los siguientes:

(H={ Ry, R, Ry}, ")
(H= {Ro. S, }.9)
(Hs={ Ry, S,}.°)
(H,={ Ry, S}, )
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2.1.2.- Los subgrupos triviales de un grupo son dos; el que contiene sélo

al neutro del grupo y el grupo mismo. Del ejemplo del grupo (7,, -), podemos

decir que los siguientes son sus subgrupos triviales:

e Hs=({Ro}.")
o He=(Ta,")
Cabe destacar que ademas los subgrupos propios de (7., :) son

abelianos en cambio (7, -) no lo es.

2.2.- Grupos y Subgrupos Ciclicos

Definicién 2: Un grupo (G,*) se dice Ciclico si existe un elemento
g €G tal que para cualquier elemento x G, existe un entero k tal que

x=g* . Ental caso (G,*) es el grupo ciclico generado por g,y a su

vez, g se llama generador del grupo (G*) y se denota por G = (g)

Los subgrupos propios de (7,, -) son grupos ciclicos y abelianos,
de ellos podemos decir que:
e H,={R,,R,,R,} es ciclico generado por R,, también generado por R,,
se denota por H,=(R,)=(R,)
e H,={R,,S, }esciclico generado por S,, que se denota por H, Sl>
S,)

e H,={R,,S;} es ciclico generado porS,, que se denota por H,=(S;)

=(
=(

e H,={R,,S,}esciclico generado por S,, que se denota por H,

2

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Yesenia Bricefio, Katherin Lara & Carolina Macaya (tesistas 2007)




Universidad de
B/Playa Ancha

Labfe]/saM Abs-Médulo 2: Subgrupos-Grupos ciclicos

Notemos que un elemento g € G es de orden k si g* = e, (neutro),

donde k € Z es el menor entero positivo y se denota por |g| =k

¢Es (T,, *) ciclico?

No lo es, pues ninguno de sus elementos es de orden 6, lo que quiere

decir que no existe para cada elemento de (7,, -) un menor entero positivo
igual a 6 talque x°= R, donde x e 7, .

A continuacioén se presenta la red de subgrupos de (7,, -)

//\\
Y%

{Ro}

Considerando el grupo (7, , -) podemos resolver la siguiente ecuacion

(Ri-R;)*-x*S5,-S, S, = (S,)°
(R)°-x*+(S,-S,)-S, = S,
R,"X*:R-S, = S,
R, x*-S, = S,
x?.S, = S, [-S,derecha
x> = R,

Solucion x e {R,, S;, S,, S;}

Este tipo de ejercicio es sencillo de responder al observar la tabla
correspondiente.
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Definicién 3: Dado G un grupo ciclico finito generado por el

elemento g € G, diremos que el orden de cualquier elemento X e

G es el menor entero positivo m talque x"= e, donde e es el

neutro del grupo G.

Observacion: Como x e G =(g), entonces x =g“, k € Z", luego
X =ord(x) =m =(g“)"=e.

Nota: g*se refiere a notacién multiplicativa.

Ejemplo 1: Determine el orden de los elementos de:
a) (Ta )

Sabemos que el neutroen (7,, ) es R , » entonces:

(Ry)' = R, (R)' = R, (R,)' = R,
(R,)* = R, (R,)* = R,

(R)* = R, (R,)° = R,

R,| =1 LR =3 iR, =3
(s)b = S, (S,)' = S, (S, = S,
(5)7 = R, (5,)° = R, (5:)* = R,
s, = 2 as,| =2 s, =2
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b) Z,xZ,

Z,xZ,={(0,0)

100). 03). 02). 0.3). (0). €, 62). 43) |

Sabemos que el neutroen Z, x Z, es (6,(_)), entonces:
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Luego el orden de los elementos es:

)=+ [62]-2 |03]-+ |GO)|-2 |D)|-
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Teorema: Sea G un grupo ciclico finito, generado por g y |G|=n,

n

entonces g"=e y los elementos de G son exactamente

1

g5,9%..,9" " g"=e.

Demostracion:

Supongamos por el contrario que existe m e Z ", talque g"=e, V m<n.

Sea x € G, entonces x= g*, k € Z*, aplicando Algoritmo de la division
alos enteros k y m (con m<k), entonces existen enteros q y r
talque k=mq+r,donde0< r <m.

Luego con 0 < r < m se tiene:
k

g =9g""=9g"g"'=(g")" g"=g", donde g" =e.

r

Esto nos dice que x = g" € G, es decir que el grupo G posee a lo

menos melementos, lo que es una contradiccion con el orden de G, que

posee n elementos.
Luego no existe m < n, talqgue g™ =e. En consecuencia, Si |G|: n,g"=e
donde G = (g).
Soélo falta verificar que todos los elementos de G son distintos, para ello
supondremos que g', g'e G, con g' =g’,donde i < j <n.
Luego tenemos g'=g'/ g™

— e=g/", donde 0< j—i <n.
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iEs una contradiccion!, por lo demostrado previamente. Luego todos los
elementos de G son distintos.

Observacion: Si G es un grupo ciclico finito de orden n, entonces n es el
menor entero positivo talque g"= e

2.3.- Criterio para Subgrupo

Hasta aqui hemos definido (G,*) como un grupo, y un subgrupo de el

como una dupla (H ,*), tal que @ # H G, donde (H ,*) es un grupo. H

es subgrupo de G, recordando que se denota por H <G.

Proposicién: “Criterio para Subgrupo”

Dado (G,*)ungrupo,y @ # H < G, entonces, H < G ssi:
()Dados x,y e H => x * y e H

(iDado x € H= x' e H,(x'eselinverso de x en el grupo H).

Demostracion:
=] Hipotesis: H <G
Tesis: (i) Dados X, y eH = x * y e H

(i)Dado x e H = x* € H, (x *es el inverso de x en el grupo
H).

Por hipotesis se tiene que H <G, esto quiere decir que H es un grupo,

luego las condiciones (i) y (ii) se cumplen.

<] Hipotesis: () Dados x, y e H = x * y € H

(i)Dado x e H = x'e H,(x'eselinversode x enH)

Tesis: H <G.
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Aqui debemos demostrar que H es grupo con la operacién del grupo G,
como se satisfacen las condiciones (i) y (ii) por hipotesis sélo basta probar

que “+” es asociativaen H yque 3le;, € G.

Como H < G, se cumple asociatividad pues se hereda del grupoG .
Porverque e; € H:

Tenemos por (i) quesi x e H =x' e H, (x'eselinversode x )y

por () que dados x, x' e H = x = x' e H

6 € H.

De esta manera queda demostrado el criterio para subgrupo.

Corolario: (del criterio de subgrupo)
Dado (G, *) un grupo y H un subconjunto no vacio de G,
entonces, (H,*) es un subgrupo de (G,*) siy solo si:

0) VX,yeH:x=*y'eH, (y'eselinversode y enel
grupo H).

Ejemplo 1: Sea (G,:) un grupo y a e G fijo, entonces:
H={xeG:x-a=a-x}<G.

Demostracion:

(i) Es claro que H, < G, ademas H, # @, pues e; e H,, luego podemos

asegurar que e;-a = a-eg.
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(i) Dados x,y e H,, por demostrar que Xx-y e H, , es decir se debe

verificar (x-y)-a = a-(x-y).

Se tiene por asociatividad en G que:

(x-y)a = x-(y-a) ;yeH,

x-(a-y) :asociatividad de G

(x-a)'y ;xeH,

(a-x)y
a-(x-y)

LX) e H,

(i) Dado x e H,, por demostrar que x* e H,, es decir se debe
verificar x*-a = a-x™.

Sabemos que x € H,, esto es:

X-a = a-X : Xt por izquierda
x*-(x-a) = x*-(a-x) ;porasociatividad
a = x'-a-x ;x' porderecha
a-x*t = x'-a
x'eH

En consecuencia de (i), (ii), (i) tenemos que H,<G

Ejemplo 2: Pruebe que 67Z < 27 < 7Z (nZ grupo aditivo)

9

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Yesenia Bricefio, Katherin Lara & Carolina Macaya (tesistas 2007)




Universidad de
B/Playa Ancha

Labfe]/saM Abs-Médulo 2: Subgrupos-Grupos ciclicos

Demostracion:

(i) Claramente 6Z < 2Z,yaquesi X € 67
Entonces tenemos:
X =6-k k eZ
2-(3-k) ;3-k eZ

X eZ

Ademas 67 # &, pues 0, € 6Z.

(i) Dados x, y e 67Z por demostrar que X + y € 6%, luego:
Six,y € 6Z,tenemos x =6-k , y=6-tconk,teZ
Luego; x +y =6-(k+t) ;(k+t) e Z

Xty € 67
(i) Si X € 67Z por demostrar que —x e 6Z, entonces:

Como X e 6 se tiene:

X =6-k c keZ
-X :_6.k
= 6-(-k) -k e Z
S-X € 67Z

En consecuencia de (i), (i), (iii)) tenemos que 67Z <27

Nota: Engeneral nZ< Z
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Ejemplo 3: Sea G un grupo abeliano, entoncesH ={ x € G: x*=e} < G.

Demostracion:

(i) Claramente H # @, H < G ,puese, € H estoes: e’ =e.

(i) Si x,y € H, por demostrar que (x-y) € H, se verificaque (x-y)? € H.

Se tiene:
(x-y)? = (x-y)( . G es abeliano.

X-y)

= (x-y)(y-x)

= x(y'y)x ;yeH

= X-e-X

= XX ;X e H

= e

oo (x-y)eH.

(i) Si x € H entonces por demostrar que x* = e, estoes: (x*)? =e

Se tiene:
(xH? = x*.x? ;inverso del binomio
= (x-x)™ ;X € H
= ot
= e
xte H

En consecuencia de (i), (i), (iii), tenemosque H < G.
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Ejemplo 4: Sea G un grupo, si H, T < G entonces demostrar que
HNT <G.

Demostracion:

()Esclaroque H "T < G,pues H c G A T < G,ademds H "T # g,
yaque e; € H yademas e, e T,entoncese; € HNT.

HAT G

(i) Si x, ye HANT pordemostrarque (x-y)e HANT.

Por hipétesis se tiene:

X,y e H A X,y eT

= (x-y)e H,pues H<G A = (x-y)eT ,puesT<G
SL(Xry)e HAT.
(i) Dado x € H N T, pordemostrarque x* e HANT:
Six e HNT, setiene;

XeH A XeT

pero H<G A T <G
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luego x* e H A x'eT

Xt e HNT.

En consecuencia de (i), (ii), (iii), se teneque H T < G.

Nota: Generalizando; Sea G un grupoy { H, : i € | } una familia de

subgrupos de G. Entonces: NH, < G

iel

Definicién 4: Z(G) ={ xeG: x-y = y-x, Vy e G} es el centro
del grupo G, o bien el centralizador del grupo en el grupo, se anota
C(G, G).

Ejercicio: Sea G un grupo, entonces Z(G)< G.
Demostracion:
(i) Z(G) < G por definicién de centralizador, ademas Z(G) # @, pues se tiene
que e; € Z(G),estoes; ey =y-e ;VyeG.
L Z2(G) < G.

(i) Dados x, y € Z(G) por demostrar que: x-y e Z(G) , es decir se debe
verificar (X-y)-z =z-(x-y); vz € G.
Se tiene:

(x-y)-z

x(y-z) ;yeZ@G),VvVz

X-(z-y) ;asociatividad en G

(x-z)y ;xezZG),V z
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(z-x)y ; asociatividad en G

z-(x-y) ,;Vz
X-y e Z(G).

(i) Dado x € Z(G), por demostrar que x* € Z(G), es decir:

-1

xtz=z-x' vVvz_G

Sabemosque x-z =z-x,Vz e G pues x € Z(G), entonces tenemos;

Xz = 7-X | x7* por izquierda
Xtxez = x.z-x
e-z = x't-z-x / x™* por derecha
e-z-x+ = Xtozox-xT
z-x't = x*'z IvVzeG
X e Z(G).

En consecuencia de (i), (ii), (iii), tenemos que Z(G) < G.

Proposiciéon: Sea (G, -) un grupo. Entonces H ={ g": ne Z } es
un subgrupo de G.

Demostracion:
Setiene HcGy H # J,donde e; € H
i) Dados x,y € H, pordemostrar x-y € H
Six,ye H=x=g" y=g",dondek, reZ
Luego tenemos x-y = g“-g'=g“"=g*,donde 1 = k+re Z

Xy e H
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i) Dado x € H por demostrar x ' e H

Six eH :X:gk,keZ
Luego x* = (gk)_l== g -k €Z

. Xxte H

Finalmente por i) y ii) podemos asegurar que H < G

Teorema : “Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico”

Demostracion: (John B. Fraleigh; “Algebra Abstracta”: pagina 58”)

Hipdtesis: G =(g) vy H < G
Tesis: H es ciclico.

Si H ={e.}, entonces H es ciclico (Trivial)

Consideremos a H # {e;}, Como H < G=(g), los elementos de H son
de la forma g° y consideremos m el menor entero positivo tal que g" € H.
Aplicamos “principio de la division” a s y m (con m<s) se tiene que existen
enteros q y r tales que:

s=mqg+r ; con0<r<m
r=s-mgq i O<r<m
=g =9g"™=9g"-(g")"
Como g°ceH yg"eH conlocual (g") %< H se tiene que:

g°- (g") e H. Luego g" € HdondeO<r < m, esto es una contradiccion,
pues m es el menor entero positivo tal que g" e H.

Luego r=0, asi s= mg. En consecuencia g°= g™ = (g™ eH

~H = (g™) esciclico.
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Proposicién: Si G=(g) es un grupo ciclico finito de orden n,
entonces los subgrupos de G, son exactamente los subgrupos

generados por g™ , donde "m dividea n", esto es:

Corolario: H < G =(g) , ‘G‘: n

= H =(g"), donde m‘n luego

Ejemplo 5:
Z,= (1)
= H = Im> < le’ donde "
m:1’H1:<i>:le
m = 12 ; H, = 112 - (D) Subgrupos
{ ) Triviales
~N
= _ _ 2 _
) 20 M= iy = (2
_ Subgrupos

"‘=‘°’;H4=<13>=<3>>

16

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Yesenia Bricefio, Katherin Lara & Carolina Macaya (tesistas 2007)




Universidad de
BIPlaya Ancha

Labfe]/saM Abs-Médulo 2: Subgrupos-Grupos ciclicos
mo=4 s Hs =1y =
_ A B Propios
mo=06 5 Ho= g0 (6)

La red de subgrupos de Z,,

(3)

(4)

<7
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2.4.- Guia n°2

1.- Establecer si H es subgrupo de G con la multiplicacion ordinaria:
H={2"/neZ};G =Q—{0}
S(H={2"IneZ},-) <G ?
(i H= @
El neutro de Q —{0} es 1, luego el neutrode H es 2°=1, pues Oe Z,
entonces H=#= o

“ HcG

(i) Sean x,yeH , por demostrar: x-yeH .

Si
xeH — X = 90
yeH — y = 29m
luego Xy = on om
= 2mn ,(Mm+n)eZ

x-yeH
(iii) Si xeH , por demostrar: x*eH

Si
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XxeH — X = 2" ()
X—1 e (2 n )—1
xt = 20 —neZ
Xx"eH

En consecuencia de (i), (i) y (i) H<G

2.- Demostrar que todo subgrupo de un grupo abeliano es también abeliano.

Demostracion:

Hipotesis: H <G ,G abeliano

Tesis: Hesabeliano

Va,beH ,por demostrara-b=Db-a

Por hipétesis se tiene que H <G , luego H < G entonces:
si a,beHcG—a,beG , como Ges grupo abeliano

a-beG—-b-aeG, loque demuestra que H esabeliano

3.- Demostrar que todo subgrupo ciclico es abeliano.

Demostracion:
Hipotesis: si [G|=n —> g"=e ,g G talqueG=(g) , luego:
Vx eG, 3k eZ talque x= g*

Tesis: VX,yeG por demostrar X-y =y-X

si xeG — X = gk keZ
si yeG — y = g' deZ
Iuego X-y = gk.g'
19
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= g“ K+leZ,+enZes
conmutativa
= gl+k
- gl . gk
X-y=Yy-X

4.- Encontrar todos los subgrupos de Zeo ; confeccionar la red.

Los subgrupos de Zeo. H < Zeo, tal que H =(u) ,donde u divide a 60,
entonces u €{1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30}

luego se tienen:

- subgrupos triviales de Zeo: {0} y Zso

- subgrupos propios de Zeo:

H, = (1) = Zeo

w N
1 |

N N

CIaS

= (4
(5)
= (6)
= 10)

S

[o2]

~

[ee]

= 12

I T T =T U1I I I I
1

= (15)

©

s
1

(20)
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Hi = (30)
ZGO
/N
) <2>
AN
(15) /1(\»/ (6) (4)
(30) (20) /g
\
{64

2.5.- Autoevaluacién 2

1.- Establecer si H es subgrupo de G con la multiplicacion ordinaria:
H={a+b-x/§/a,beQ no ambos nulos} ; G= R-{0}.
2.- Encontrar todos los subgrupos del grupo constituido por los enteros

multiplos de 3.

3.-Si Ay B son subgrupos de un grupo G. ¢Es AUB<G ?.
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4.- Si G es un grupo abelianoy H <G, demostrar que

S(H) ={xeG/x*cH}, es un subgrupo de G.

5.- Probar que G={1, -1, i, —i} , con la multiplicacién, es grupo ciclico.
¢ Tiene G algun subgrupo ciclico?.

6.- Determinar el orden de cada elemento del grupo G ={1, -1, i, —i} , conla
multiplicacion.

7.- Encontrar todos los generadores de Z, .

8.- Probar que un grupo ciclico con un sélo generador tiene a lo mas dos
elementos.

9.- Demuestre que en un grupo G, V a,beG:

(9.1) ord(a) =ord(a™)

(9.2) ord(a-b) =ord(b-a)

10.- Hacer una red de subgrupos de Z,, ¢Cuantos generadores posee?,

¢,Cual es el orden de cada uno de sus subgrupos?.
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