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Moédulo 3:
3.1.- GRUPOS DE CLASES RESIDUALES MODULO N

Este capitulo es conveniente analizarlo con detencién, porque se estudiara
que bajo la relacién de congruencia mdédulo n, el conjunto de nimeros enteros
gueda particionado en n conjuntos distintos llamados clases de equivalencia; a
las que llamaremos clases residuales modulo n. que servirdn de ejemplos para

el resto de los capitulos.

3.2.- Grupo aditivo de las clases residuales mdédulo n.

Definiciénl: Dados a, b enterosy n € Z ~ , diremos que:
a=b mod (n) ssi n divide a (a—b)

< 3dk € Z talque a—b=kn

<3k € Z talque a=b+kn

(Notacién: a=b mod (n) “a es congruente con b médulo n”)

Ejemplo 1:
4=0 mod (2)
6 = 4 mod (2)

6=0 mod (2)

( 2]6-4= 2|2=3keZ talque 2=2+k,donde k=0 )
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La congruencia modulo n es una relacion de equivalencia.
Por ver que cumple ser:
v'Refleja

En efecto, VaeZ, a=a+0=a+0n

Lo que implica a = a mod(n)

v'Simétrica
En efecto, V a, be Z se tiene:

Sia =bmodn = a = b+ kn
-a+ta = -a+b +kn
-b = -a+b +kn-b
-b = -a+b -b +kn
-b = -a+kn
b = a+(k)n;-k €eZ
~.b =a mod (n)

v Transitiva
En efecto, V a, b, ce Z se tiene:
Si a
Sib

b mod(n) =>existe keZ talque a =b +kn, y Q)

¢ mod(n) =existe k'eZ talque b =c + k'n, 2

Sustituyendo (2) en (1) se tiene:
a=c+k'n+kn=c+(k'+k)n ,con (k'+k)eZ

.a=Cc mod(n)

Por lo tanto, “La congruencia modulo n es una relacion de equivalencia”.
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Observacion: Como la congruencia modulo n es una relacion de equivalencia,

particiona al conjunto Z en clases de equivalencia, donde cada clase es una

clase residual modulo n; esto es:

cl(0),cl®,...,cl(n-1) .

Ejemplo 2:
15=x mod (2)
=15= 1 mod (2)

Es decir 15 ¢ cl(2) modulo 2.

(Notacion: clase de x: cl(x) o i)

[ Definicion 2 : Conjunto de clases residuales modulo n
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Z/EmOd(n) ={0,1 .., n-1}

(Anotaremos Z/zmod (n) como 7Z,)

Ejemplo 3: Describir Z,
SetieneZ, = {0, 1}

0 = {XeZ:x=0 mod (2) }
= {xeZ:x=0+2k, keZ}
= {..-4, -20 2 4, 6,.}

1 = {xeZ:x=1mod (2) }

{xeZ:x=1+2k, keZ}
{-.-3, 11 35 7,..}

Fermat (1601-1665)

Abogado francés, las matematicas
eran para el su hobby. Es
recordado entre otras cosas por su
trabajo en la Teoria de nUmeros, y
por decir que habia descubierto
una “prueba maravillosa” pero que
no habia en la pagina suficiente
margen para darla. Numerosos
matematicos han intentado, sin
éxito probar este teorema el cual
enuncia que dada la
ecuacion: X" +y” =Zz" no es
posible satisfacerla para valores
enteros de x e y, cuando n > 2.

aP=1= 1mod(p)

Corolario: Si a € 7Z, entonces

aP=a mod(p) ;VvbeZ

3.2.1.- Teorema de Fermat: Si a e zZ y p €S un numero primo que

no divide a, entonces p divide aP1-1 | estoes:
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Teorema: (Z,, +) es un grupo abeliano.

Demostracion:

Definamos una l.c.i. “+” en Z A como:

+: Z.x 7, - 7,
tal que

VXYEZ, + X+y=x+y

I) Por ver si la operacion “+” esta bien definidaen Z .

Si (X y) = (u V)
X=Uu A y=v
U U
X=umodn A Yy=vmodn
U U

dkeZ:x=u+kn A 3FteZ:y=v+tn

Sumando: x+y=u+v+n(k+t), k,teZ

= X+Yy=(u-+v)modn

.". La operacién “+” esta bien definida.
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i) Por ver sila operacion “+” cumple con asociatividad en Z .
VXY e Z,

Pd.  (x+y)+z = x+(y+2)

En efecto, (x+Y)+z (X+Yy)+z
= (X+y)+z :tesasociativaenZ
= X+(y+2)
= x+(y+2)
= x+(y+2)
.".La operacion “+” cumple con asociatividad en Z

iif) Existencia de elemento neutro Z , .

Debe existir w € Z,, ¥V X € Z, tal que X+w=w+X=X

Il
x|

Supongamos X+ W

Entonces, X+W = X
X+W = mod (n)
w = 0 mod (n)

w = 0

. ElneutroenZ, es 0
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Iv) Elemento opuesto (inverso aditivo) en Z

V xe Z,, debe existir ue Z, talque X+U=u+x=0

Supongamos X+u = 0
Entonces, X+u = 0
X4+U = 0 mod (n) /-(—X) izquierda
u = -x mod (n)
U
u = (n-x) mod(n)

. Eliinverso aditivo de x es (n—x) en 7

Iv) Por ver sila operacion “+” es conmutativaen Z, .

v X,ye %Z,,
p.d. >_(+§ = §+>_(
Enefecto, xi1y = x+y/+esconmutativaen Z
= y+Xx
= §/+)_(

.. La operacion “+” es conmutativa en Z

. (Z,, +) es un grupo abeliano
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Ejemplo 4: ¢Es (Z,, +) un grupo abeliano ciclico?

Para verificar que (Z,, +) es un grupo, elaboraremos la Tabla de Cayley o

de doble entrada.

+
ol
[l

(e])]
(e]]
[l

1
=
ol

Se observa en la tabla que la operacion es cerrada, la asociatividad se
hereda de Z, el elemento neutro es 0, y ademas cada elemento del grupo tiene

su inverso, estos son:

-Elinversode 0 es 0.

-Elinversode 1 es 1.

Notemos ademas que (Z,, +) es un grupo abeliano, por la simetria de la tabla

Por ver si es ciclico:

1

-
Il

=

Claramente el grupo (Z,, +) es ciclico generado por el 1.

~.(Z,, +) es un grupo abeliano ciclico
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Ejemplo 5: Describir Z,, ¢Es (Z,, +) un grupo abeliano ciclico?

SetieneZ,={0, 1, 2}

0 = {XeZ:x=0 mod(3)}

= {xeZ:x=0+3k, keZ}

+
ol
i
N |

= {.-6,-303 6.}

ol
ol
o
N |

o
o
NI
ol

1 = {XxeZ:x=1mod(3)}

[\
[\
ol
[E

= {xeZ:x=1+3k, keZ}

= {.-5 -2,1 4 7.}

2 = {xeZ:x=2 mod(3)}

{xeZ:x=2+3k, keZ}

{.~4 -1 2,5 8..}

Se observa en la tabla que la operacién es cerrada, la asociatividad se
hereda de Z, el elemento neutro es 0, y ademas cada elemento del grupo tiene

Su inverso, estos son:

-Elinversode 0 es 0.
-Elinversode 1 es 2.

- Elinverso de 2 es 1.
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Notemos ademas que (Z,, +) es un grupo abeliano, por la simetria de la

tabla.

Por ver si es ciclico:

1t =1 2t = 2 = (1?)!
12 = 2 22 = 1 = (1?)?
1* = 0 2° = 0 = (1»)°

Claramente el grupo (Z,, +) es ciclico generado por 1 y por 2. Lo

anotaremos Z, =(1) = (2)

~.(Z4, +) es un grupo abeliano ciclico.

Notemos que:

Ll ., T . ., .
e 1 es una notacion multiplicativa, pero como la operacion es aditiva la

entenderemos como en notacion aditiva, esto es nl (n veces i).

e El grupo (Z,, +) con p primo, posee solo subgrupos triviales, lo

generan todos los elementos, salvo el 0
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Ejemplo 6: Describir Z,

Z62{0'1’2’3'4’5} + 6 i 5 é Z S

ofo 1|2 3 4|5

111 234 50

212 3|4 50 1

313|450/ 1]2

44 5/0 123

5/5 0 123 4
Notamos que:
1t =1 2 =2 3 =3 4" = 4 5' =5
iz = 2 2?2 =1 3 =09 4 = 2 52 = 4
1* = 3 2% =0 4° = 0 5% = 3
i° o= 3 5¢ = 2
is — 5 55 = i
ie — 6 56 = (_)

Podemos decir que 1 y 5 son generadores de Z, el orden de cada uno de

ellos es el orden del grupo, en este caso 6.
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3.2.2.-Observaciones:

3.2.2.1.- En general (Z,,+) es un grupo abeliano ciclico, generado por

X , donde (x,n) =1.

3.2.2.2.- El nimero de generadores esta dado por ¢ (n)
Ejemplo: Z,;, = n =18
Luego ¢(18) = ¢ (2-32)=(2-2°) (3*-3) =6

.. El nUmero de generadores de Z,, es 6.

3.2.2.3.- H es un subgrupo de Z , si:

H =(g),donde g |n

Ejemplo: Hallar los subgrupos de Z

Los g tales que g | 6 son:1,2,3y6

Pero H, = () y H ,=(6):=(0), estos son los subgrupos

Triviales, luego los subgrupos propios de Z, son (2) y (3).
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3.3.- Grupo multiplicativo de las clases residuales médulo n

Se define (Z’,, -) un grupo multiplicativo.
Donde Z’ :{i eZ, :(x,n)=1}

Ejemplo 7: Describir (Z',, -)

7z ,={1,3}

1| 3
1113
313 |1

Se observa en la tabla que la operaciéon es cerrada, la asociatividad se
hereda de Z, el elemento neutro es 1, y ademas cada elemento del grupo tiene
Su inverso, estos son:

-Elinversode 1 es 1

- Elinverso de 3 es 3

Claramente (Z’,, -) es un grupo abeliano ciclico generado por 3
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Ejemplo 8: Describir (Z’, , -)

7,={123456}=2,- {0}

e|l1/2 /3 4 5 6
11 2 3 4 56
2|12 4 6 1 3|5
313 6 /2|5 14
414 1 5 2 63
5/!5/3|1 /6 4 2
66 5 4|3 2 1

Se observa en la tabla que la operacion es cerrada, la asociatividad se
hereda de Z, el elemento neutro es 1, y ademas cada elemento del grupo tiene
Su inverso, estos son:

-Elinverso de 1 es 1
-El inverso de 2 es 4
-Elinverso de 3 es 5
-Elinverso de 4 es 2
-Elinverso de 5 es 3

-El inverso de 6 es 6

Claramente (Z’,, -) es un grupo abeliano ciclico generado por 5
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3.4.-Guian®3

1.- Escribir todas las clases de equivalencia determinadas por la relacion

a =b mod (6) en Z,.Confeccionar la tabla correspondiente a (Z,, +).

Z,={0123,45}

0 = {XeZ:x=0 mod(6)}
= {XxeZ:x=0+6k, keZ}
= {..,6,0,6, 12,18,...}

1 = {XeZ:x=1 mod(6)}
= {XeZ:x=1+6k, keZ} o
_ {..51 7,1319.} {0 1123145
5 = {XeZ:x=2mod(6)} olo 12|32 5
= {.-4,28 14, 20,.} 1|12 3,4 50
3 = {XeZ:x=3mod(6))} 2123 4 /501
= {.-3,309 15 21.} 3|13/4 5 0 1 2
2 = {XeZ:x=4mod(6)} 41450 123
= {..~2, 4,10, 16, 22,..} 5501 2|34

5 = {XeZ:x=5mod(6)}

= {.-1,511 17, 23..}
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2.- Investigar si Z, forma un grupo con la multiplicacion modulo 3, idem para
Z,—{0}.

SetieneZ,={0, 1, 2}

[

ol
—
N

ol
ol
ol
ol

[t}
(e]]
=
N

N
ol
N
(=

.. Evidentemente (Z,, -) no forma un grupo, porque carece de elemento

neutro.
Luego Z,-{0}={1, 2}
1] 2
1112
2 2|1

S (Z,-{0}, -) forma un grupo abeliano, es cerrada la operacion, el elemento

neutro es 1, el inverso de 1 es 1, el inverso de 2 es 2, cumple con

asociatividad, y evidentemente por la simetria de la tabla es conmutativo.
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3.- Resolver la ecuacion 3x=6 mod (15), cuando 0< x<15.

Se tiene

3Xx = 6mod(15)
3Xx = 6+15k ke Z
X = 2+5k

0< 2 +5k <« 15
—-2< 5k < 13
"< ok <Y
04 < k <26
Pero k e Z

IN
N

=0< k

S k=0 = x=2 = 6=6mod (5)

k=1 = x=7 = 21=6mod(15)

k=2 = x=12 = 36=6mod (15)
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4.- Si a=bmod(n) demostrar que a-+c=b+c mod(n)

Hipotesis: a =b mod(n)

Tesis > a+c=b+c mod(n)

Si a =b mod(n)
= a=b+kn ;kezZ [+c
= a+c=b+kn+c
= a+c=b+c+kn
S.a+c=b+c mod(n)
5.- Demostrar que Vne Z: n?= 0 mod(4) 0 bien n? = 1 mod(4)
Si n es par = dpe Z talque n=2p
= n’=(2p)?

= n?=4p’

. n2 = 0 mod (4)

Si nesimpar = JIpe Z talque n=2p+1
—n’=4p*+4p+1
-.n=1mod (@)
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6.- Determinar el nUmero de generadores de Z,,, hallar sus subgrupos y hacer

la red de estos.

El namero de generadores esta dado por

¢ (90) =(2-3-5)=(2-2°)(3* -3)(5-5") =(1)(6)(4) =24

. Zg, tiene 24 generadores

Z4 = (X) tal que (x, 90)=1

Determinemos los subgrupos de Z,,

H esunsubgrupodeZ,, siH = (g), donde g|n

Sea H < Zy,=H =(u),donde u|90

~ue{l 2356, 9,10, 15,18, 30, 45,90 }
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Red de Subgrupos de Z,:

Zgo

<5> <2>
<9>& <15> <1o>

(45) <30>

\{0}/
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3.5.- Autoevaluacién 3

1.- Escribir todas las clases de equivalencia determinadas por la relacion

a =b mod (8) definidas en Z. Confeccionar la tabla correspondiente al grupo Z, .

2.- Resolver las siguientes ecuaciones:

a) x +22 = 8 mod(5)
b) 5x —3=-7 mod(12)

C) -2x+1 = 4x -7 mod (27)
3.- Si a=bmodn demostrar que a c=hc mod (n)

4.- Determinar el niumero de generadores de Z,,, hallar sus subgrupos, sus

ordenes y hacer la red de subgrupos.
5.- Cuales de los siguientes grupos son ciclicos: (Z'; , -); (Z’g, -); (Z 4, ).

6.- Determinar los distintos subgrupos de 7'y, Z,, generados por un solo

elemento.

7.- Demuestre o refute si Z, x Z, es ciclico.
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