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modulo 4:
4.1.- GRUPO DE PERMUTACIONES

Definicién 1: Una permutacion es una biyeccion definida en un

conjunto cualquiera.

Sea X un conjunto no vacio,|X| =n, diremos que (BiyX ,-) es un

grupo donde BiyX ={f: X —» X / f es biyectiva}.

Este grupo recibe el nombre de grupo de permutaciones (o grupo de

simetrias o de transformaciones).

Lo anotaremos como S,, asi diremos que (S,,) es el grupo de

permutaciones. Si o € S, entonces o: X — X es biyeccion.

Nota: Sea X ={ a,,a,,...,a, }con a; # a; coni#jysi o € S , anotaremos

a o como.

( a, a, .. a j
o = € S,
o(a,) o(a,)... o(a,)

Donde o(a;) es laimagen de a; segun o

Observaciones:

e SiceS , ypeS,, entonces op € S,

e El producto de dos permutaciones consiste en la composicion de las

bisecciones correspondientes y es no conmutativo es decir op # po .

e [S,|=n!
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Ejemplo 1;: Sean 12345 S 12345 S
. O': =
jemp 24513/ S>3V P 01435

Procedemos a componer permutaciones tal como lo hacemos en

funciones, es decir operamos de derecha a izquierda, luego obtenemos:

12345 12345
oo = =
P 142153777 T|13524

En este ejemplo se aprecia claramente que op # po lo que verifica la

observacién anterior.

Ejemplo 2: Determinar todos los elementos de S, y S,, donde X ={1,2}y

X ={1,2,3} respectivamente.

i) El grupo S, queda definido de la siguiente manera:

12\(12
S, = { (1 Zj (2 :J } :{jo’ -[1 }, donde (S, ,)) = Z,

Podemos hacer la tabla de doble entrada en la cual se verifica claramente

que S, es un grupo conmutativo.

fo | 1,
o[ 1o | 1y
L]
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i) El grupo S, queda definido de la siguiente manera:

123 123 123)(123 123 123
S3= , : : : : ,  luego
123 231 312 132 321 213

tenemos S;= { p,, o1, P, Oy, O, 0; },donde (S;,-)=( D;,-)

Ejemplo 3: Describir el subgrupo de S, que es isomorfo con D,

El subgrupo de S, sera H que esta definido de la siguiente manera:
H = 1234\ (1234)(1234)(1234) (1234
1234|2341/ |3412)/|4123)|1432)

1234\ (1234) (1234
3214)(4321)/(2143

H =D, conH <5,
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4.2.- Ciclo y Notacion de Ciclo

Supongamos que n elementos de un conjunto A se distribuyen en

. . . 27 .
una circunferencia de tal modo que el circulo rota en — radianes, donde
n

A={a, a,, ..., a,}.
a3

an—l

a, a, a, a, a "

n

.z al a2 aS anfl an
Entonces la permutacion o = e S,

Esta permutacion es un ciclo y se anotara en notacién de ciclo, como

sigue: o = (al a, a; ... a,, an)

Ejemplo 4: Del grupo S, consideremos lo siguiente:

1234 .
o =(12 3 4), esunciclo.
2341
1234 :
o =(13) (2 4), es un producto de ciclos.
3412
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Observacion: Toda permutacion puede ser un ciclo o bien un producto de
ciclos.

Ejemplo 5: Escribir como ciclo (o producto de ciclo) los elementos de S,

Considerando que:

5= 123)]123)(123)(|123)(123) (123
Y123/ |231)(312)(132)/|321)|213
Al escribirlo como ciclo o producto de ciclo obtenemos lo siguiente:

Observacion: Cuando el elemento no esta, es fijo, es decir es su propia

imagen. Del ejemplo 6 podemos rescatar que en (2 3) esta fijo el 1, en (1 3)

estafijoel 2, en (1 2) estafijo el 3.
Notacion: 1dg=(1)(2)(3)...(n) =(1).

Definicidén 2: Una transposicion es un ciclo de longitud 2

Todo ciclo se puede expresar como un producto de transposiciones. Si

oc=(a a,a;..a,,a,) e S, entonces o =(a, a,) (a, a,,)...(a, a,).

Las permutaciones se clasifican segun su paridad (o signo) que puede

ser par (o signo +1) o bien impar (signo —-1).
Definicion 3:

Diremos que una permutacién es par:
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e Si es un ciclo de longitud impar (se descompone en un numero par de
transposiciones)

e Sies un producto de 2 ciclos de igual paridad.

Diremos que una permutacion es impar si:
e Sies un ciclo de longitud par (se descompone en un nimero impar de
transposiciones).

e Sise descompone en un producto de dos ciclos de distinta paridad.

Ejemplo 6: Determinar la paridad dep=(12 3)(45 6) € S;.

Como (1 2 3) es un ciclo de longitud impar, entonces (1 2 3) es par. Por

otro lado como (4 5 6) es un ciclo de longitud impar entonces (4 5 6) es par.

Luego p es par.

Ejemplo 7: Determinar la paridadde ¢ =(1234)(125678) e S,.

123456738

Sabemos que 1, =(12 34)=
que 1= )[23415678

], luego x4, es impar o

-1, pues (1 2 3 4) es un ciclo de longitud par.

12345678) S

También sabemos que =(125678) =
aue u, = ( ) £25346781

imparo —-1,yaque (12 56 7 8) es un ciclo de longitud par.
Pudiendo concluir de esto que u es par, pues -1 - -1=1

Ejemplo 8: Determinar la paridad de « = (12 3)(45) € S;.

Claramente (1 2 3)(4 5) es impar pues, (12 3) es par,y (4 5) es impar.
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Nota:
e El producto de dos ciclos de igual paridad es par.

e El producto de dos ciclos de distinta paridad es impar.

123456789}
€ I

Ejemplo 9: Determine la paridad de p =
314265987

Lo primero que debemos hacer es escribirla como ciclo, para poder
determinar su paridad, p =(13 4 2)(5 6)(7 9)(8)
= p=(1342)56)(79)
Observamos que (13 4 2) es impar, (5 6) es impar y (7 9) también es

impar, por lo que podemos concluir que p es impar.

Definicién 4:

e o € S, esparsiysolosi HM:H

i<j J_I
e o € S, esimparsiy solo si HMz—l

i<j J_I

Ejemplo 10: Consideremos o = (12 3) € S,, determine su paridad.

Por definicion se tiene:

HG(])—G(i): oB) - a2 oB) - o) o2 - o)
LL i 3 -2 3 -1 2 -1
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1 2 1
=2 __1 .1=1
2
-, o espar
4.3.- Guia n°5

1.- Determine la paridad de:

123456
a) o= e S
345261

Descomponemos en producto de ciclos y obtenemos lo siguiente:

o= (13 5 6)-(2 4): o,-0,, donde claramente o, y o, son impar, por lo

gue tenemos que o es par, pues es un producto de igual paridad.

123456
b) o= e S
312564

Descomponemos en producto de ciclos obteniendo
o= (13 2)-(4 5 6): o;-0,, aca o, Yy o, son ciclos de longitud impar, lo
que implica que o, y o, son par, luego podemos concluir que o es un

producto de igual paridad, por lo tanto es par.
2.- Determine el orden de:

a) o=(123)es,
Para determinar el orden de o debemos realizar lo siguiente:
c=[23)
o?=(123)123)=(132)
o =([L32}{123)=(1(2)3)= ()

ord(c) =3
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Il
—
N
N—
D
o
o
\‘
N —
m
w
g
c
@
Q
o
—
1]
S
0]
3
o
2]

. ord(y)=4

3.- Demostrar que las cuatro permutaciones forman un grupo con la
multiplicacion de permutaciones.

Tenemos lo siguiente:

1234 1234 1234 1234
aoz ’alz ’a2: ,a3=
1234 2341 3412 4123

Escrito como ciclo o, = (1), 0, =(1234), o, =(13}(2 4),2, = (143 2)

Procedemos a realizar la tabla

- El neutro de es a,=(1)

- Es cerrada la operacion
- El grupo es asociativo

- Elinverso de ¢, es «,
- Elinversode «, es a,
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- Elinverso de a, es «,

- Ellnversode ¢, es o,

.. Las permutaciones con la operacion multiplicacion forman un grupo y

ademas abeliano.

4.- Enelgrupo S,, resolver la ecuacion:
1234 o 1234
3412)° (2143

Escribiendo las permutaciones como ciclo obtenemos:

@3)}24)x = (@2){34) [/ (13)izquierda
(L3)13124)x = (13)12)(34)
WGEH24)x = (13)12134)
(24)yx = (13)12)}34) / (24) izquierda
(24)24)yx = (24)13)12)(34)
(2Hayx = (24)(13)12}34)
x = (24413)12)34)
x = (14}23)
x = (14)(23)
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4 .4.- Autoevaluacion 4

1.- Determine la paridad de:

123456

a) o= e S
213645)
1234567

b) o= €S,
4312675
12345

C) o= e S,
53241)
123456

d) o= e S
352164
123456)(123456

e) o= -
314625)(416325

2.- Determine el orden de:

a) x=(2143)es,
b) p=[2)}235)es,

c) a=(2)345)es,
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3.- Verificar que en el grupo S, existen cuatro elementos que satisfacen la

ecuacion x> =e y tres elementos que satisfacen y* =e.
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