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maodulo 5:
5.1.- HOMOMORFISMO DE GRUPOS

En este capitulo presentaremos conceptos que consideramos
fundamentales en el estudio de las estructuras algebraicas. Se definiran
ciertas funciones de un grupo a otro que nos facilitar4 la comparacién entre
las estructuras de estos grupos. Se estudiara el concepto de isomorfismo
que es de gran utilidad, pues nos permitird decidir en qué casos estamos
trabajando con grupos, que a pesar de tener elementos distintos, poseen una
estructura idéntica.

Ademas, los conceptos que se estudiardn a continuacion son practicos,
porque seran usados para reducir el analisis de propiedades de interés que
pueda tener un grupo, al estudio de las mismas propiedades en otro grupo
gue tenga la misma estructura que el primitivo, pero sin embargo este sea

mas simple de manejar o mas conocido por nosotros.

Definicion 1: Dados (G,*)y (H,o) dos grupos. Un homomorfismo de

G en H esuna aplicacion f: G —» H, tal que:

V0., 9, € G f(g *g,) = f(a) > f(9,)

Ejemplo 1: Sea f: (C,+) > (C,+), tal que Vze C, f(z) = z es un
homomorfismo de grupos.
Previamente se debe verificar si f es una aplicacion.
Si z,=a+bi=c+di=z, , porigualdad en C

Re(z,) =Re(z,) Jl Im(z,)=1m(z,)
a=c b=d

g

Re(z) es la parte Real del complejo z
IM(Z) es la parte Imaginaria de z
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a—bi =c—di
=1,
f es una aplicacion

Ahora, probaremos si f es un homomorfismo: dados z, = a + bi € C
y z,= ¢ + di e C, entonces:

f(z, + z,) = f(@a + bi + ¢ + di)
f((@a+c)+ (b+ d)i
@+¢c)—(b-di
a — bi +c + di

L+ 2,
= f@) + f(z)

. f es Homomorfismo.

Ejemplo 2: Consideremos los grupos (Z,+) y (R",-). Afirmamos que la
funcién o aplicacion: f: Z — R* talque f(n)=2" es un homomorfismo de

grupos.
En efecto:

vVr,seZ: f(r +s) =2 =2".2° = f(r) - f(s)
Queda de ejercicio para el lector probar si es aplicacion.

Ejemplo 3: o= (S,,) > ({-1},’),talque V ¢ € S,, se tiene:

1 si o es par .
o(o) = ] i , €s un homomorfismo de grupos.
—1 sl o es impar

En efecto:

Primer caso:
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Dados o, p € S,, pares, se tiene que op € S, es par, luego
p(op) = 1.
Por otro lado, si o, p son par, entonces (o) - ¢(p)=(1)-(1) =1
= p(op)= p(o) - 9(p)
Segundo caso:
Dados o, p € S,, impares, se tiene que op € S, es par, luego
glop) =1
Por otro lado, si o, p son impares, entonces (o) - o(p)=(-1)-(-1) =1
= p(op)= p(o) - 9(p)
Tercer caso:
Dados o € S, par y p € S, impar, se tiene que op € S, es impar,
luego @(op) = -1.
Por otro lado, o es pary p esimpar, entonces @(o) - o(p) = (1)-(-1) = -1
- p(op)= p(o) - p(p)
Cuarto caso:
Dados o € S, impar y p € S, par, se tiene que op € S, es impar,
luego @(op) = -1.
Por otro lado, o esimpary p es par, entonces @(o) - p(p) =(-1)-(1) = -1
. p(op)= p(o) - p(p)
En consecuencia de los cuatro casos, podemos asegurar que la aplicacion g

es Homomorfismo de Grupos.
Observacion: Dos grupos se diran homomorfos si existe un homomorfismo

entre ellos.
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5.2.- Definicion 2: Sean (G,*) y (H.o) dos grupos.

5.2.1.-Un f € Hom(G,G), recibe el nombre de Endomorfismo.

Notaciéon: Hom (G,G)= End(G), donde:
End(G)={f / f: G » G esHomomorfismo}

522- Un f € Hom(G,H) inyectivo, recibe el nombre de

Monomorfismo.

Notacion:

Mon(G,H):={f: G —» H / f es homo inyectivo }
5.23.-Un f € Hom(G,H), tal que f es epiyectiva, recibe el nombre de
Epimorfismo.

Notacion:

Epi(G,H):={f :G —> H/f es homo epiyectivo }
524.-Un f € Hom(G,H), tal que f es biyectivo, recibe el nombre de
Isomorfismo.

Notacion:

Iso(G,H):={f:G—>H / feshomo biyectivo }
5.25.-Un f € Hom(G,G), talque f es biyectiva, recibe el nombre de
Automorfismo.

Notacion:

Aut(G):={f:G—>G / f es homo biyectivo }

={f:G—>G /fesisomorfismo }

Dos grupos se diran isomorfos, si existe un isomorfismo entre ellos. Si G

y H son isomorfos, anotaremos G = H .
Ejemplo 4: ¢Es f: (R,+) » (R","), tal que V x eR, f(x)=e*un isomorfismo

de grupos?
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Para probar que la aplicacion dada es un isomorfismo, se debe verificar lo
siguiente:
i) f es homomorfismo

V X, Yy e R, se tiene:

f(x + y)= eV =e"-e"= f(x) - f(y)
i) f esinyectiva

VvV x, yeR. Si f(x)=1f(y), por demostrar que x=1y.

De la hipétesis se tiene: e = Y, aplicamos In tenemos
In(e*) = In(e”)
X Ine = vy Ine
x =Y

.. f esinyectiva
Hasta aqui, f es Monomorfismo
iii) f es epiyectiva
Vy e R, debe existir veR, tal que f(v)=y. Supongamos que
f(v) =y, entonces e' =y. Luego, por propiedad de In se tiene que v =Iny
En consecuencia de i), ii) y iii) f es isomorfismo
S (RA)=(RT,Y)
Ejemplo 5: Sea f,: G — G talque V x € G, f (x)= gxg ™, gfijocon G
grupo. ¢(Es f, un Automorfismo?
Para probar que f, sea un automorfismo se debe verificar que sea

homomorfismo y biyectiva.

i) Por ver si es homomorfismo

V x,y e G, se tiene que f, (X)=gxg'y fg(y):gyg’l, por demostrar
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que f,(xy)=f,(0)-f,(y).

Luego se tiene;

f,(xy) = gxyg™ ; G grupo, existe neutro
= gxeyg
= oxggyg”

= f,(x)-f,(y)
. Es homomorfismo.
i) Por ver si es inyectiva (monomorfismo)

vV x,y € G,si f(x)=f(y), por demostrar que x=y

Se tiene;
fx) = f(y)
gxg* = gyg' /g’ porlaizquierda
glgxg" = goyg
exg' = eyg" /g porladerecha
Xg7g = ygg
xe = Y€
X =Y
. Es inyectiva.
iii) Por ver si es epiyectiva YVu € G (Codom), 3 v € G (Dom), tal que
f,(v)=u
Se tiene:
Si f(vy = u, entonces
gvg* = u / g*'porlaizq.
g7gvg” T gu
evg' = g'u /g porlader.
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vg©g = gug
ve = gflug
V. = gug

Luego, existe v=g'ug en G tal que f,(v)=u . Por lo tanto, f, es

epiyectiva.

.. De todo lo anterior, fg: G — G esun automorfismo.

Propiedad 1:
Sea f € Hom(G, H) de grupos. Entonces:

(1) f (ee) =€y

(2) (f(9)'=f(g"), Vg e G

Demostracion:

(1) Sabemos que e;- e; =€, pues e; es neutroen G

Luego tenemos;

€€ ~— € [ f
f(eG' eG) = f(eG)
f(ee)'f(ee) = f(eo) / (f(eG))’l

(f(eG))il'f(eG)'f(eG) (f(ee))il'f(ee)
fes) = ©n

(2) Sabemos que G es grupo, luego Vge G, 3 g e G tal que

-1 -1

g-9 =6=9 -9

Aplicando f, se tiene:
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f(gg™) = f(e) / f es homomorfismo
f(g)-f(g™") = f(e) / propiedad 1
f(9)f(g™) = ey I (f(9) e H

(F(@N ™ f(g)f(g™) = (f(a) " ey
e,- f(g7) = (f(g)”

“f@h) = (fe)? VgeG

Propiedad 2:

Sea f € Hom(G, H) de grupos. Entonces:
(1) Ker f := {g e G: f(g):eH}s G
(2) Imf = {f(g) © g € G}g H

::{ h e H: 3g e Gtalque f(g):h}

Demostracion:

(1) Por demostrar que Ker f = {g e G: f(g)=eH} < G
i) Claramente Kerf < G,puese; € Gye, € Kerf y Kerf = 3.

i) VX, ye Kerf, talque f(x)=e, y f(y)=e,, por demostrar que
f(xy) € Kerf.Luego se tiene que;

f(x-y) f(x)-f(y) / f eshomo

f(xy) € Ker f
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i) Vx e Ker f, tal que f(x)=e,, por demostrar que x* e Ker f, es
decir f(x™)=e, . Luego se tiene;
f(x) = (f(x))°
= (en)*
= e,
x' e Ker f

Por lo demostrado anteriormente Ker f < G.

(2) Por demostrar que Im f := {f(g) 1 g € G} < H
i) Claramente Imf < H por definicion de Imf, ademas, Imf #J pues
e, € Imf yaque f(g;)=e,
i) VX, ye Imf,pordemostrarque xye Imf.

Six € Imf,existe acG talque f(a)=x

Siye Imf, existe beG talque f(b)=y

Luego,

X-y f(a)-f(b) , pero f eshomo

f(ab), donde ab=c, conc e G
Luego d¢c € G,talque f(c)=xy. ..xye Imf.
i) Vh e Imf,pordemostrar que h™ e Im f
Sihelmf , existe xeG talque f(x)=h
Como ImfcH y H es un grupo, se tiene h'=(f(x))™", pero f es
homomorfismo, luego h™=(f(x™")) con x'eGgrupo. Lo que demuestra

htelmf.

Por lo anteriormente demostrado, Imf < H .
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Teorema 1:

Sea f € Hom(G,H), entonces son equivalentes:
(1) f es Monomorfismo

(2) Ker f = {e;}

Demostracion:

(1)=(2) Sea x e Ker f (cualquiera). Por demostrar que x=e,.

Si x € Ker f = f(x)=e,, demas sabemos que f(e;)=e,, luego
f(x)=f(eg) y como fes inyectiva, tenemos que por definicion es
Monomorfismo, finalmente x=e;.

. Ker f ={e,}, cuando f es Monomorfismo.

(2) = (1) Como f es homomorfismo, basta demostrar que f sea inyectiva.

Si f(x)= f(y) con x, y € G, entonces f(x)-f(y)'=e,, por propiedad
anterior tenemos f(x)- f(y™*)= e, y como f es homomorfismo tenemos que

f(xy)= e,, lo que implica que xy™*e Ker f, pero Ker f= {e,}, luego

-1

Xy =eg.
LX=Y

-. f esinyectiva. Asi f es Monomorfismo cuando Ker f = {e.}.

10

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Yesenia Bricefio, Katherin Lara & Carolina Macaya (tesistas 2007)




Universidad de
Y/Playa Ancha

Lab[e]saM Abs-Médulo 5: Homomorfismo de Grupos

5.3.- Caracterizacion de los Homomorfismos de un grupo G en un grupo
H.

Definicién 3: La aplicacion f: G — H,tal que f(x)=a caracteriza

: : .l
un Homomorfismo de GenH si y solo si o donde a € H.

Nota: Si G es un grupo ciclico, considérese el elemento x generador del

grupo G.

Ejemplo 6: Caracterizar todos los homomorfismos de Z, en Z, .

Primero debemos determinar los generadores del dominio Z, que son:
Z,=(1)=(5), luego x € {15}
Por otro lado calcularemos el orden de los elementos del recorrido Z,, al

realizar esto estamos buscando nuestros posibles elementos "a", talque su

orden divida |Z| luego tenemos:

Los "a" e Z,, tal que su orden dividaa |Z,| son 0y 2.

Notamos que los homomorfismos, posibles, son:

f(i)={‘2) y f(é)z{g
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Hay cuatro homomorfismos a saber:

(1) f,(1)=0; @) f,A)=2;
f, f,
1 = 0 1 - 2
2 = 0 2 20
3 > 0 3 > 2
4 = 0 4 > 0
5 = 0 5 > 2
0=6 — 0 0=6 — 0
V X € Z, f(x)=0
(3) f,(5)=0; @) f,(6) = 2;
f, fs
1 > 0 1 - 2
2 = 0 2 = 0
3 > 0 3 > 2
4 = 0 4 = 0
5 = 0 5 & 2
0=6 —> 0 0=6 — 0

V X € Z, f(x)=0

Luego hay s6lo dos homomorfismos distintos de Z, en Z, a saber:

fi=fby f,=1,
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Ejemplo 7: Caracterice todos los homomorfismo distintos de Z, en

(H={y, -1 i i},

Notamos que Z, es ciclico, Z, :<i> =<:_3>, es decir x e {1,3}.
Ahora calcularemos el orden de los elementos de H (recorrido), estos son:
[1]=1 Frf=2i |if=4; |-if=4
Los elementos "a" de H tales que su orden divida a |Z,| son: 1, -1, i, —i.
Los homomorfismos posibles de Z, en H son:
1
-1 o
f(x)=9 . ,con x e {1,3}
i
—i

Notemos que hay 8 homomorfismos de los cuales son sélo cuatro
distintos.

1) .@=1; 2 f,)=-1, ) f,(@) =1i; 4) f,@)=-i;
f, f, f, f,
1~ 1 1 - -l i - i 1 > -
2 = 1 7 - 1 7 - -1 2 — -1
3 — 1 3 — -1 3 - i 3 — i
4 — 1 4 — 1 2 — 1 4 — 1

vV XxeZ,, f(x)=1

Los anteriores son los cuatro homomorfismos distintos de Z, en H .
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Ejemplo 8: Determinar todos los homomorfismos de Z, en Z,. ¢ Cuéles son

isomorfismos?

Debemos determinar los generadores del

Z¢=(1)=(5), luego x e {15}

dominio Z,

que son.

Ademas calcularemos el orden de los elementos del recorrido Zg,

buscando nuestros posibles elementos

(dominio), luego tenemos:

Los "a" e Z,, talque su orden dividaa |Z,| son 0y 2.

"a", talque su orden divida Z,

Notamos que hay 6 homomorfismos distintos de Z, en Z, a saber

1) f,@)=0;
fl
1 > 0
2 > 0
3 > 0
i > 0
5 = 0
0=6 — 0

V X € Z, £(x)=0

@ f,O=1;
f2
1 - 1
2 > 2
3 — 3
i > 3
5 = 5
0=6 — 0

3) f.0)=2;
f3
1 > 2
2 > 4
3 >0
4 = 2
5 > 4
0=6 —> 0
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@ f,0=3; G) f,M)=4; (6 f,@Q)=5;
f, f f,
1 = 3 i >4 15
2 >0 2 2 2 o 1
3 > 3 3 > 0 3 = 3
4 20 4 — 4 i > 2
5 7 3 5 > 2 5 — i
0=6 — 0 0=6 > 0 0=6 —> 0

Los homomorfismos distintos de Z, en Z, son los nombrados

anteriormente y los isomorfismos son f, y f.

Observacion:
e Todo isomorfismo preserva orden de sus elementos.
e Todo isomorfismo queda definido en sus generadores para grupos del
mismo orden.

e DeZ, enZ, se pueden definir ¢(n) isomorfismos distintos.

Podemos determinar cuantos isomorfismos distintos hay de Z;, en Z;, ya
que por la observacion anterior sabemos que esta dada por ¢(18) que al
resolver obtendriamos: ¢(18)= ¢(23°)= (2-2°)-3°3)= 6. Entonces Z,,
posee 6 generadores con lo cual se pueden definir 6 isomorfismos distintos a

saber: f()=1 f(1)=5 f)=7; fQ)=1L f@) =15 f(@)=17.
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Proposiciéon 1: Dos grupos ciclicos del mismo orden son isomorfos

Demostracion:

Hipétesis: Sean G y H dos grupos ciclicos con G=(a) y H= (b), donde
[G=H].

Tesis: Por demostrar que G = H .

Para demostrarlo definiremos una aplicacion f :G — H talque f(a)=b,

entonces V x € G, diremosque f(x)=f(@")=b".

Sabiendo que f(a") = f(aa-...a)= f(a)-f(a)-....-f (&) =b", pues f(a)=Db.

r veces r veces

i) Por ver si f esta bien definida;
V x,ye G si x=y entonces f(x)=f(y)dondea'=a®; r,s e Z, luego
tenemos:
a" = a’
a-@)* = e / aplicamos f

f(a-@)™*) = f(e

f@™) = ey lr-selZ
Luego
b™ = e, / H esgrupo
b'bh™ = e,
b" = b’
s ) =1(y)
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i) Porver que f es homomorfismo.

V x,y € G.Pordemostrar que f(xy)= f(x)-f(y); se tiene:
f(xy)

f(a"a®)
= f@™)
= prs
= b"+b°
= f@")+f(@%
= f0)-f(y)
f es Homomorfismo.
iif) Por ver que f esinyectiva.
Para verificarlo utilizaremos la demostracion no clasica.

Como f es homomorfismo, por demostrar que Ker (f)= {e;}, luego se

tiene;

Ker (f) {a" € G/f(@")=¢e, }

{a" € G/b" =e, }

{a" € G/r=n=|G|=|H|}
= {es}

f es Inyectiva.

iv) Por ver que f es epiyectiva.
V b" € H, debe existir a' € G talque f(a')=b"

Basta considerar t =r talque f(a')=b"

. f es Epiyectiva.

En consecuencia de i), ii), iii) y iv) se tiene que f es unisomorfismo.

G = H, cuando [G|=|H|, con G y H grupos ciclicos.
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5.4.- Guia n®°5

1.- ¢Cudles de las siguientes funciones son homomorfismos de R* —» R”,
con la multiplicacion?
a) f,: R"— R", donde f(x)=|x|

Primero debemos verificar que esté bien definida la funcién;

X =Yy /| |
X =1y
fo) = f(y)

.., La funcion esta bien definida.

Claramente es un homomorfismo, pues V x,y € R", f(x-y)=|x-y|=|x{y|.

. f, es un homomorfismo de grupos.

b) f,: R"—> R", donde f(x)=2x

Verificando que la funcién esté bien definida:

X =y [(2)
2x = 2y
fx) = f(y)

.., La funcion esté bien definida.
La funcion f, no es un homomorfismo, pues f(xy)= f(x)-f(y) y se
verifica de la siguiente manera:
f(xy) = 2xy
2X-y
f(x)y

.., La funcion no es un homomorfismo de grupos.
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2.- Probar que f:C— C, donde f(a+bi)=a—bi es un automorfismo

a) Por ver que estd bien definida, es decir: Si a+bi=c+di, por
demostrar que f(a+bi)= f(c+di), luego tenemos:
a+bi = c+di
a=c A b=d
a=c A —b=-d
a—bi = c—di
f(a+bi) = f(c+di)

.., la funcién estéa bien definida.

b) Por ver que la funcién es homomorfismo, es decir, por demostrar que

f(z+u)= f(z2)+ f(u), entonces tenemos:

f(a+c+(d +Db)i)

f(a+bi+c+di)
= a+c—(b+d)i
= a+c-—bi—di
= a-bi+c—di
= f(a+bi)+ f(c+di)

. f es un homomorfismo

c) Por ver si f es inyectiva, por demostrar que si f(a+bi)= f(c+di),
entonces a+bi=c+di, V (a+Dbi),(c+di) e C. Tenemos:
Si f(a+hbi) = f(c+di)
a—-bi = c—di
a=¢c A —bi=—di
a=Cc A bi=di

a+bhi = c+di
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f , esinyectiva

d) Por ver si f es epiyectiva, es decir Yu+vi € Cp,., 3 a+bie C

Dom !

tal que f(a+bi)=u+vi, tenemos:

Supongamos f (a+bi) u-+vi

a-bi = u+vi
Consideremos:
a=u A -—bi=vi
—-b=v
b=-v

Luego basta considerar u—-vi € C, talque f(u—vi)=u+vi

. Imf=C

Finalmente de a), b) , c) yd) f es un automorfismo
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5.5.- Autoevaluaciéon 5

1.- ¢Cudles de las siguientes funciones son homomorfismos de R* —» R”,

con la multiplicacién?

a) Donde f(x)= x>

b) Donde f(x)=1
X
c) Donde f(x)=-x
d) Donde f(x)=x’

e) Donde f(x)=_—l
X

f) Donde f(x)=+V/x

2.- Caracterizar todos los homomorfismos definidos a continuacion
a) DeZ, en Z,.
b) DeZ, en Z,.
c) DeZ, en Z,
d) De (G=((23)),-)en (Z,,+)
e) DeZ, en G =S,, donde S, = {(123),(132),(12),(13),(23),(1)}
f) De S;enZ,
g DeZ,enZ,

h) De Z,xZ, en Z,
3.- Demuestre que f: (C-{0}, -) —» (R-{0}, -), donde f(a+bi)=a®+b?,
Vv a,b € R es un homomorfismo. ¢Es isomorfismo?
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