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módulo 7:  

7.1.- SUBGRUPOS NORMALES 
 

     Luego de tener claros los conceptos de clases laterales o coclases, Se 

puede señalar que si  las coclases derechas y las coclases izquierdas  de un 

subgrupo en un grupo son iguales, se dice que el subgrupo,  es un subgrupo 

normal (subgrupos invariantes). 

 
 
 
 
 

Definición 1: Sea G  un grupo y H    G . Diremos que H   es un 

subgrupo normal ( o invariante) de G , ssi gH  = Hg ,  g G . 

 

Notación: H  G  ( H  es subgrupo normal de G ) 

 

Observación:        

gH  =    Hg       ;  g G    


1gHg  = H  ;  g G    


1gHg    H  ;  g G   


1ghg    H  ;  g G ,  h  H  

 

 
 

 

Ejemplo 1: En ejercicios anteriores hemos visto que las coclases izquierdas 

y derechas de H =  (1 2 3)  en 3S  son iguales, esto es gH  = Hg , g  3S , 

entonces se puede afirmar que H   3S . 
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Ejemplo 2: Demostrar que  n  

 
 
 

  
 
Ejemplo 3: ¿ ( )Z G G ? 

 

             Por ver si       1( ) ( ) ,g Z G g Z G g G     

   

dado 1( )x g Z G g   ,  entonces existe ( )h Z G tal que 

 
 
 
 
 
 
 
 

 pd.     g n g n    ; g       

 Si        x  ( g n g  ) 

                , con  ,x g nt g t g          

                , con  .x nt t         

 x  n  Z 

              Por lo tanto,  n  

              x  = g  h 1g  ; h  )(GZ  

luego    x  = h g  1g   

          x  =  h  )(GZ   
 

 x   )(GZ  

 ( )Z G G  
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Teorema: Sea G  un grupo y H    G , entonces son equivalentes: 

 

a) H  G  
 

b)  aHbH = abH    ;  Gba ,  
 

 
 
 Demostración: 
 
     a)   b) 

 

                Hipótesis: H  G  

     Tesis        : aHbH  = abH  

 

                i) Sea x  gH        x = gh    ; h  H  

                   

       Como H  G   se tiene que   

                                  g h 1g   H     ;  g G ,  h  H  

                                        1h   H  tal que g h 1g  = 1h  

                                         g h  = 1h g  

                                

                                  Luego  x = g h  = 1h g   Hg  

 

 x   Hg   

 

 gH    Hg  
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   ii)  Sea    y  Hg      h H   tal que   y h g        

          Como H  G   se tiene 

                                      1g h  ( 1g ) 1
 H     ,  g  G ,  h   H   

          esto es,          1g h  ( 1g ) 1  = 2h    , 2h   H  

                                   h  ( 1g ) 1  = g 2h  

      es decir,                    h g  = g 2h ;  g  G , h , 2h   H  

               Luego             y  = h g  = g 2h   gH  

                                        y  gH  

                                   Hg  gH  

 

De  i) y ii) se tiene que gH  = Hg ,  g G   cuando H  G . 

                

            iii) Por demostrar aHbH    abH  

            

Sea           x    aHbH   

              x  =  
21bhah  ;  1h , 2h  H  

Como     gH  = Hg   

Se tiene que   3h  H  talque: 

              1h b  =  b 3h    

Luego      x  = ab  3h
2h  ; 2h , 3h   H  

 = ab
4h  ;  4h  H  

 x  ab H  

             

 

 

       iv) Por demostrar abH   aHbH  
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 Dado           x    abH   

              x  =  abh  ;  h  H , con  21 hhh   

 = 
21 hhba  ; por hipótesis  bhhb 31   

               = a 23 hbh    

                         x  aHbH  

 

De iii) y iv) se tiene que aHbH  = abH . 

 

      b)   a) 

                Hipótesis: aHbH  = abH  ; 

                Tesis      : H  G  

 

    Si x  g H
1g ,   por demostrar x  H . 

Si x  g H
1g      x         =   g h 1g  ;  h  H  

 = g h 1g  e   

               = g h 1g  1

1 1h h   ;asociando 

 = g
1

2g h 1

1 1h h   ; por hipótesis  

 = 
3h  ; 3h H   

                                 x  H  

                               H G  

 

 

 

 

 

7.2.- Teorema: Sea G  un grupo y H G , entonces ),( 
H

G es un 

grupo,  llamado grupo cuociente o grupo factor. 

 

Demostración:˫ 
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Se define : 

· :       
H

G
H

G     
H

G         tal que 

 
1 2( , )g H g H  ⊦  HggHgHg 2121 :  

 

Por ver si la operación “·” esta bien definida en 
H

G . 

 

 

     La 

Si            ),( yHHx  =   ),( vHHu  

  HuHx       HvHy   

        Hux mod      Hvy mod  

                         

         Hxu 1      Hyv 1  

        Hh  1
       Hh  2  

 
1

1 hxu           2

1 hyv   

         
1hux            

2hvy   

Luego    

 yx  = 
21 hvhu      ; H  G  

 yx  = 
23 hhvu       ; Hh 3  

 yx  = 
4hvu           ; Hh 4

 

 1)( vu yx  = 
4h  

    

 

       1)( vu )( yx  H  

          x y  u v modH    

                    Hyx  = Hvu  

La operación “· “ esta bien definida en 
H

G  
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asociatividad es trivial, por demostrar la existencia de elemento neutro en 

H
G . 

     Debe existir  
H

GHx  , tal que HxHa = HaHx = Ha , 
H

GHa   

Supongamos que HxHa  = Ha       ; como H  G  

 Hxa  = Ha  

 1axa  = H  

 1axa   H  

 1axa  = h          ; h  H  

 xa  = ah  

 x  = aha 1    ; HhGa  ,   

Como H  G , existe 'h  H  tal que ah = 'ha  

 x  = '1 haa  

 x  = 'h          ; 'h  H  

 x   H  

Luego Hx    H           ; con x  H  

(verifica ser neutro, además por la izquierda) 

El neutro en 
H

G  es H  

     

 

 

 

 Por demostrar la existencia de elemento inverso en 
H

G . 

 Ha   
H

G , debe existir Hu 
H

G  tal que  HuHa  = HauH  = 
H

Ge = H . 

Supongamos que HuHa  = H  
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 Hua  = H  

 ua   H  

 ua  = h          ; h  H        

 u  = ha 1     ; h  H , 1a G   

 El inverso de  1esaH a H    . 

(se verifica también por la derecha) 

 

 

 ),( 
H

G  es un grupo. 
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 7.3.- Guía nº 7 

 

1.- Demostrar que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.      

Hipótesis:  H  G , donde G  es abeliano,  

Tesis       : H G  

     Se sabe por teorema que: “Todo subgrupo de un grupo abeliano es 

abeliano”, entonces por hipótesis H   es abeliano, entonces basta 

demostrar que  H  G  

 

                             Si x  g H
1g ;     P.d. x  H  

 

x  = g h 1g  ; Con h H  

x  = h g
1g  H  es abeliano 

x  = h   

Hx  

 

 

H G  

 

2.- Dado f   Hom (G , H ), demostrar  ker ( )f G  

     Se tiene:  GgfKergfKerg  )()( 1  

      Si 1)(  gfKergx P.D.  )( fKerx  

 

x  = g k 1g  ; con )( fKerk   

)( xf  = )( 1gkgf  ; f  es Homo 

)( xf  = )()()( 1gfkfgf  ; Pero )( fKerk   

)( xf  = )()( 1gfegf H  ; f  es Homo 
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)( xf  = )( 1ggf   

)( xf  = )( gef   

)( xf  = 
He   

)( fKerx  

 

( )Ker f G  

 

 

3.- Si H  G , demostrar que 
H

G  es conmutativo ssi  

HbabaGba   11,, . 

    Hipótesis:   
H

G  es conmutativo. 

         Tesis      :   ,,;11 GbaHbaba   

 

    Si 
H

G  es conmutativo se tiene: 

HbHa  = HaHb   

Hba  = Hab  ; 1)(/ ab  

Hba
1)( ab  = H  ; H G  

1

1)( Habba   = H   

11  baba   H   

 

 11  baba  H  

 

*  De manera similar  se demuestra   .  
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4.- Si H G , probar  que:  

gHgg

H
G

G





:)(

:




 

 

Es un epimorfismo y demostrar que HgKer )(  

 Por ver si   es un  Homomorfismo 

       1, gg , se tiene:  

)( 1gg  = Hgg 1
      , H G  

 = HgHg 1
 

 = )()( 1gg   

 

  

   es Homo. 

 Por ver si    es un epimorfismo. 

H
G

Hg    debe existir un Ga  , tal que gHa )(  

   Basta considerar un ga   

   es epimorfismo 

 

 Por ver si HgKer )(  

 

 

 

 

 }{)( HfKer   

 

}/{

}/{

})(/{)(

HgGg

HHgGg

HgGgKer





 
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5.- Si H  G  y  N G , demostrar que HNH   

 Por demostrar que H N H   

            -Si NHyx ,            P.D. NHyx   

NHxSi     NxHx   

NHySi     NyHy   

 

       Como H y N son subgrupos de G, entonces 

NHyx

NyxHyx





 

            NHxSi               P.D.  1x  NH   

 1 1

1

, ( ) ,( ,

Si x H N x H x N

x H H G x N N G N G

x H N

 



     

    

  

) 

 H N H   

 Ahora debemos demostrar. H N H , es decir, 

Por demostrar que    1 hNHh    NH   

Si x  1 hNHh        

 x  = 
1hah  ; Con NHa   

 x  = 
1hah H  Cuando aH, y 

 x  = 
1hah N  Cuando aN, N G  

 x H    x N  

 x NH   

 H N H  
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7.4.- Autoevaluación 7 

 

1.-Si  G  es un grupo abeliano y H G  demostrar que  
H

G es abeliano ¿es 

verdadera la proposición reciproca? 

 

2.- Demostrar que la intersección de dos subgrupos normales de un grupo G   

es un subgrupo normal de G . 

 

3.- },,)(/:{: 1 GggxgxfGGfGInt g

Aut

  entonces .Int G Aut G  

 

4.-  1 1' { ; , }G a b a b a b G G     .   Donde G  es un grupo, 'G  recibe 

el nombre de grupo derivado con baba 11   un conmutador de  a  y b              

( )( 11 bababaab  ). 

 

5.-  Demostrar:  Si , .G a H G H G       

 

6.- Sean ,H K G y H K , entonces GK
H H

. 


