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Lable]saM Abs-Médulo 7: Subgrupos Normales

modulo 7:
7.1.- SUBGRUPOS NORMALES

Luego de tener claros los conceptos de clases laterales o coclases, Se
puede sefialar que si las coclases derechas y las coclases izquierdas de un
subgrupo en un grupo son iguales, se dice que el subgrupo, es un subgrupo

normal (subgrupos invariantes).

Definicién 1: Sea G un grupoy H < G. Diremos que H es un

subgrupo normal ( o invariante) de G, ssi gH =Hg, V geG.

Notacion: H <« G (H es subgrupo normal de G)

Observacion:
gH = Hg ;VgeG
H ;vVgeG
ogHg' € H ;VvgeG
H

:VgeG,VheH

Ejemplo 1: En ejercicios anteriores hemos visto que las coclases izquierdas

y derechas de H=((12 3) yen S, son iguales, estoes gH = Hg,V g e S;,

entonces se puede afirmarque H < S;.
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Ejemplo 2: Demostrar que nZ <7

pd. g+nZ-g < n%Z ; VgeZ

Si Xe (g+nZ-g)
= X=g+nt-g ,conteZ,ge’Z
= X=nt ,conteZ.

S XenZ

Por lo tanto, nZ <7

Ejemplo 3: ¢ Z(G) <G ?

Por ver si 90Z(G)g'czZ(G) ,vgeG

dado xe g Z(G) g™, entonces existe he Z(G) tal que

X = ghg? hez(G)
luego x = hg g
= X = he Z(G)
X e Z(G)
S Z(G)«G
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Teorema: Sea G ungrupoy H < G, entonces son equivalentes:

a) HJ G

b) aHbH=abH ;Vva, be G

Demostracion:
a) = b)
Hipotesis: H 4 G
Tesis : aHbH = abH

i) Sea x e gH = Xx=gh ;heH

Como H < G se tiene que
ghg'eH ;VgeG,vheH
= 3 h e Htalqueghg™*=h

= gh=hg

Luego x=gh =h,g € Hg

. X € Hg
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i) Sea ye Hg = dheH talque y=hg
Como H <1 G se tiene

gth(g)*eH ,vgeG,vheH

esto es, g'h(g™)*=h, ,h,eH
= h(g") ' =gh,
es decir, hg=gh,;vge G,h,h, e H
Luego y =hg=gh, e gH
y e gH
~ Hg c gH

-.De i)yii)setienequegH = Hg,vgeG cuando H < G.

iif) Por demostrar aHbH < abH

Sea X e aHbH
= X = ahbh, ; h,heH
Como gH = Hg

Se tiene que 3 h, e H talque:

hb = bh,
Luego x = ab hyh, ;h,,h;eH
= abh, ; h,eH
. Xe abH

iv) Por demostrar abH < aHbH
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Dado X e abH
= X = abh ; heH,con h=hh,
= abhh, ;por hipoétesis bh =hb
= ahbh,
. X e aHbH

..Deiiii) y iv) se tiene que aHbH = abH.

b) — a)
Hipétesis: aHbH = abH ;
Tesis :H <G

Sixe gH g™, pordemostrar x e H.
SixegHg' = x = ghg™ ; he H
= ghg'e
= ghgt'thh™ ;:asociando
= gg'h,hh™ ;por hipotesis

= h ; h,eH

3
. XeH
~H<«G

7.2.- Teorema: Sea G un grupo y H <« G, entonces (%, -)es un

grupo, llamado grupo cuociente o grupo factor.

Demostracion:r
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Se define :

% X % — % tal que

(ng,ng) F—> ng'ng:zglng

Por ver si la operacion “-” esta bien definida en % .

Si (xH, yH) = (uH,vH)
= XH =uH A yH=vH
La X = umod H A y=vmodH
U U
u'xeH A VviyeH
U3h eH A U3heH
utx= A viy=h,
X=uh A y =V h,
Luego
XY = uhvh, ;H<G
XYy = uvh,h, ; h; eH
XY = uvh, ; h, eH
(uv)*xy = h,

= (uv)'(xy)eH
= Xy =uv modH

XyH = uvH

. A o« H I G
..La operacion esta bien definida en A'
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asociatividad es trivial, por demostrar la existencia de elemento neutro en
G/l
H

- G - — G
Debe existir xH e%_l,talque aHxH= xHaH=aH, V aH ¢ %—I

Supongamos que aHxH = aH ;como H< G
axH = aH
axa'® = H

axa e H

axa® = h ,heH
ax = ha
X = a'ha :aeG, heH

Como H « G, existe h'e H tal que ha= ah'

X = atlah'
X = n ; h'eH
X e H
Luego XxH = H ;con x eH

(verifica ser neutro, ademas por la izquierda)

. G
..El neutro en %_' es H

Por demostrar la existencia de elemento inverso en % )

G i i G = = =
VaH e %_|,debeeX|st|ruHe%_I tal gque aHuH = uHaH e% H.

Supongamos que aHuH = H
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auH = H
au e H
au = h ;heH
U = a’h ;heH,a'eG

-. Elinversode aH es a'H

(se verifica también por la derecha)

(%, -) es un grupo.
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7.3.-Guian°7

1.- Demostrar que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.
Hipotesis: H <G, donde G es abeliano,
Tesis H <G
Se sabe por teorema que: “Todo subgrupo de un grupo abeliano es
abeliano”, entonces por hipétesis H es abeliano, entonces basta

demostrarque H AG
SixegHg™";, Pd xeH

X = ghg* ;ConheH

X = hgg' H esabeliano
X = h

. XeH

~H<«G

2.-Dado f € Hom(G,H ), demostrar ker(f) <G
Setiene: gKer(f)g™'c Ker(f) VvgeG

Six € gKer(f) g P.D. xeKer(f)

X = gkg™ ; con k e Ker ()
f(x) = f(gkg™) ; f es Homo
f(x) = f(g)f(k) f(g?) ;PerokekKer(f)

f(x) = f(g)e, f(g?) : fesHomo
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Fx) = f(g g7
f(x) = f(e,)
f(x) = e,
s xeKer(f)
~Ker(f) « G

- i G
3. Si HAG, demostrar que %—I es
VabeG, aba'b'eH.
. , - . G .
:>] Hipotesis: %_' es conmutativo.

Tesis : aba?b'eH :VabegG,

Si % es conmutativo se tiene:

conmutativo

aHbH = bHaH
abH = DbaH [/ (ba)™
abH (ba)* = H i H<G
ab(ba)*H, = H

aba*b® € H

aba'b! e H

* De manera similar se demuestra <] .
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4.-Si H <« G, probar que:

. G

g — ¢(9)=9H

Es un epimorfismo y demostrar que Ker(¢)=g H
e Porversi ¢ esun Homomorfismo

V9,0, €, setiene:

gg, H , H<G

»(99 )

gHg H

»(9) ¢(0,)

@ es Homo.

e Porversi ¢ esun epimorfismo.
VgH e G/H debe existirun a € G, tal que ¢(a) =gH

Basta considerarun a = ¢

@ es epimorfismo

e Porversi Ker(p)=9gH

Ker(p)={ge G/ p(g) =H}
={ge G/ gH=H}
={ge G/ geH}

Ker(f)={H}
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5-SiH<Gy N<«G ,demostrarque H "N A H
e Pordemostrarque H "N <H
-Si x,yeH NN P.D. xyeHn N
SixeHNA N = xeH A xeN

SiyeHAN = ye HAyeN

Como H y N son subgrupos de G, entonces

XyeH A Xy € N

Xy € Hn N
SixeHN N PD. x'eHn N
SixeHNAN > X e€H A X €N

xte H,(H<G) A x*e N,(N<GN<G)

XteHANN
HAN <H
e Ahora debemos demostrar. H "N < H , es decir,
Por demostrarque hHANh*c HAN

Sixe hHANhO™

= X = hah' ;Cona e HAN
=X _- hah'eH Cuando acH, y
= X - hah'e N CuandoaeN, NG

XeHA Xe N
XeHNN

HAN<H
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7.4.- Autoevaluaciéon 7

1.-Si G es un grupo abelianoy H < G demostrar que % es abeliano ¢es

verdadera la proposicién reciproca?

2.- Demostrar que la interseccion de dos subgrupos normales de un grupo G

es un subgrupo normal de G.

Aut
3-Int G:={f: G > G/f, (X)=4g xg™, vV g € G}, entoncesint G < Aut G.

4- G'=({a'b'ab; abeG}) «G. Donde G es un grupo, G' recibe
el nombre de grupo derivado con a*btab un conmutador de a y b

( ab=ba(ab™ab)).

5.- Demostrar: SiG=(a)=>H<G,VH<G.

- K G
6.-Sean H,K<GyH <K ,entonces %_' < 4'
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