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Lab[e]saM Abs-médulo 8: TFH-Isomorfia de Grupos

maodulo 8:

8.1.- ISOMORFIA

El concepto de isomorfismo es de gran relevancia en la teoria de grupos,
ya que dos grupos isomorfos deben tener exactamente la misma estructura,
casi atreviéndonos a afirmar que son un mismo grupo, salvo el cambio de
nombres de sus elementos, pues, entre ellos existe una biyeccion que

ademas conserva la operacion.

Por lo anterior cabe esperar que un isomorfismo mantenga invariantes las
propiedades de un grupo a otro, es decir, dos grupos isomorfos deben tener
las mismas propiedades. Por ejemplo, si uno de los grupos es abeliano, el
otro que es isomorfo a él también deba serlo o si uno de ellos es un grupo

ciclico, el otro debe ser también ciclico, etc.

Es precisamente en este capitulo donde se debe obtener la mayor
capacidad de abstraccion para lograr comprender todo lo acd expuesto. Este
capitulo cuenta con Teoremas de suma importancia y ejemplos de su
aplicacion, que en un principio pueden parecer complicados, pero a medida

gue se vayan madurando los conceptos todo se vera con mayor claridad.

8.2.- Teorema Fundamental de Homomorfismo de Grupos, TFH.

Sea G ungrupoy N <«G. Para cada homomorfismof: G - H
tal que N c Ker f, entonces existe un Unico homomorfismo

¢:%—)H, tal que ¢@ozr = f, donde x: G—>(%\I es un
epimorfismo (epimorfismo candénico o natural).
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Esquematicamente: e _
N
9 f(9)
K v f
G » H
(gN)
! T
! . 7
' epi
\\\ 3! ® homo //’,,
% N <G
N N c Ker f
7(g)=gN -~

Talque o = f

Se define ¢: % — H,talque V gN e % @ (gN):= f(9)

1) Por demostrar que ¢ esta bien definida
2) ¢ es homomorfismo

3) porr = f

4) ¢ es Unica

Demostracion:

1) Existencia: Definamos go:% — H talque V gN € % o(gN):= f(9)

Por ver que ¢ estéa bien definida:

v gN, g,N e%, si g,N=g,N , entonces:

9,0, € N
pero N ¢ Ker f,
entonces g, ‘g, € Ker f
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= 1(9,'9)) = &,
Pero f es homo, luego

f(g,'0,) = f(g;") f(g) = e, ; feshomo
= (fe N7 f(9) = ey
Y
f(g,) = f(9,)

- @(9iN) = o(g,N)
2) Por ver que ¢ es homomorfismo

v g;N, g,N € % , por ser N <G se tiene que:

P(ON-g,N) = ¢(9,9,N)
= 1(9,9,) , pero f es homo

= f(9,)f(9,)
= @(9,N)¢o(g,N)

. ¢ es homomorfismo

3) Porver que @ox=f
VgeG, (p-7)Q) = o(7(9)) = ¢(gN) = f(9)

oo = f

4) Unicidad

Supongamos que 3 w: (y — H, tal que w(gN)=1f(g). Se tiene

N
Vg e G, yw(@aN)=w(z(g))=(y-7)Q)=(g)=¢(@N).

.. w=¢,esunica

Luego esta demostrado el Teorema Fundamental.
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8.3.- Corolarios del Teorema Fundamental de Homomorfismo

8.3.1.- Corolariol: En el TFH,
Si N =Ker f , entonces ¢ es monomorfismo.

En efecto:

Basta ver que ¢ es inyectivo, por demostrar que si ¢(g,N)=¢@(g,N)
entonces g,N =g,N.

Consideremos:

Si @(@N) = o¢(g,N)
= f(g,) = f(g9,) ;enelgrupo H
= (f(g )" f(g) = &, ; f es homo
= f(g9;'0) = ey
= 9,'0, € Ker f
pero Ker f = N
entonces g,'9,eN
= oN = g,N

@ es monomorfismo

8.3.2.- Corolario2: Primer Teorema de Isomorfia

Del TFH y Corolario 1, se tiene: % ~ Imf

Recuerde f(G)=Imf <H.

Corolario2.1 Del TFH, si se verifica corolariol y f es un epimorfismo,

entonces, %erf = H
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8.3.3.- Sequndo Teorema de Isomorfia

Sea NNH<G vy N«G, tal quue H~AN<H y N<HN,

entonces:
% NN H%

12

Esquematicamente se tiene:

Primer esquema: Segundo esquema:
f epiyectiva f epiyectiva
H » HN HN » H
%\l %—| NN
T VA
epi epi
@ IS0 @ iso

%mN Hl\%\l

Para demostrar el segundo teorema de isomorfia usaremos el primer
esquema, para ello:

1) Definir f
2) Ver que f definida es epimorfismo

3) Verificar Ker f = HNN
4) Aplicar el Teorema Fundamental de Homomorfismo (Primer Teorema

de Isomorfismo).
Se verifica Ker 7 =Ker f
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Demostracion:

1)
\Definamos f: H — H%, talque, V h € H, f(h)= hnN. Por ser

N <G se tiene:
hnN hNnN
hNN

hN

Luego V h € H, f(h):= hnN

i) Por ver que f es homorfismo
v h, h, € H, pordemostrar que f(hh,)=f(h)-f(h,), luego tenemos:

f(hh,) = hh,N , pero N <G
= hNhN
f(hy)-f(h,)

. f es homomorfismo

2) Por ver que f es epimorfismo

vV hN e H% , debe existir xe H tal que f(x)=hN
Basta considerar x =h, talque f(h)=hN

3)
i) Por demostrar que Ker f = HNN

Ker f

heH: um_ew/J
{heH:f(h)=N}
{heH:hN =N}
{heH:heN}
HAN

. Kerf=HNN
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i) Por otro lado, debemos verificar que Ker # = Ker f , tenemos:

{

iheH :ﬁ(h)ze%mNJ
{heH :h(HAN)=H N}
{heH:he(HANN)}
HAN

Ker z

Ker z = Ker f

Luego por el Teorema Fundamental de Homomorfismos y el Primer
Teorema de Isomorfia, se tiene que:

%mN = |_”\%\I

8.3.4.- Tercer Teorema de Isomorfa

SiH,K <G, K<H y"%(q C%<,(=3ntonces:

Para este teorema podemos considerar los siguientes esquemas:

Primer esquema: Segundo esquema:
. G
. f epiyectiva f epiyectiva %
7k > G/, G - /MK
T
ﬂ. epi
epl @ @
G G
g /H
Yk
7
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Utilizaremos el primer esquema para su demostracion

1) Definamos f : % — % tal que V gK e % f(gK) = gH , por ver
que f estd bien definida.

Tenemos:
a.K = g,K
= ¢,'0,€ K, pero Kc H pues K<H
= 9,0, €H
= ng = ng

~ (9K) = f(g.K)

2) i) Por demostrar que Ker f %(

Tenemos:

Ker f gKe%:f(gK):eGH}

i
{gKe%:gHze%}
{gKe%:gH:H}
{gKe%:ge H}
{gKe%:gKe%}
L

- H
Ker f %(
i) Por otro lado debemos verificar que Ker 7= Ker f , luego tenemos:

Ker x

gK EG/ c m(gK) = eg
‘ T

{ok e T @O =]
{gK e%: (gK)e%}

"%( = Ker f

. Ker 7= Ker f
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Luego por el Teorema Fundamental de Homomorfismo y el Primer
Teorema de Isomorfia, se tiene que

Quedando demostrado el Tercer Teorema de Isomorfia.

Ejemplo 1: Demuestre via Teorema Fundamental de Homomorfismo que:

S/ = (1)

Elaboraremos el diagrama para facilitar la demostracion:

f epi
S, » {11}
T
epi _
@is0
Sﬂ
/A

Ahora debemos:

i) Definir f epiyectiva
i) Verificar que Ker f = A

Demostracion:

i) Basta definir f: S, — ({L-1}-),talque ¥ o € S,, tenemos:

1si o es par
f(o) = : :
—1 si o es impar

Claramente f es homomorfismo y epiyectiva.
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Ker f = {5eS, :f(o)=1}
{cesS,:oes par}

- A
%;({1,_1},.)

Ejemplo 2. Sea G=7Z,,, H:<§>, K:<5>, donde H,K< G, K<G,

H G - ’ 7
A < %( . Establecer isomorfia segun el Tercer Teorema.

Primero debemos encontrar los elementos de los grupos dados

H= 103681215

K=1{0612)
%:{H,}JFH, 2+H |
Hl =K, 34K}

% ={K, 14K, 24K, 34K, 44K, ?3+K}

Facilmente podemos verificar que K <G y |‘%< <1C%<

Esquematicamente tenemos:

T > T
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donde % :{%,i+%,§+%}
K
Definir f:%—) %,v gK e % f (gK) = gH

Caractericemos un f epimorfismo, luego tenemos:

f:%—)%

_ K m» o H
1+K = 1+H
2+K P 2+H
3+K = H
4+K = 1+H
5+K = 2+H

Definir 7 epimorfismo

ﬂ;%%%
K o= Hi

1 1 H
1+ K (1+K)+/<

2 2 H
2+ K (2+K)+/<
3+ K %

4 1 H
4+ K (1+K)+%<
5 2 H
S+K (2+K)+%<
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Segun el Teorema Fundamental de Homomorfismos, el diagrama es:

o K > %

Es un isomorfismo

CVV%Z%
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Cayley, Arthur (1821-1895)

Matematico britanico. Hijo de

- comerciantes, los primeros ocho afios
8.3.5.- Teorema de Cay|e}/- de su infancia transcurrieron en San

Petersburgo.

Sea G un grupo finito de orden n, Uno de los matematicos més prolificos
de la historia, Cayley publico a lo largo

entonces G es isomorfo a algljn de su vida mas de novecientos articulos
cientificos. Considerado como uno de

b de S los padres del algebra lineal, introdujo
subgrupo ae n-: el concepto de matriz y estudié sus
diversas propiedades. Entre 1854 vy

1878 escribi6é diversos articulos en los
que desarrollé por vez primera la teoria
de los invariantes.

Demostracion:
Sea G un grupo cualquiera. Definamos la funcion:

¢:G—>S,
#(g)=xg ,vVxeG

donde S; es el grupo de permutaciones de los elementos de G .
La demostracién consistira en establecer que ¢ es un isomorfismo de G
sobre ¢(G). Sabemos que ¢(G)<S; , asi ¢(G) es un grupo de

permutaciones. De acuerdo con estas ideas demostraremos los siguientes

puntos:

() YgeG, ¢(g) es una permutacion.
(i) ¢esun Homomorfismo.
(i) gesinyectiva (lal).

En efecto:

() YgeG, ¢(g) es una permutacion.

- ¢(g) es inyectiva :

#(9)(X) = #(9)(y)
Xg = Y9
X = y
13
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- #(g) es epiyectiva:

Sea yeG, entonces dxeG tal que:
#(9)(x) =y

Basta tomar x=yg *, en efecto:

#9)()=(yg )-g=y-(g *-9)=y

(i) ¢esun Homomorfismo.
ggh)(x) = x—(gh)x
= (X —>hx)(hx >ghx)
= #(9)(#()(x))
= ¢(9)¢(h)(x)

(i) ¢@esinyectiva (1-1).
Ker ¢

g<G/¢(g) =i}

{
{geG/gx=x, VxeG}
{

geG/g=e}

= {¢}
Luego de (i), (ii) y (iii) ¢ es un monomorfismo, por lo tanto es un isomorfismo
de G en ¢(G).
Asi, G=¢(G),ycomo ¢(G)<S., entonces se demuestra que

G esisomorfo a un grupo de permutaciones.

Generalizando:

Si G es un grupo, entonces existe un conjunto X = @,

tal que G es isomorfo a algun subgrupo de Sy .
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8.4.- Guian®8

1.- Considere los grupos (Z,+) y (Q",- ) y la funcién:
1si x es par
-1 si x es impar
a) Demostrar que f es homomorfismo

b) Encontrar Ker(f)

f: Z - Q" ,donde f(x):{

c) Hallar el isomorfismo Z/(er(f)_) Im(f)

a) V X,y € Z, por demostrar que f(x+y)= f(x)-f(y)
Caso 1:
Si x,y son pares, tenemos que f(x)=1y f(y)=1, entonces
f(x+y)=1=11= f(x)-T(y)

Caso 2:
Si X,y son impares, tenemos que f(x)=-1y f(y)=-1, luego

fx+y)=1=(D-D = T (x)-f(y)

Caso 3:
Si xes par e yes impar, entonces f(x)=1y f(y)=-1, por lo tanto

f(x+y)=-1=1(1 = £(x)-f(y)

Caso 4:

Si x esimpare y es par, tenemos que f(x)=-1y f(y)=1, entonces
f(x+y)=-1=(D1=f(x)-f(y)

.., f es homomorfismo.

b) Encontrando Ker(f), tenemos que:
Ker(f):{x eZ:f(x):eQ* }
= {xez:f(x)=1}
=27
. Ker(f)= 2%
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c¢) Hallando el isomorfismo /(er(f) — Im(f)
Sea:

.7
¢' /(8[’(1:) N Im(f)

0+27 — 1
1+27 +— -1

Es el isomorfismo pedido, luego

Z/(er(f):{0+2z,1+2z}

2.- Aprovechando que log: (R*,- ) — (R,+) es un homomorfismo. Demostrar
que (R*,:) = (R,+).

Debemos demostrar que log es biyectivo, sabiendo que ya es un
homomorfismo, entonces verificaremos lo siguiente:

a) log es inyectivo

V X,y e R", setiene que log(x) =log(y), por demostrar que x =y
Luego tenemos:

log(x) = log(y) / exp
(expolog)x) = (expolog)y)
ld(x) = Id(y)
X =Y

.. log es inyectivo.
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b) log es epiyectivo

Vxe R, 3ye R", talque log(y)=x. Supongamos que log(y)=x,
tenemos por definicion que 10* =y, entonces basta tomar y=10",
talque log(10*) = x.

. log es epiyectivo.

Podemos concluir de a) y b) que loges biyectivo. Luego de ambas
condiciones tenemos que log es un isomorfismo de grupos.

SR = (RA).

3.-Si f :G — H es un isomorfismo, demostrar que f ™ también lo es.

Como f, por hipotesis es isomorfismo, f es biyectiva; esto nos dice que
f * también es biyectiva, de lo que podemos concluir que basta demostrar
solo que f sea homomorfismo. Luego tenemos;

f':H—>G.Donde,vVa,be H=3ueGtalquef(u)=a=f"@)=u
= 3v eG talque f(v)=b=f"(b)=v

Luego;

f *(ab) f(f(u)-f(v)) ; f eshomomorfismo

F2(f (uv)
uv
f~(a)-f (b)

. f7, es homomorfismo.

Finalmente podemos concluir que si f:G—>H es un isomorfismo
f*: H—>G .Tambiénloes.
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4.- Si f:G — H esunisomorfismo, demostrar que G es abeliano siy solo si
H es abeliano.

=] Hipétesis: G es abeliano, f :G — H es isomorfismo
Tesis: H es abeliano.

Demostracion
SiaeH=3peGtalquef(p)=a, fesepiyectiva

SibeH=3qeGtalque f(q)=b, fes epiyectiva.

Como f es epiyectiva tenemos:

ab = f(p)f(q) ; feshomomorfismo
= f(pq) : G es abeliano
f(g-p)
f(a)-f(p)
= ba

. H es un grupo abeliano.

<] Hipétesis: H es abeliano.
Tesis: G es abeliano

Demostracion:
vV X, y €G, por demostrar que x-y = y-x, luego tenemos lo siguiente

considerando que f es homomorfismo.

f(xy) = f(x)-f(y) / Hesabeliano
= f(y)f(x)
= f(yx
Xy = YyX

G es un grupo abeliano.

Finalmente, si f :G — H es un isomorfismo, entonces G es abeliano si y
solo si H es abeliano

18
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8.5.- Autoevalucion 8

1- Sea r,,: R — R, donde r,,(X)=ax+b vy G:{ra]b/a;«to}, con la
composiciéon de funciones.

9p:G—>G _
a) Demostrar que es homomorfismo.
z-a,b = ¢(Ta,b) = z-a,O

b) Encontrar Ker(g¢) y Im(¢).
c) Encontrar el isomorfismo %er(¢)—>lm(¢)

ab
2.- Sea el grupo G:{L d}/a,b,c,d e’ } con la adicion de matrices.

ab
Demostrar que ¢ :G —Z, donde ¢£L dD =a+d es un epimorfismo de G en

los enteros con la adiciébn. Encontrar Ker(¢) y probar que C%(er(@ =~ Z.

3.- Probar que la composicién de isomorfismos, es un isomorfismo.

4.-Si H <G, probar que ¢:G —> % , donde ¢(g) = gH, es un epimorfismo y
demostrar que Ker(g¢) =H

5.- Probar que todo grupo ciclico de orden n es isomorfo a Z

6.- Si G=Z,, H:<5>,N=<§>. Establecer una correspondencia entre

H+N H i
%\I y %—I AN usando el Teorema Fundamental de Homomorfismo.

7.- Sea S={xeR, /x#-1} y la operacion definida en S como
a*b=a+b+ab. Demostrar que: (S,*) =(R",")

8.- Si f € Hom(G,H) de grupos, entonces probar que Ker f <G.

9.- Si Gy H gruposy KcH, feHom(G,H), entonces f*(K)cG. Si
K <H entonces f*(K)<G.
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10.- Sea G un grupo N<G, geG. Demuestre que ord(gN) divide al
ord(G).

11.- Considerando G=7,, H =<§>, K =<Z>. Caracterice el segundo
teorema de Isomorfia.
12.- Determine Kernel e Imagen de los siguientes Homomorfismos.

a) (Z,+)—(Z+) tal que k—nk, neZ, fijo.

b) (%Z ,+)—>(%Z,+) tal que k+67Z +— 2k +67, con k e Z.
c) (R+)—>(C,)dadopor ri>e", rek.
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