Integrales Impropias

Playa Ancha

Hasta ahora calculamos f f(x)dx con a,bnimeros realesy f funcion acotada
a

Si quitamos estas condiciones podemos pensar en las sigientes situaciones:

i) Si aobnosean nimeros reales

i) Si la funcién f no es acotada en el intervalo [a, b]

Para el primer casoa = —o0 o0 b = +o ytendremos Integrales impropias

de primera especie,y para el segundo si f no es acotada en el intervalo, tendremos
las de segunda especie

Ejemplos

+00
1.— f o dx integral impropia de primera especie
1

2
2.— f 1 dx integral impropia de segunda especie la funcién 7 noes
L X— —
acotada en el intervalo [1,2]
Integrales Impropias de Primera especie
Definicion

Sea f : [a,+o[ — R una funcion acotada definamos:

j:oof(x)dx = I}l_l)‘[;lo Lbf(x)dx

Observacion
1.— Siel limite existe, y tiene valor L, se dira que la integral impropia converge
y su valor es el nimero real L

2.— Si el limite no existe se dice que la integral impropia diverge
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Regla de L’hopital

Recordemos la regla de L hopital, util en algunos cdlculos de integrales impropias

lim @ = 9
x—=Ag(x) O

-

818

4

Iim @ = lim @
x—A g(x) x—A g'(x)

n

I g L lim 2 = 0
im — im im = uego lim — =
x—+00 @2X x—>+o0 2e2% x—>+00 2N e2X g x—+00 2%
Ejemplos
+001
1.—f —dx
1 X

+001 b1
f —dx = lim —dx
1 X

x—b 1X

blirp (Inx)? = bhrP (Inb—-0) A la integral diverge

+ 1
2.— Analicemos la convergencia de la integral impropia: f x—pdx
1

+eo 1 b1 x1P\" pi-r 1
f —dx = lim —dx = lim = lim -
1 xP b—+oo 1 xP b—+co 1 b—+0o0

1-p 1-p 1-p

= i 1-p _

Sip>1 lim P =0
b—+00

Sip<l1

lim b'™P no existe
b—+o00
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+ oo 1 .
f x_pdx _ ) converge a - sip>1
1 diverge sip <1
o1 4 1
.[ —— dx converge pues = > 1 suwvalor es =3
/3 3 3_
1 X 7~ 1

te 3 , 4
f ——dx diverge pues =<1
1 x /s 5

Integrales Impropias de Funciones Positivas
Aqui consideramos f(x) > 0
Teoremas

1.— Sea f una funcioén positiva.
+00
Si f f(x)dx converge entonces liI_El f(x)=0
X—+00
a

Este teorema nos da una condicidn necesaria para la convergencia de la integral impropia,

esto quiere decir:

+ 00
Si lirln f(x) # 0entonces f f(x)dx diverge
X—>+00
a

2.— Seanf, g, htres funciones tales que 0 < g(x) < f(x) < h(x) Vx=>a

Entonces:

+00 +o
i)Si j h(x)dx converge entonces J f(x)dx converge
a a

+00 o
ii) Si J g(x)dx diverge entonces f f(x)dx diverge
a a

Ejemplos
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Analizar la convergencia de las integrales:

l)f x2+ dx

+ o0

+0o0 1
Como f ——dx converge se concluye que J dx converge
1

x2 1 xZ+4 Vx5

dx

. 1
i) L N

1 1
Parax = 3 setiene quevx +1 <x luego — <

x Wx +1

+00
Comof ;dx diverge se tiene que dx diverge
3

Vx +1

Observacion

+o0 +
f f(x)dx converge entonces f f(x)dx converge Va=1
1 a

+o0 +oo
f f(x)dx diverge entoncesf f(x)dx diverge Va=>1
1 a

Ejercicios
1. —Analizar | o de la mtegral: [ 252G HL
.—Analizar la convergencia de la integral: ——— dx
1 Vx7 +5x
|sen(3x)| 1 1 o1
4 S 4 S4— como f 4
Vvx7 +5x Vx7 +5x Vx7 Vx7

% |sen(3x)|

1 Vx7 +5x

dx converge
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Observacion

Para tener en cuenta e~ =0 et® = 400 no existeen R

Observacion

j;:ooof(x)dx = j;:f(x)dx + LJroof(x)dx

La integral impropia converge si ambas integrales del lado derecho de la

igualdad convergen

+00
2. — Calcularj xe " dx

1
fxe‘xzdx = —Ee_xz +C

+0o 0

too 2 0 2 2 1 2 1 2
f xe X dx = f xe * dx+f xe X dx = (——e‘x ) + <——e‘x )
—00 —00 0 2 —00 2 0

Integrales Impropias de segunda especie
Definicion

Sea f:[a,b] — R funcién y lim f(x) = +oo
X—a

fbf(x)dx = %i_r){llfbf(x)dx

Observacion
1.— Siel limite existe,y tiene valor L, se dira que la integral impropia converge
y su valor es el nimero real L

2.— Si el limite no existe se dice que la integral impropia diverge
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11 . 11
f —dx = lim | —dx
0 X t—0 £ X

ltirr(}(lnx)% = ltirr(}(lnl —Int) = ltirr(}(—lnt) | la integral diverge

1
1
2.— Analizar la convergencia de la integral f ) dx p#1
0

14 11 x1-p 1 ti-p
—dx =1i — dx = li =lim{———

joxp X = ¢ xP * tl—r>%<1—p>t tl—r>%<1—p 1—p>

1 I (1 1 )

B 1—pt1—r>r01 tp-1

) no existe luego la integral diverge

Sip >1 lg_r)r&(l—tp_l

1
1-p

p<l1 ltl_r)r(} (1 — tp‘l) =1 luego la integral converge a

Ejemplos

13 1
1.— f —dx como <1 laintegral converge
0

Vx

Jlgd 3]11(1 3—1 6
—dx = —dx = . =
o Vx o Vx 1_%

2 Jlxd flld % o1 laintegral di
. — X = ——ax como — a mtedgra verge
o Vx° ox9/4 4 g g
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3.— fx—zdx= f Fdx+f Fdx diverge

Impropia Propia

Al igual que para integrales impropias de primera especie tenemos para las de segunda
especie un teorema de comparacion

Teorema
Sean f,g,htres fiunciones tales que 0 < g(x) < f(x) < h(x) Vx € [a,b]

y lim f(x) = too entonces:
xX—a

b b
i)Si f h(x)dx converge entonces j f(x)dx converge
a a

b b
ii) Si J g(x)dx diverge entonces j f(x)dx diverge
a a

Ejemplos

1

1
1. — Analizar la convergencia de la integral L m dx

Solucién

fl—l d f0’5—1 d +f1—1 d
X = X X
o Xx(x—1) o x(x—1) 05 Xx(x—1)

, ‘ _ 0,5

Losx(x—l_l)dx= L()S(xif%)d":(l"(xxl))() 3
1 1 — !
Ls—x(xl_ D dxzfo’s(xil—%>dx=<ln<xx1))()’5 A

Luego la integral diverge
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dx

3
x2 4+ /x

+ 00
2.— Analizar la convergencia de la integral: f
0

Solucion

dx Esuna integral de las dos especies

+0oo 3 +0o0 1
dx=3f
fo x? ++/x o x*+x

+ 00 1 1 1 400 1
Bf dx=3f dx+f dxl
o xZ24++x [0X2+\/§ 1 x2++x

dx si ambas integrales

3
x% +x

400
Observemos en primer término que la integral f
0

del lado izquierdo de la igualdad, convergen

i) lez _Il_\/}dx ﬁ S\/% vx €10,1] como Jol\/%dx converge
1 1
entonces .l; o \/de converge
ii) J+Oo ! dx 1 < 1 Vx € [1,4+o[ como JHOL dx converge
1 x2+x x%++x T x? 1 X7
+oo 1
entonces fl e \/}dx converge

+00 3

Finalmente j
0 x2 + \/;

dx converge



