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MODULO 2: “Determinantes”

Definiciéon 1
i ., L. Knxn
El determinante es una funcién con dominio en y valores en K,
asi:
nxn X
det: K™ — K taique VAe K™,

det(A) := D €0 () Bao(z) - Bno(n) ,

oes,

Donde, S, Z{O': X—>X/oes biyectiva}, es el conjunto de todas las

permutaciones definidas sobre un conjunto de n elementos.

Note que det(A) es un coeficiente del cuerpo K. (K=R o K=C).

Observaciones:

1. (C,‘G = es el signo de o, que puede ser +1 o -1, segun sea o par O
O impar respectivamente.

2. o (i) eslaimagende i segin o, donde i=12,.....,n.
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Ejemplo

Sea X ={,2}, donde Biy X = {f :x — x/ f es biyectiva}

Considerando S, como el conjunto BiyX y *Sin pérdida de generalidad * ya que

(S,.-) esisomorfo a (BiyX,°)

O, O,
151 152
2572 21

En notacion de permutacion:
1 2 1 2
O, = =
1 2 %72 1
En notacion de ciclos:
o, =(1)(2)=(1)
o,=(12)
Asi:

Sn = {0-110-2}
S, = {61’0'2}

Nota: Toda permutacién se puede escribir como un ciclo, o bien, como un
producto de ciclos. Un ciclo de longitud par, es impar. Un ciclo de longitud
impar, es par. El producto de permutaciones de igual signo (o igual paridad), es
par (+1). El producto de permutaciones de distinto signo (o distinta paridad), es
impar (-1).
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Ejemplo

Considerando el ejercicio anterior

€, =+1, pues O es par

Ahora calculemos el determinante de A, donde A € K*?, con A= [Zﬂ Z“j ,
21 22
Luego
& +a a
det(A) := Z o “1o(1) “20(2)
oeS,
det(A) = €6, " Ui (1) 20, (2) 1 &g, Uy "Qy6,(2)

= (+1)'a11 dy, + (_1)'012 "0y,

=ady; *dy, —app " dy
Notacion: det (A) = | A|

1. Menor asociado

_ nxn )
Sea A_(aij )nxn eK , llamaremos menor asociado al elemento aij ,

lo anotaremos M ij » al sub-determinante que se obtiene de eliminar la fila i y

la columna j de A.
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Ejemplo

1 2 3
SeaA=|3 0 1]|,calcular M, ,M,, , M,

010

31
a) M, = =3.0-0-1=0
00

3
b) My, =[ |=11-3-3=-8

13
) M, = =1.0-0-1=0
00

2. Cofactor asociado

A=(a.)] eK"™ i i
Sea M T\%j )., , el cofactor asociado, es un menor asociado con

signo, lo anotaremos  ;jj , donde:

a; =(=1)" My Vi j=1..n
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Ejemplo
1 2 3
SeaA=|3 0 1]|,calcular o, , 1, , 5
010
1+1 0 1
a) 0511:(_1) M11:M11:‘1 0‘:_1
1+2 3 1
a,=(-1)"M,=M, =— =0
b) &, ( ) 12 12 ‘0 0‘
3
1+3
c) ¢i3 :(_1) M3 =My, :‘O

Definicién 2

Lin-Modulo 2: Determinante

I
w

1. Célculo de Determinantes via Método Expansion de Laplace

nxn
Dado A= (aij )nxn €K™ se define:

n
det(A)= a,a, +a,a, +...+a a, = >,
-1

O bien,

n
det(A)=a, o + @y, +...+ Ay, = D A0
i=1
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Pierre Simon Laplace (1749 - 1827)

Astrénomo, fisico y matematico francés que inventé y desarroll6 la
Transformada de Laplace y la ecuacién de Laplace.
A la edad de 18 afios obtuvo el puesto de profesor en la Escuela Militar
de Paris, gracias a la recomendacién de d'Alembert quien estaba

impresionado por su habilidad matematica. Laplace durante su carrera

de docente tuvo entre sus discipulos entre otros a Napoleon.

Ejemplo
1 0 -1 2
. 2 1
Calcular el determinante de A, donde A= s 1 0
0 0

det ( A) =8y gy + 8y Ay T 8303 + 84,0y,

0 -1 2 1 0 2
det(A):—Z 2 2 1+0+(—1)1 2 1/+0

-2 1 0 0 -2 0

2 1 2 2 1 2

dot(A) = (-2) ‘ P ‘ _ 2‘ ‘

-2 0 -2 1 1 1

det(A)=(-2){2+2-6} —{2(-1)}
det(A)=-28+2
det(A)=-26
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2. Método de Sarrus (exclusivamente para matrices de orden 3x3)
a11 a‘12 a13
Sea A=|a, @, a,
a31 a32 a33
Método:
all a12 a'13 all a12

a21 azz azs a21 azz = alla22a33 + a12a23a31 + al3a21a32 - al3a22a31 - alla23a32 - a12a21a33
Ay Qg Qg3 A5y

Pierre Frédéric Sarrus (1798 - 1861)

Matematico francés, a la edad de 17 afios le toco escoger la
continuacion de sus estudios los que se inclinaban entre medicina y
matematica. Sus trabajos tratan sobre los métodos de resolucion de

ecuaciones numéricas y sobre el calculo de variaciones

Adjunta de una Matriz

Sea AeK nxm, se define la adjunta de A, se anotara Adj(A), como la

traspuesta de los cofactores de A, esto es:

Adj(A)=[a, ]
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1 2
Sea A= [3 4), por definicion sabemos que:

t
Adj(A) _ [Zn alzj

21 o)
Adj(A)=(le ZzlJ
12 22

Entonces,

Inversa de una Matriz

Dado A€ K™"  tal que |A| # 0(el rango de la matriz es completa rg(A) =n),

se define

Al :i~Adj(A)

A

Ejemplo

1 2
Calcular A", donde A= (3 4), si es posible.

Primero: |A|=4 -6 = -2, luego A es invertible, asi
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1 1 .
Al =~ Adj(A)
-2
Al —_1 4 -2
2\-3 1
-2 1
A—l
3 -1
2 2

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Karla Gonzdlez, Verdnica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)




Universidad de
BIPlaya Ancha

Lable]saM Lin-Modulo 2: Determinante

3. Propiedades de los Determinantes

3. Propiedades de los Determinantes

3.1 \Af =|4|, Aek ™"

. . nxn . .
3.2 Silamatriz A€ K" "tiene una de sus filas o columnas nula, el

determinante de A es 0, es decir |A/ =0

3.3 Silamatriz A€ K" "tiene una de sus filas o columnas multiplo de

otra, el determinante de A es 0, es decir |A|=0

3.4Seak ek, Ac K™" entonces ‘kA‘ = kn‘A‘

. . nxn . . .
3.5Sienunamatriz Ae K se intercambian dos filas o dos columnas,

el determinante de la matriz cambia de signo

3.6 Siunamatriz Ae K™" posee dos filas (columnas) proporcionales o

iguales, entonces |A/ =0

. . nxn . . . .
3.7 Si unamatriz A€ K™" se cambia unafilai (columnai) por lasuma
de lafilai, méas k veces otra filaj (por la suma de la columna i, mas k

veces otra columnaj), el determinante de A no cambia.

3.8 |AB|=|A|B| ,con A, BeK™"
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3.9 ‘A’l‘ = |i conrg(A)=n, [Al=0y AeK™"
3.10|1,[=1
. n
311 |dig(a,.a,.....a,) =[]
i=1
312 [Ey|=-1, [E(k) =k |E;(k)}=1
k
313VkeZ" Aek™" |A|=|A
3.14
& Dita, |y a jay b
a21 b2 + a‘22 a‘21 a‘22 a‘2l b2
bl-i_ail b2+a12= bl b2 +ail a12
a21 a'22 aZl aZZ a‘21 a'22

Ejemplo (propiedad 3.5)
1 2
3

4‘ = -2, si intercambiamos la fila uno por la dos, obtenemos:

2

4_
-
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Ejemplo
2
1 X, X
. . 2 .
Usando propiedades de determinante, calcule: 1 X, X;| conocido como
2

1 X3 X3
determinante de Vandermonde.
1
X
1 X, 2
2
1 X X
f21(71) X2 _X2
1 x, X =10 x,—%x 2 772
fa 1)
2 2
1 X3 X3 0O X;—X X, —X]
2
1 x X,

=(X2—X1)(X3—Xl)0 1 X +X
O 1 XxX;+Xx

1 x X7
= (X =x) (X —x)0 1 X, +X

Y O O X,—X,
1 % X}
= (% =X ) (X — % )(X—%,)[0 1 X,+X
O O 1

= (X =% ) (X — % ) (%, _Xl):H(Xi _Xj)

i«
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