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MODULO 3: “Sistema de Ecuaciones Lineales”

Definicion
Una ecuacion lineal con n incognitas y coeficientes en K es de la forma:

a; X +a,X, +...+a,Xx, =b,

Si a, , V i=1...,n son reales, es decir, pertenece a R. Diremos que la

ecuacion dada es una ecuacion lineal real.

Observaciones:

1. 3, (V i=1,...,n) recibe el nombre de coeficiente de la ecuacion lineal.
2. x; (V i=1,...,n) son las n-variables (o incognitas) de la ecuacion lineal.

3. b es el llamado término independiente.

Matricialmente cada ecuacion del sistema puede escribirse como:
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Diremos que un sistema de ecuaciones lineales esta formado por dos 0 mas

ecuaciones lineales, a saber:

a11X1+a12X2+"'+a1n n:bl
Ay X + 8%, +...+ 8, X, =D,

X +a,X +...+a,.X =b

2n"*n

Es un sistema de m ecuaciones lineales con n variables (o incognitas), donde

e Cada g ecK(K=R) i=L...m y j=1..,n recibe el nombre de

coeficientes del sistema.

e Cada x;
e Cada b,
sistema.

i=1,...n son las variables del sistema

i=1...m son los términos o coeficientes independientes del

Luego, el sistema de ecuaciones lineales puede ser escrito matricialmente

como.
&; 8-
ay dy...
am1 a'm2

O bien AX =B

Note que

a, X (b
a2 n X2 _ b2
a‘mn mxn Xn bm

A e K™": Matriz de los coeficientes o matriz principal

X e K™ Matriz incognita

B e K™*: Matriz del término independiente
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Nota: La solucion del sistema es la solucién que satisface a cada una de las

ecuaciones del sistema lineal. Es decir, si S, es la solucion de la ecuacion
i —ésima del sistema (con i=1,...,m) entonces la solucién S del sistema de

ecuaciones sera:

s=(1s

i=1

Los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en Homogéneos y No

Homogéneos.

Sistema de Ecuaciones Lineales

Homogéneos y No Homogéneos

1. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Un sistema de la forma A-X =B, (con Ae K™, Be K™, X esincognita) es

homogéneo ssi B =0, es decir, todos los coeficientes que definen B son ceros,

a saber:

Un sistema lineal de ecuaciones homogéneo siempre tiene solucion, estas

pueden ser: solucion unica (trivial: solucidon nula) o tener infinitas soluciones.
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1.1 Un sistema lineal de ecuaciones homogéneo
AX =B, Ac K™", Be K™ tiene solucion Unica ssi

i.m=nyrg(A)=n

ii. m=ny det(A)=0

iii. m=ny A esinvertible (regular o no singular)

Ejemplo

X+y=0

5 0 Un sistema lineal de ecuaciones homogéneo que posee 2
X+Yy=

ecuaciones y 2 incégnitas.
Matricialmente:
1 1)yx) (0
2 1)ly) (o
Aplicando Operaciones Elementales Filas (O.E.F.) a la matriz se obtiene:

A 11 7 1 1 7 11 7 10
- 2 1 12(—2) O _ 2(—1) O 1 12(—1) O 1

Por lo tanto, A~ |,, ademas se tiene que:

rg(A)=2, det(A)=-1y A es invertible.

) i x=0 1 0)/x 0
Luego tenemos un sistema equivalente = =
y=0 0 1)\y 0
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1.2 Un sistema lineal de ecuaciones homogéneo
AX =B, Ac K™", B e K™ tiene infinitas soluciones:

i. Si m<n, es decir si el nUmero de ecuaciones es menor

gue el nimero de incognitas <> rg(A)<m
i.Sim=nyrg(A)<n < m=ny det(A)=0

< m=ny A no es invertible

Nota: Supongamos que m>n entonces

si rg(A) =n el sistema tiene Unica solucion

si rg(A) < n el sistema tiene infinitas soluciones

Ejemplo
2X+y+2=0
X-y—-z=0
Hallese el espacio solucion de y
3x+y=0
y+z=0
Matricialmente:
2 1 1 0
X
1 -1 1 0
y =
31 0 , 0
0 1 1 0
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Aplicando O.E.F. sobre la matriz A, tenemos:

2 1 1 0 3 3 1 -1 -1 1 -1 -1
1—1—1~f~ 1—1—1~033]?011f~
3 1 0 12(-2) '32(-3) 0 4 3 12 0 4 3 24 0 4 3 42(-3)
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 3 3

1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1

0 1 1. 0 1 1 ; 0 1 1

0 4 3|40 o0 -1| *¥o 0 1

0 0 0 0 0 O 0 0 0

Como se observa rg(A) =3, al igual que el nUmero de incégnitas del sistema

lineal de ecuaciones homogéneo, por lo tanto, el sistema posee solucion Unica,

a saber:
$={000)}

Ejemplo

i . . 2X-y+2=0
Hallese el espacio solucion de

X-y+z=0

X
2 -11 0
y =
1 -11 0
z
Aplicando O.E.F. sobre la matriz tenemos

2—11~1—11f~ 1—11f~ 10 0
1 —11f122 1 1) ¥2lo 1 -1) ¥Wilp 1 -1

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor guia), Karla Gonzdlez, Verdnica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)

Matricialmente:




Universidad de
BIPlaya Ancha

Lable]saM Lin-médulo 3: Sistemas de Ecuaciones Lineales

Luego es sistema equivalente es:

Notemos que el sistema posee una variable libre. Sea z la variable libre
(z=k eR), luego la solucion del sistema es:
x=0 y=k z=k,keRR

S={weR’:w=(0,kk),k e R}; esto quiere decir que hay infinitas soluciones,
pues ke R
S={weR*:w=k(0,11),k e R}

S= <(0,1,1)> ; indica que el espacio solucién esta generado por el vector (0,1,1)

Notas:
1. Este espacio solucion define una recta de R®, es decir, es un subespacio de
R, contenido que veremos mas adelante (Capitulo I1).

2. Las soluciones de un sistema lineal homogéneo son las soluciones del kernel

(o nucleo) de la matriz de los coeficientes, tema que trataremos mas adelante.
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2. Sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos

Un sistema de la forma A-X =B, (con Ac K™, Be K™, X esincognita) es no

homogéneo ssi B # 0, es decir, existe al menos un b, con i=1...,m, distinto de

cero.

Un sistema lineal de ecuaciones no homogéneo puede no tener solucion (el
sistema es inconsistente), puede tener solucibn Unica o tener infinitas

soluciones.

2.1 Un sistema lineal de ecuaciones AX =B, AcK™",BeK™ no
homogéneo no tiene solucion ssi

i. m=ny rg(A) <rg(AB), es decir det(A)=0

i.m<ny rg(A)<rg(A|B)

ii.m>ny rg(A)<rg(A|B)§n

Notacién: rg(AB):=rango de la ampliada.
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Ejemplo
2x+y=1
4x+2y=3

Matricialmente:

N

Aplicando O.E.F. a la matriz, tenemos:

2 11
4 23

Luego se tiene el siguiente sistema equivalente:

] fuia) ((2) ;m - rg(A) =1y rg(AB)=2, es decir, rg(A) <rg(AB).

2X+Yy= L
iContradiccion!
0=1

.. El sistema es incompatible, no tiene solucion.

2.2 Un sistema lineal de ecuaciones AX =B, Ac K™ BeK™ no

homogéneo tiene solucion Unica ssi

i.m=nyrg(A)=n

ii.m>ny rg(A):rg(AlB):n
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Ejemplo
2X+Yy=
X+y=3
Matricialmente:
2 1\(x) (1
1 1)y) 3

Aplicando O.E.F. a la matriz, tenemos:
2 11)~ (0 03
f21
1 13 2 1)1

rango completo, luego el sistema tiene Unica solucion.

. (1 113 _
fa) 0 _1-5 rg(A):rg(AlB):Z, es decir, es de

Notamos que podemos seguir aplicando O.E.F. y de ese modo obtener

inmediatamente el resultado:
1 1(3) - 1 0-2) - 1 0-2
f, f,
0 -1-5) {0 -1-5) 20 1|5

De este modo obtenemos la solucion general, a saber:

w=(-(7)
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2.3 Un sistema lineal de ecuaciones AX =B, AcK™",Be K™ no
homogéneo tiene infinitas soluciones ssi

i. m=ny rg(A)=rg(A|B)<m, aqui det(A)=0
i. m<ny rg(A)=rg(AB)<m

ii. m>ny rg(A)=rg(A|B)<n

Ejemplo
2x+y=1
Ax+2y=2

Matricialmente:
2 1)x) (1
4 2)\y) |2
Aplicando O.E.F. a la matriz, tenemos:
2 11
4 22

.. El sistema posee infinitas soluciones, luego el sistema equivalente a resolver

- 2 111 .
f21(—2) 0 olo oo rg(A) = rg(A|B)=1, es decir, menora m=2.

es:

2x+y=1

Notamos que el sistema posee una variable libre, a considerar x libre, se tiene:

y=1-2x
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Entonces la solucion general esta determinada por:

Sg = {(x y)eR?*:(x, y):(x,l—2x)}

QBRSNS ERHES
o= ) (5] s tamaca e

O bien
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Nucleo o Kernel de una Matriz

Definicion
Sea A K™" se define el kernel de A (o nacleo), que anotaremos Ker A,

como:

Ker A={xeK™ : Ax =0
Ejemplo

1 2
Dado A=(2 LJeRM, Ker A={xeR**:AX =0,}

wonell 3o
SERIBES

< Xx+2y=0; y variable libreen R = x=-2y

ofs VIORRI

Luego,
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Teorema

Sea S, :{X e K™ :AX = B} el conjunto solucion del sistema AX =B

donde AeK™", Be K™ | entonces S, ={X e K™:X =XP+XH}, con X,

solucion particulary X,, € Ker A

Demostracion
Sea S ={X eK™: X =X, + XH}. Por demostrar S; =S, esto es, por demostrar:
i) Sc S, i) Sg =S
) SeayeS =y=X,+X,
Luego
Ay = A(X, +X,)
Ay = AX, + AX,
Pero AX, =B, pues X, es solucion particular de AX =B y AX, =0 pues
X, eKer A.Luego Ay=B+0=B
sy eSS,

En consecuencia S c S; .

i) Sea X €S, ,yconsideremos X, solucion particular del sistema AX =B,
entonces afirmamos que X — X, es solucion del sistema homogéneo, en
efecto:
A(X = X,)=AX —-AX,=B-B=0
Lo que implica, X —X, ekerA.

Luego X=Xp+(X-=X,)=X,+X, .Porlotanto X €S .
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Notar que X, representa la solucion general del SEL homogéneo, de lo
contrario no podriamos asegurar o garantizar de que X —X,estd en X, para

cualquier solucion particular del sistema dado.

Método de Cramer

Sea AX =B un sistema de ecuaciones no homogéneas donde AeK™,

X eK™y BeK™ tal que |A|=0.

Sea
&y Bgpeeee CTRERY &y X b,
&, Ay CYI a,, | | X b,
- T WA - W a, || X b,
Ay Appeenees Apieenees a, X, bn
Entonces
QA b...... ay,
Ay, Agpeeenn b,..... a,,
Ay  Qpene b,...... a,
N I b, ...... a,| Yi=l..n
' A "|A#£0
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Gabriel Cramer (1704 - 1752)

Fue un matematico suizo nacido en Ginebra. Mostro gran precocidad
en matematica y ya a los 18 afios recibe su doctorado y a los 20 ya era
profesor de matematica de la Universidad de Ginebra.

En 1731 presenté ante la Academia de las Ciencias de Paris, una
memoria sobre las multiples causas de la inclinacion de las 6rbitas de
los planetas.

Ejemplo

-1

2T (2 1) [2) slaemaeae

.. Tiene Unica solucion.

2 1
Hallar la soluciéon de (1 j

Luego
2 ¥
-3 -3 -3 -3

. S¢ ={{L,-1)} Unica solucion
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Guia de ejercicios

1. Hallar una matriz P € R*® invertible, tal que PA=R donde R es la ERF de

2 1 1 4
A=3 -1 0 2
-1 2 11

Solucién
2 1 14100 (1 2 1100 1
(Al1;)=| 3 -1 0 2/0 1 0|f,3 -1 0 2|0
-1 2 1100 1) |2 1 1 4100

[EY

1 2 1 10 0 1 —1—2—31—1oc1>—31
f .10 53501 3[f.,]0 1 2 1]/0o = 2
21(3) 1(-1) 5 5 5
31(2)05361022@0536102
5
10110 21 10 2%o-1 L 8
S L1 IR
~ l ~
f 01 2 10 = 2t 01 2 ol-1 2 2
32(-5) 5 5 5| Y 5 5 5
22) |0 0 0 1|1 -1 -1/ #8V|0 0 0 1|1 -1 -1
Luego la ERF de
103%0 4 L8
5 5 5
A=|0 §0,P=—1§§
5 5 5
000 1 1 -1 -1

3x3
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Asi PA=R
4 I 6 101 ¢
5 5 2 1 1 4 5
-1 g % 3 -1 0 2|=|0 1 g 0
1 -1 -1|\-1 2 1.1) o0 0 1

2 2 3 0

1 05 -1
Sea A=

-7 1 2 2

2 01 -1

Solucion:

Elijo columna 2
|A| = Qg0 + 3,0, + 85,05, 3,0,
=2a, +0+1a,,+0

Busco «ay, , a,,

1 5 -
alzz(_l)l+2M12=_M12=__7 2 2
2 1 -

Q303 + Qg3 + 330y, ]

=-{a

48T
=[212+-1.-5+-1.37]
=—(24-5-37)
=—(-1

8)

=18
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Q10 + 8,0, + 8300, ]

=
SEERE
=
=—(-8
=—(-11

2. +31]

v

=11

Ahora reemplazamos
|A| =2a,, +1a,,
=2-18+1-11
=36 +11
=47
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3. Hallar el espacio solucién de:

X+5y-z=0 1 5 -1
=
—-2X—-y+2=0 -2 -1 1

Solucion:

Aplicaremos OEF (Gauss-Jordan) la matriz de los coeficientes, calculando el
rg(A)

1 5 -1)- 1 5 -1 .
5 .1 1 |fae|g g _q| hastaaquiel rg(A)=2

hay infinitas soluciones

Ahora

—4
1 5 -)- (15 -1~ (L5 -1). |10 —
2 1 1 f21(2] 0 9 1 f(l] 0 1 _—1 le(’S) -1
ST T e 9 01 —

1 0 __4

_91 ,eslaERFde A
01 —
9

Luego el sistema equivalente es
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Es un sistema con una variable libre, en este caso z, de aqui se tiene:

x:ﬂz,yzlz z=keR
9 9

Se {(x,y,z)eR3/x:gz,y=%z ;ZER}

Se {(x y,2)eR* (X, y,z):éz(4,l,9) ;ZER}

Se :{(x, y,2)eR* /(% y,2)=k(4,19) ;keR}

. Sg ={((419))
((419)) Es el espacio solucion generado por (4,19).

Es un espacio de dim =1 (subespacio de R ), entonces es una recta de R°®

Nota: todas las (x, y,z)<((4,19)) son multiplos de k (4,1,9)

4. Hallar el espacio solucién de

2 -1 1)(x) (1
1 -1 1|yl=|6
2 0 -1)lz) (o

Solucioén:

Buscamos el rg(A) y rg(AlB) mediante OEF

2 -1 1|1} (1 -1 1]6 1 -1 1|6 1 -1 1|6
1 -1 1(6[fy|2 -1 -11|fu,|0 1 -1)-11|f,,[0 1 -1-11
2 0 -10) (2 0 1|0} aal0 2 -3]-12 0 0 -110
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Luego el rg(A)=3=rg(AB), por lo tanto el sistema tiene tnica solucién

Continuamos aplicando OEF para obtener la ERF y tener la solucion de

inmediato
1 -1 1|6 1 -1 0|16 100 -5
0 1 -1-11(f,, |0 1 0|-21|f, |0 1 0]-21
0 0 -1]10 ) 239(0O 0 -1/10 ) 39\0 O 1}-10

El sistema equivalente es:

x=-5 1 0 0)(x -5
y=-21| = |0 1 0|ly|=|-21
z=-10 0 0 1)\z -10

Se :{(x,y,z)eR3:x:—5, y:—21,z:—10}
Se ={(-5.-21,-10)}
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5. Determine las condiciones sobre ayb para que A tenga rg(A):Z

a 0 1
A=l1 b a
-1 1 1

Solucion:

El det(A)=0, por método de Sarrus tenemos:

a 0 1lla O
|A|=1 b a1l b
-1 1 1|1 1

=ab+1-a’+b=0
=b +ab+1-a*=0
=b(1+a)+(1-a°)=0
=b(1+a)+(1-a)(1+a)=0
=(b+(1-a))(1+a)=0
=b+1-a=0 A 1+a=0
= b+l=a A a=-1

= b+l1=-1
b=-2 A a=-1

Luego para que el rg(A)=2, los valores de ayb deben ser:

a=-1 A b=-2
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6. Determine los valores de a y SR, en el sistema

(I+a)x+2y-z=0
X+(2+a)y+z=pB-a-1, talque:
2Xx—-2y—-27 =p+1

(a) No tenga solucion

(b) Tenga Unica solucion

Solucién:
l+a 2 -1
La matriz asociada al sistemaes A=| 1 2+a 1
2 -2 2

l+a 2 11+« 2
|A|= 1 24a 1| 1 24+«
2 2 2 2 -2

=(1+a)(2+a)(-2)+4+2+2(2+a)+2(1+a)+4
=—4-6a-2a°+10+4+2a+2+2a
=12 - 2a - 2a°

:—2(052 +a—6)

(a) Por ver que el sistema no tenga solucion:

|A|=0, entonces —2(052 +a —6) =0
_2(a+3)(a—2)=0

= a=-3 v a=2

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor guia), Karla Gonzdlez, Verdnica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)




Universidad de
BPlaya Ancha

Lable]saM

Luego aplicamos OEF a la ampliada con « =2

3 2 -1 0
A=l1 4 1|8-3]|f,
2 -2 -2|p+1

1 4 1|p8-3
fyas |0 -10 -4/9-38
2 0 -10 —4|7-5

1
3
2

f

4
2
-2

32(-1)

Lin-médulo 3: Sistemas de Ecuaciones Lineales

1|p-3
-1 0
—2|p+1

1 4
0 -10
0 O

1] 8-3
—4]9-38
028-2

= rg(A)<rg(A|B)

Por lo tanto el sistema no tiene solucién si:

(b) Por ver que el sistema tenga Unica solucion

Para esto el [A|=0, entonces —2(0;2 +a —6) 0

=

a=2 n B=#l

—2(a+3)(a—2)¢0

220 v a#-3 v a=%2

Luego tomamos un valor arbitrario para « , en este caso o =1.
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Ahora aplicamos OEF a la ampliada, para a =1

2 2 -0 1 3 1|p-2
A=l1 3 1|g-2|f,|2 2 -1 0
2 -2 -2|p+1 2 -2 -2|p+1

1 3 1|p-2 1 3 1]8-2

fuo |0 —4 Bj4-28| f,, |0 -4 -344-2p

2 0 -8 —4|5-p 0 0 2|338-3

Hasta aqui rg(A)=rg(A|B), por lo tanto hay Gnica solucion

Continuando con O.E.F., tenemos:

-1-p
1 3 1|p-2 1 3 0 2
0 —4 -314-2p f(l) 0 —4 o%‘l
13
. 2
0 0 2[33-3 ) 00 25 ,
“1-8 1- B 1157
13052l 130125 100185
”3@ 4 OT_ ;(_1) 01 O_Tﬁ fas|0 1 0 _Tﬂ
2 4
0 0 1ﬁ 00 1@ 00 1@
2 2 2
Luego x=1p=1 ; y:ﬂ ; ;=383
8 8 2

£ puede tomar cualquier valor cuando a =1
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Autoevaluacion n° 1
(Prueba afio 2004)

1. Pruebe o refute.

a) El producto de matrices simétricas es simétrico.

b) VAeK™ A"=0=A=0
C) %(A+ At) es simétrica V A
d) A’-B?=(A+B)(A-B) VA,B

e) SiABeK™y AeB=0=A=00B=0

1 2 3
2. Hallar lainversade A=|-1 0 5|, siexiste, por adjunta.
0 1 2
1 5 -4 7
3.Sea A={4 3 1 11| .Hallar P,Q invertibles tales que PAQ=B , donde
30 3 6

B eslaE.R.Fde A.

1
4. Sabiendo que A™ = [2

i] y que (AB)" = (2

4
. Calcule B.
5 3
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Soluciones:

1.
a) Falso
b) Verdadero
c) Verdadero
d) Falso
e) Verdadero

5 1 -5
4 4 2
P
2 2
1 1 -
4 4 2
= 5
17 17 10 1 2 1000
4 1 0100
3.P=|— = 0 B=|0 1 -1 1| Q=
17 17 00 0 0 0010
9 15 3x4 000 1),
17 17 s
R
4. B=| 2
1 3
14 7

Se recomienda resolver los siguientes ejercicios:

Morras R., Johnson R. (1984). “Algebra Lineal”

Pag. 20, Lista de Ejercicios N° 1, pag. 45, Lista de Ejercicios N° 2, pag. 56, Lista
de Ejercicios N° 3, pag. 80, Lista de Ejercicios N° 4.
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