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Espacios Vectoriales

Para constituir un espacio vectorial requerimos de dos conjuntos, no
vacios, uno que anotaremos por V, cuyos elementos Ilamaremos

vectores, y otro que anotaremos por K, donde sus elementos los

[lamaremos escalares. En V se define una ley de composicién interna “+”
(suma de vectores) tal que (V,+ ) es una estructura de grupo abeliano, y

en K se definen dos operaciones + y - (suma y producto de escalares) tal

que (K,+,-)es una estructura de campo.

Definicion
((V,+ ) o) es un espacio vectorial sobre el campo K, o bien, V es un

K — espacio vectorial siy soélo si:

(i) (V.+) es un grupo abeliano
(i) o: KxV —V es ley de composicién externa (ponderacién),
tal que V(k,v)e KxV, keveV , verifica:
El (k+A)ev=(kev)+(dev) ; Vk,ieK,veV
E2 ke(vtw)=(kev)+(kew) ; VkeK;v,weV
E3 k-(dev)=(k-1)ev ; Vk,AeK,veV

E4 lev=v : VYveV,lidentidad en K
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Ejemplos
1. R esun R-e.v.

2. R?> esun R-e.v.

Lin-Mbdulo 4: Espacios Vectoriales

(R?,+) es un grupo abeliano, donde V(ab),(c,d)eR?, se define

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

Se define una l.c.e. ¢, como sigue

o:RxR* - R?
(1,(a,b)) 1e(a,b)=(1a,b)

que verifica los axiomas E.1 a E.4
En efecto,

Demostracion E.1
Vﬁ,keR,VV=(a,b)eR2
(A+k)e(ab) =((2+k)a,(2+k)b)

=(Aa+ka, Ab+kb)
=(Aa, Ab)+(ka, kb)
=Ae(a,b)+ke(a,b)

Demostracion E.2
VkeR,Vv=(ab),w=(c,d)eR’
ke((a,b)+(c,d))=ke(a+c,b+d)
(k(a+c), k(b+d))
(ka+ke , kb+kd)
(ka , kb)+ (ke , kd)
ke(a,b)+ke(c,d)

[ distributividad en R
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Demostracion E.3
VA,keR,Vv=(ab)eR?
k(2 e(a,b))=k(1a,1b)
(k(2a). k(2b))
(k2)a, (k2)b)
(

ka)e(a,b)

Demostracion E.4
vv=(ab)eR?
1e(a,b)=(1a,1b)

=(a,b)

Generalizando, R" es un R -e.v.

Lin-Mbdulo 4: Espacios Vectoriales

3. Sea A un conjunto no vacio, K un campo, K”" = {f :A—> K/ f esfuncion }

esun K-e.v.

3.1 Se defineunal.c.i. + en K*

+: KA x K" > K* | tal que

vf,geK”* f+geK” , donde
vxe A (f+g)x)=f(x)+g(x)

Esquematicamente:
+: KA KA - K*

(f.g)— f+g:A>K

x> (f+9)(x) =f(x)+9(x)

Asi (K A,+) es un grupo abeliano, es decir verifica las siguientes propiedades:
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3.1.1 + esta bien definida
Si (f,g)=(h,8)=f+g=h+o

3.1.2 + es asociativa en K*

vf,g,heK”, (f+g)+h=f+(g+h)

En efecto,

vxe A:((f+g)+h)x) =((f +g)x)+h(x))
(f(x)+g(x))+h(x)) ; asociatividad en K
(f(x)+(g(x)+h(x))

(f(x)+(g +h)x))

(f +(g+h)Xx)

3.1.3 Existencia de elemento neutro

Debe existir ue K", vf eK* talque f+u=p+f="f
Supongamos
f+u="*
wxe A (f+u)(x)=1f(x)
U
f(x)+ 1(x) = f(x) ; en K cuerpo
u(x)=0, ; 0, neutroen K
En una funciéon constante de valor “0”, ¢ es la funcién nula que anotamos por
9. vxe A, 9(x) =0,
-.El neutro en K* es la funcién nula 3.
3.1.4 Cada elemento de K* posea inverso aditivo.
v f eK”, debe existir he K* talque f +h=h+f =9
Supongamos

f+h=39
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vxe A, (f+h)(x)=9x)
U
f(x)+h(x)=0, /+-f(x) en K
h(x) =—f(x)
-.Elopuestode f es — f en K*,
Hasta aqui (K*+) es Grupo.
3.1.5. + es conmutativa en K*
De manera facil se verificaque, Vv f,geK”", f +g=g+ f
~. (K*+) es Grupo Abeliano.
3.2 Ahora definamos una ley de composicion externa (ponderacion).
o:KxK*—> K"
k,f)>kef:A>K
x> (ke f)(x)=hf(x)

Que verifique axiomas de E.1 aE.4

En efecto, E.1:
Vk,AeK,V f eK” se cumple que (k+A1)e f =(ke f)+(Llef)
vxe A ((k+4)e f)x)=(k+A4)f(x); distributividad en K
= kf (X) + Af (X)
= (ke F))+(2e F)x)
= (kf + Af Xx)

.. Se cumple la igualdad

Queda para el lector demostrar E2, E3, E4.

Luego de 3.1y 3.2 se tiene que K* esun K- e.v.
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Proposiciones

En todo espacio vectorial V , sobre un cuerpo K, se verifica:

1.0, ev=0, ;VveV
2. he0, =0, ;VkeK
3. kev=0,<k=0, 6 v=0,

4. (A)v=A~Vv)=—(Av) ;VieK, VeV

Demostracion 1.
Sabemos que 0, +0, =0,
Luego 0, ev=(0, +0,)ev /E.1
Ok ev=0 ev+0,ev [+ -0, ev

O ev-0,ev=0,ev+ 0, ov-0, oV
%/—J %/—/

0, =0, ev +0,
0, =0, ev ; YWeV

Queda para el lector demostrar 2, 3y 4.

Subespacio Vectorial

Definicion
Sea (V,+) un K-e.v.y H un subconjunto no vaciode V, ¢=H <V . Diremos

gque H es un Subespacio Vectorial de V , anotaremos H <V , si y sélo si

(H+) esun K-e.v.
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Ejemplos de subespacios candnicos de R®

Plano XY: R xR x {0} <R®

Plano XZ: R x {0} x R < R®

Plano YZ: {0} x R x R <R’

Eje X: R x {0} x {0}

Eje Y: {0} x R x {0}

Eje Z: {0} x {0} xR

Nota: Todo K -e.v. admite al menos dos subespacio, que son el mismo espacio
vectorial, como un subespacio de si mismo, y el subespacio vectorial que
contiene sélo al neutro del espacio; a estos dos subespacios se les llama

subespacios triviales. Cualquier otro subespacio de un K-e.v. se llama

subespacio propio.

Criterio para Subespacios
Proposicién:
SeaV un K—ev.y HcV,H #¢.
H <V siy solo si
(i) Dados x,yeH =>x+yeH
(i) Dado AeK,veH = AveH
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Demostracion
Por demostrar que H <V

:>] Como H <V entonces H es un K-e.v., luego se verifican i). y ii).
<:]Asumiendo ). y ii). basta demostrar que H es un K-e.v. con las leyes
definidas en V ; para ello s6lo basta ver que 0, e H y —veH cuando ve H,

ya que la asociatividad y la conmutatividad se heredande V a H (H V).

En efecto,
0, eK,vwweH
por 2. se tiene que 0,»veH =0,eH
Ademas: para -1eK;veH
se tiene que (-1)sv=-veH
ademas se verificaE.1 a E.4 pues H cV
~ H<V
Ejemplos
1. W={(x,mx):meR fijos, xe R} ¢ R?
JW <R??

w ={(x,y)eIRi2:y=mx}gR2
Notar que W es una recta que pasa por el origen (0,0)eW.

Es claro que W e R ,W = ¢ pues (0,0)eW .

Por ver

i) Dados u,veW, por demostrar que u+veW
Seau=(x,y)eW = y=mx
Seav=(x,y)eW = y=mx

Luego
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y+Yy'=mx+mx'
=m(x+x")
Esto nos dice que
(X+x', y+y)eWw
Su+veW
i) Dado AR ,veW por demostrar que AveW
Seav=(x,y)eW = y=mx
Luego con 1R se tiene que
Ay = A(mx)
= m(AX)
o (A%, y)ew
Es decir,
AX,y) eW
S AVeW
Por lo tanto W < R?
Proposicion
Dado V un K—-e.v,,si UW <V =UnNW <V

Demostracion

i) Como U ,W <V se cumple que
0, eU A 0O, eW
0 eUnmW 5 UnW =4
Ademas es claro que U "W cV
i) Dados x,yeU nW , por demostrar que x+yeU nW
Si x,yeUnW
:>(XeU /\XeW) A (yeU /\yeW)
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Como U,W <V, entonces
X+yeU A X+yeW

= X+yeUnW
iii) Dados 1 e K,xeU nW, por demostrar que AxeU nW

Si xeUnW

=>xeUAxeW

Como U,W <V ,1 €K, entonces

AxeU A AxeW

= XxeUnW
Luego de i, ii, iii se tiene que U "W <V , siempre que U ,W <V y V un K-e.v.
Generalizando:

Dado V un K—e.v. y {W, :iel} una familia de subespacios de V , es decir
W, <V Viel (puede considerar | ={1,..,r}),

Entonces

NW; <V

icl
Ejemplo
SeaV un K-ew.ysea H, T<V=xHUT<LV

Por contraejemplo

Sean

Il
=
—
laml
w
~—~
=
m
Zs
—_——
N
7o
w

H=L5={(xy):(xy)
T= L(Z,l) :{(X’ y):(x, y)= k(2,1) K ER} cR?
Notemos que

(1’ 3) € L(1,3) = (l’ 3) € L(1,3) ~ L(2,1)
(21) e Loy = (21) e Lauay Y Lo

Pero
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(13)+(21)=(34) & Ly 5 ULy
Supongamos que
(34)e Lus = (34)=k(13)

(34)=(k,3k)
=3=k A 4=3k:>%=k iContradiccion!

En consecuencia, si H, T <V s H UT <V

Suma de Subespacios

Definicion
Dado V un K-e.v. y U ,W <V, se define la suma de subespacios U y W,

gue anotamos U +W , como

U+W={veV:v=u+w,ueU,weW}

Proposicion:

Sea V un K-ew y {W}

Zklwi <V,
i=1

una familia de subespacios de V , entonces

Notar que:

Kk
DSW, =W, +W, + oA W, = (W, +W, +.+ W /W, €W, Viel =1k}

i=1
Demostracion

i) Es claro que ZWi cV pues cada W, cV con i=1..k
iel
ademas W, <V 'y >W,#¢ pues 0, e Y W, yaque 0, =0, +0,, +.....+0

iel iel
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k Kk
i) Dados x,ye ZWi por demostrar que Xx+Yye ZWi

iel i=1
K
si X,ye) W, =x=>u, donde u; eW,,Viu
iel iel
= y=>v, donde v, eW,,Vi
iel

Entonces X+Y=D U+

zi(ui +I\€/:) ; donde (u; +v;)eW, Vi pues W, <V
SoX+ I)E/Ie ZWi
iii) Dado 4 e K,xe X W, I|§)I0r demostrar que Ax e Y W,
Se tiene: ,IXIEI: gzui LU eW,, Vi <

iel

=AU, + AU, +......+ AU,
= u; ; donde Au; €W, , Vi pues W, <V

iel
SAxe Y W,
iel

En consecuencia, de i), ii), y iii) se tiene que la Suma de Subespacios es un

Subespacio Vectorial.
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Suma Directa de Subespacios

Definicién

Sea V un K-e.v. y {W,}., una familia de Subespacios de V. Diremos que la

iel
suma:

W, +W, +...+W., es Suma Directa, si y solo si

Wjﬂ(W1+W2+...+WH+W. +...+W,):{OV};paracualquier j=1..r.

j+1

Esta suma la anotaremos:
W, OW, ®...6W,

En particular,
1.-SiVesunK-ev.y W,W, <V, lasuma W, +W, es Suma Directa,
si y solo si
W, W, ={0,}
2.- Dado V un K-ewv. y W, ,W,<V , diremos que V es Suma Directa
deW, +W,, siy solo si
i wW,Nw, ={0,}

(i) W, +W, =V

Ejemplo
Sean W, :{(x, y)eR? :x+2y:0}£R2

WZ:{(x,y)eIRz:x—y:O}SR2

(ESR? =W, W, ?
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(i) Por ver que W, +W, es suma directa, es decir:
W, (W, ={0_.}; 0,. =(0,0)
Sea (x,y)eW, "W,
=(y)eW, vy (xy)ew,
U
X+2y=0 X-y=0

Sistema de ecuaciones homogéneas

oL A et

a saber:
1 2 = 1 2 = 1 2f~ 10
1 -1) 270 -3) J3)lo 1) 270 1

((1) (DCJ = (8) o bien (x,y)=(0,0)

= W,NW, ={(0,00)}
W, W,

2 . . -
#0# -3 , el sistema posee Unica solucion,

(ii) Ahora por ver que ..W, +W, = R?

Notar que:
Si (x,y)eW, = x+2y =0 (hay una variable libre)
=>x=2y ;YyekR

(xy)=(-2y,y) ; yeR
(xy)=y(-21) ;yeR
Wo={(xy)=y(-21),ye R}
W, =((-2.1)) = L

Si (x,y)eW, =x-y=0
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R,(xy)=w+w, ;conw, eW, , w, eW, de manera Unica
(x y)=k(-21)+ (1)

(% y)=(-2k1k)+(2,2)

(x,y)=(-2k+2,k+1)eR’

W, +W, =R = R* =W, ®W,, es suma directa

Combinacion Lineal

Definicion
SeaVun K-ev.y S :{vl,vz,...,vr}cv un Sistema de Vectores de V. Un
vector veV, se dice que es combinacién lineal (cl) de los vectores de S
Si y solo si existen escalares o, «,, ...,a, € K tal que
r
VoV oV, Fetay, =D ay,
i=1
De lo sefialado, también podemos decir que v es una cl de los vectores

V, Vo,V

re
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Ejemplo
(1) (1,2)=110)+2(01) en R?
(1,2) es combinacion lineal de los vectores de {(1,0),(0,1)}
(2) ¢ (1,2) es combinacion lineal de los vectores (11) y (0,-1)?
Por ver que existen «, f € R, tal que:
(1.2)=a(11)+ 5(0-2)
1.2)=(@.a)+(0.-p)
L2)=(ena-p)
U
a=1y a-p=2
= p=-1
Como existen a=1, f=-1en R, tal que (1,2)=1(11)+-1(0,-1), afirmamos

que (1,2) es combinacién lineal de dichos vectores.

Sistema Generador

Definicién

SeaVun K-ewv.y S :{vl,vz,...,vr}gv. Diremos que:

<S>Z={V€V :V:Zr:aivi , o €V Vi :1,r}
i=1

Proposicion: SeaV un K-e.v.,yS un sistema de vectores de V , entonces

(S)<v.
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Nota: Al subespacio vectorial (S) , se conoce como envoltura lineal, o bien,

Subespacio generado por el Sistema de Vectores S.

Demostracion:

(i) es evidente, por definicion, que (S)cV y que (S)#¢ , pues 0,e(S), ya
que 0,:=0-v, +0-v, +...+0-v, €(S)
(i) Dados v,w e (S) por demostrar que v+we(S)

Sive(s) = 3Ja,a,,...,a, €K tal que
V=aV, + oV, +...+aV,
Siwe(S) =38,B,...05 €K talque

V=LV, + BNV, +...+ L.V,
Luego
V+w=(aq+ L)V +(a+ )V, +.o+ (e, + B) v,
V+W=Zr:(ai+,b’1)vi ,con (o, +f)eK Vi=Lr
i=1
S V+we(S)

(i) Dado A € K,v e (S) Por demostrar que: Av & (S)
Comove(S)=>v=>aV, ,oeK, Vi=Lr
i=1
Luego como V esun K- e.v.

AV = lzr:aivi

i=1
AV = Zr:;t(aivi)
i=1
ﬂv:i(ﬂ,ai)\/i Ao, e K, Vi=1r
i=1

LAV e <S>

En consecuencia (S)<V
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Nota:
1. Cualquier sistema de vectores S de V genera un subespacio de V.

2. A modo de notacion, y sin error a interpretacion, en vez de escribir

({Vp:Vyr..., 1, }) suele escribirse (v;,V,,...,V, ).

3.Si W <V donde W =(S), decimos que S es un sistema generador de W.

4. Un espacio vectorial V sobre un cuerpo K (K-e.v.), se dice que es de tipo
finito, o bien, que es finitamente generado, si admite un sistema generador con

un numero finito de vectores.

Propiedades

Sea v un k-e.v.

1.Si ScV entonces S c(S)
2. Si Ac B(cV) entonces (A) c (B)
3.Si W <V tal que ScW, entonces (S)cW .

Por lo tanto, <S> es el Subespacio mas pequefio que contiene el Sistema

de Vectores S.

En particular,

si W <V entonces (W)=W .

4 8)=Nw

Scwsv
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Definicion
SeaVunK-ev.y S={,,v,,...,v, }cV
1. Diremos que el Sistema de Vectores S es un sistema libre, o bien,

que sus vectores son linealmente independientes (l.i.), si y solo si
aV,+aN,+...+aV. =0 = =0,Vi=1..r

2. Diremos que el Sistema de Vectores S es un sistema ligado, o bien,
gue los vectores de S son Linealmente Dependientes (1.d.), siy solo

si

D v, =0 con a; #0, paraalgin i=1,...r
i=1

Ejemplo

1. $={(12),(11),(10)} c R?,
¢, Son linealmente independiente o linealmente dependiente los vectores de S ?

Supongamos que existen «, f,y € R tales que:
o(1.2)+ 1)+ (10)=(0,0)
= a+p+y=0

200+ =0

Es un sistema homogéneo con dos ecuaciones y tres incégnitas. Tiene infinitas

soluciones. De este modo, el sistema de vectores {(12),(11),(10)} es un

Sistema Ligado, o los vectores son Linealmente Dependientes.
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Otra forma:

Analizar el rango de la matriz que forman los vectores de S.

1 2 10 10 10
A: 1 1 f(l3) 1 1 f21(,1) 0 1 fsz(,z) O 1 y
10 1 2) 70 2 0 0

luego rg A=2<3, en consecuencia los vectores (1,2),(11) y (10) son Ld.
Observacion:

El espacio generado por el sistema de vectores {(1,2),(11),(1,0)} es el mismo

que el espacio generado por el sistema {(1,0),(0,1)}, o bien

((12). (11). (10)) = ((10). (0.1).

2.¢Son (1,2),(21)eR* Linealmente Independientes?

Supongamos existe la ¢l nula a(1,2)+ 4(21)=(0,0),

a+2p=0
20+ =0
= a=£=0

~.(12) y (2,1) Son Linealmente Independiente (li).

1 2
Nota: el rg(2 J =2 (esigual al niumero de vectores fila de A)
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Propiedad

SeaV un K —ewv.

Si {V;,V,,...,, } es un Sistema Libre de V y el vector v,,, (v, v,,....V,),
entonces {v,,v,,...,v,,V, .} es un Sistema Libre (li.)

e Tro Yr4l

Si {v,,v,,...,v,} es un Sistema Ligado (l.d.), entonces {v,,v,,...,V,,v,,,} €s un

e Tro Yr4l

Sistema Ligado, cualquiera sea el vector v, , €V .

Si {v,,v,,...,V, } es un Sistema Libre, entonces: {v,,v,,...,V;;,V v,} es un

S Vi Viggse oo

Sistema Libre.

*Si veV —{0}, entonces {v} es Li.
Si v=0, entonces {0}es l.d.
eSi x,yeV —{0} y {x,y} esl.d., entonces x=ay ,acK

o Si {vl,vz,...,vr} es un Sistema Generador de un espacio (subespacio) de W,

y algin v; es combinacién lineal de los otros vectores, entonces

{vl,vz,...,vjfl,vjﬂ,...,vr} es un Sistema Generador de W.

Ejercicio

Realice una prueba formal para cada caso precedente.
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Base de un Espacio Vectorial

Definiciéon
SeaV un K-ev.y B:{vl,vz,...,vr}gv . B esunaBase para V , siy solo si

(i) B esli, un sistema libre de vector.

(ii) (B)=V

Ejemplo

B={(10)(0,1)} = R?, es una base para R, llamada Base Canonica.

Es claro que (1,0) y (0,1) son Linealmente Independiente:

10
01

#0

O bien, existen «, R, tales que:
a(1,0)+ (01)=(0,0)
(:0)+(0,5)=(00)
a=p=0
V(xy)eR?
(x,y)=a(1,0)+b(0,1) ;a,beR
(x.y)=(2,0)+(0,b)

(x.y)=(ab)

Xx=a A y=b

=V c(B)
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Notacion: La base canbnica de R" se anotara por C_, con

C,={(10...,0),(0,1...,0),(0,0,....1} ~, donde el i-ésimo  vector
e =(0,..,0,10,..0) posee un 1 en la i-ésima coordenada y en sus otras

coordenadas valor cero.

Ejemplo
1. B={(1,2)(21)} = R?, ¢(Es una base paraR* ?

2
1

1
i) Esclaroque B esl.i., ‘2 #0.

i) Ahora deseamos ver que todo vector de R* es cl de los vectores dados.

V(x,y)eR?, deben existir o, R , tales que:
(x y)=el1.2)+ p21)
(x,y)=(ar,2a)+ (23, B), lo que implica
a+2p =X /-2 }

2+ =Y
donde ﬂzg—z eR A ozz_—x+ﬂ eR
3 3 3 3

Luego existe a,f R, tales que:

=2+ 2 Ja2e (22 e

2. Hallese una base para el Subespacio W <R* donde
W :{(x,y,z)eR3:x+y+z:0}
De x+y+z=0 setienen dos variables libres, a saber vy, z (parametros) en R,

Luego, x=-y-z
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X -y-z
Asi, |y|=| VY 'Y,Z2eR
z z
X -1 -1
yl=y|l 1 |+z, 0] ;y,zeR
z 0 1
-1\ (-1
W=(|1||0])<R?
1

Donde B, ={(-110),(-10,1)} es una base para W

0

0 J =2. Hay dos vectores en la base

Nota: r -1
. rg A

Dimension de un espacio vectorial
Definicion
La Dimension finita de un espacio vectorial V sobre un cuerpo K es el
namero maximo de vectores de V que constituye una base para V .
Sea B={v,v,,...,v,} una base para V, conjunto maximo de vectores

linealmente independientes para V , diremos que la dimensién de Ves n,

anotamos, dimV =n.

Nota: En nuestro estudio consideramos a B una base finita de V, con lo cual
decimos que el espacio V es de dimension finita o bien que el espacio V es finito

dimensional. No es parte de nuestro estudio los espacios infinito dimensionales.
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Teorema de Completacién de Base o de Base Incompleta

Teorema

SeaV un K—-ev. de dimV =n.
Si S ={v1,v2,...,vp} c V, es un sistema libre con p vectores, p<n,

entonces existen (n— p) vectoresde V, v_.,,V .V, linealmente

p+l? Y p+20°

Independientes tales que B=SU{V, .V, 0 Vy f = {Vi Yy Vv

A preea Vs v } es

FFEERERTA M

una base para V.

Demostracion queda de ejercicio para el lector; se sigue de los conceptos de
base y dimension, y de la primera propiedades precedente aplicada en un

proceso finito para obtener una base para V .

Ejemplo
Aplicando el teorema al ejemplo anterior, se tiene:
By ={(-110),(-101)} c R*:=V

B, es libre (posee dos vectores), pero dimR® =3,

Luego debe existir 3—2 =1 vector en R® que sea l.i. con los vectores de B,
Consideremos (a,b,c) e R®

tal que

{(~110),(~1,01),(a,b,c)} sea una Base para R* =V

By

Basta ver que sean l.i., es decir, det(B)=0
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-1 10

Entonces: -1 0 1/#0
a b c

< (-1)b)+(-1(-c—-a)=0
< b+c+a=0

< a+b+c=0
Tomese: a=1,b=0,c=0

Asi: B, ={(-110),(-10,1),(1,0,0)} es una base para R*

Coordenadas de un vector

Definicion

SeaV un K—-ev.y B, ={v,v,,...,v,} una Base ordenada para V .

Para cualquier vector veV existen escalares «,,a,,...,, tales que
V=aV, +a,V, +...+a,V,.

A estos escalares, tales que V es c.l. de los v,,Vi=1,...,r, se les llama

Coordenadas del Vector V, respecto de la base B.

Notacién: [v], =| : |:“coordenadas del vector v, respecto de la base B .
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Ejemplo
1. C, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base candnica de R®
Las coordenadas de cualquier vector v=(ab,c)eR’® estd dada por los

escalares a,b,c en R.

a
En efecto, (a,b,c)=a(10,0)+b(0L10)+c(0,01), luego [v]. =|b]|.
c

Asi, por ejemplo:  [(1,23)]., =

w N

2. Consideremos B_; ={(11,0),(0,0.1),(10.1)} ¢ [ (12.3)],?
Sean a, f,y € R tales que

(1L2,3)=a(11,0)+5(0,0,1)+7(10,)

(1,2,3) = (e @,0)+ (00, 8)+(7.0,7)

a+y=1
a=2 = a=2, y=-1, p=4

p+y=3
2
[123)], - 2
4
3. V:(l,Z)ER2

1
V] :( j ; C, Base Canodnica de R’
2 2
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Cambio de Coordenadas de un Vector respecto de una Base a

otra Base, y Matriz Cambio de Base

Sea \Y un K — espacio vectorial de dimensién n. Sean
B,={V,,...V,} ¥ B,={w,,...,w,} dos Bases ordenadas de V. Dado un vector
v eV, relacionaremos las coordenadas de dicho vector v respecto de ambas

bases B, y B, . Asi podremos obtener las coordenadas v respecto de B, a B,

s . B. .z
gue anotaremos Bl[v]B 0 bien [V]Bl2 ; como también, obtener las coordenadas
2

v respecto de B, a B, que anotaremos 8 [v]

Lo B,
, 0 bien [v]Bl .

Respecto de la base B, , existen escalares «,,a,,...,a, €K,

n

tales que
_ @) _
V=aV, +a,V, +...+ V. = |V =

Cada v, € B, ; Vi=1,...,n se puede escribir como Combinacion Lineal (c.l.) de los
vectores de la base B,.

v, =a,, W, +a,W, +...+a,W,

v, =a,W, +a,W, +...+a,W,

vV, =W, +a, W, +...+a, W,

Reemplazando en (*)
v=o, (W +...+a,W,) +a,(@,w, +...+a,W,)+..+a, (a,W +...+a,w,)

= (a W, + @, W, + ...+ @ W) + (,a,W, + 2,8, W, +...+ a,a,,W, ) +...
+(a,a,W, + a,a, W, +...+ a,a,,W,)
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=(oqa, + o8, + ...+ @, )W, + (dy, + 2,8y, +...+ 2,8, )W, +...
vt (@, +a,a, +...+aa )W,
Lo que implica,

o8, + a8, t...ta,a,

[v]Bz =| @, + A,y +...+ @,
ad, +a,a,+..+a,a,

a, a, .. a,)\
Vs, - a.21 a'22 a?n 2
a, a, a,. \a,
Luego,
[V]|32 =5 Fs, [V]Bl
Nota:

1. La matriz B, PBZ recibe el nombre de matriz de paso o cambio de base de

la base B, aB,.

2. De manera similar se puede obtener las coordenadas de veV desde la

P

base B, a B, de tal manera que [v]Bl =g, Py, [v]BZ

Pregunta: ¢qué relacion existe entre ambas matrices de paso?
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Guia de ejercicios
1. Demostrar que B={(1,2,1),(12,3),(3,2,1)} es una base para R’

Solucién:

(1) Por ver que los vectores sean l.i., esto es:

Sean «,f,y €R tales que:

a(l,2,1)+,8(l,2,3)+7/(3,2,1) = (0,0,0)

a+ p+3y=0 1 1 3\« 0
= 20+20+2y=0{<|2 2 3| p|=|0
a+3p+ y=0 1 3 1)\y 0

Ahora se debe buscar los valores de las variables a través de O.E.F.

113 11 3 11 3 11 3

2 2 2|f,(-2)|0 0 —4|f,(- 1)o 0 —4|f,]0 2 -2 f;(%l]
131 13 1 -2 00 -4
11 3 11 3 11 3 110
02 -2 FZG [o 1 -1|f,@W0 1 0ff,(- 3)[0 1 0|f,(-D)
00 1 00 1 001 001
100

010

001
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Entonces: «(1,2,1)+4(1,2,3)+7(3,2,1)=(0,0,0)

Los vectores dados son l.i.

(i)  Porver que (B)=R’, es decir:

1). (B)cR®

Por definicién se comprueba.

(2). R <= (B)
Dado (x,y,z)eR® por determinar a,b,ce R tales que:

(x,y,z)=2a(1,2,1)+b(1,2,3)+c(3,21)

U
a+ b+3c=x
2a+2b+2c=y

a+3b+ c=2

Ahora, se trabaja la matriz ampliada a través de O.E.F, se tiene:
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11 3x 11 3] x 11 3] %
22 2y Ty 0 0 ~Ay-2x|fy |01 | "
31(-1
13 1lz) *Y 0 2 -2/ z-x 2(;)00—4y_2x
3y —2x —2X+4y-2z
11 3]~ 11024 10024
Z-X |7 -y | & -y
fg[1j L =7 [Ty |01 0 = [T, ,00 10 y
“J1o 0 1 ¥ 0 1 001
2X—Yy 2X—-Yy 2X—-Yy
4 4 4
—~ 3 a_—x+2y—z;b_22—y; C:2x—y
2 4 4

tal que a,b,ceR

o R3

-2 1)(3 3)(2
2.- Demostrar que A= , ,
2 1)\4 2)\5

M, (R).

Solucioén:

()

Por ver que A es libre.

Sean a,b,c,d e R tales que:

-2 1
a +
2 1

o=

3 3 2
oy o) e
4 2 5

(B)

_]j
+
-1

-1\ (4 5
, es una base para
RN

o7 S o
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—2a+3b+2c+4d =0 -2 3 2
a+3b— c+5d =0 1 3 -1
2a+4b+5c+7d =0 <~ 2 4 5
a+3b— c+5d=0 1 2 -1

01N o1 b~

o o T o
|

o O O o

Ahora se debe buscar los valores de las variables a través de O.E.F.

2 3 2 4 1 3 -1 5 1 3 -1 5 1 0 -1 5
13_151?_2324” 09014f 01 0 0
4 5 7/%2 4 5 7330 2 7 3[40 2 7 -3
1 2 -1 5 1 2 -15/ %o -1 0 o) o 9 0 14
10 -1 5 10 -10 1000
f~0100~0100f~01oo
ah|0 0 7 -3 },;‘5(3)5)00703(;90010
{loo 0o 1 00 1) ™o 00 1
a=0
b=0 ] , ,
c—ol asi, el sistema de vectores A es libre.
d=0

(i)  Porver que (A)=R*?, estoes:

(ii.1). (A)c R*?

Por definicién, se comprueba.

(i.2). R?2c(A)

X
Para ello, sean (z geRm y a,b,c,d eR tales que:
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o7 1)

—2a+3b+2c+4d =x

a+3b— c+bd=y

2a+4b+5¢c+7d =z
a+3b—- c+5d =t

~32x + 28y +14z — 22t (x
1000 98 z
0100 y-t
00 10 3x—21t9;14z—t
0001 X—T7Ty+0t
14
1 3 -1 5|y 1 3 -1 5]y
- |2 3 2 A4|x]|- 0 9 0 4ix+2y
fo 21(2)
2 4 5 7z 31§2§ 0 2 7 -3|z-2y
1 2 -1 5/t)* Y0 -1 0 olt-2y
5 [3t -5y 10 -1 5| 375
ol2y-t|. (01 0 0 2yt
3lz-2y | Zl0 0 7 —gPY A2
14|t-2y ) {40 0 0 1%
80y — 38t 28y -16t+4z
0 4 1000 4
o At o Joroo H7
0—52y+52t+4z 3@ 00 1 0—52y+222t+4z
13(1
Y ooy +10t 000 1 Hoyi10t
4 4
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2 3 2 4x) (1 3 -1 5y} (1 3 -1 5] y
1 3 -1 5y|:/-23 2 4x|:/0 9 0 14x+2y
2 4 5 17z 2 4 5 7z| |0 -2 7 -3z-2y
1 2 -1 5t 1 2 -1 5t) (0 -1 0 0|t-y

—5x+7y-3t
1 0 -1 5| 3t-2y 10 -1 0 14
o1 0 of yt |Jo1 oo y-t
00 7 -3 z-2t | |00 7 03X_21t11142_t
01 0 0[x=7y+9t) |00 0 1 - o
14
—32Xx+ 28y +14z - 22t
1000 98
o100 y-t
0010 3x—21';;14z—t
0001 X—7y+9t
14
Luego
a:—32x+28y+14z—22t Cboy-t C:3x—21y+14z—t ;
98 98
d:m,con a,b,c,deR
14

Tal que A es una base para R***.

3-SeaV ={(xy,zt)eR*/x+182-9t=0, y+3z-2t=0}

Demuestre que V es un subespacio de R’

Solucion:
(1) Primero se debe buscar el conjunto generador de V , esto es:
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Xx+13z-9t=0
y+ 3z-2t=0

Es un sistema homogéneo, donde 4-2=2 es el n° de variables libres.

Asi, el sistema dado posee infinitas soluciones.

En efecto, se tiene:

1 0 13 -9 S.oX=-13z+9t
(o 1 3 —2] y=-3z+2t

Luego : (x,y,z,t)=(-13z+9t,-3z+2t,z,t) ; z,teR

=7(-13,-3,1,0) + t(9,2,0,1) ; z,teR
V =((-13,-31,0),(9,2,0,1))

Asi el conjunto generador de V es {(—13,—3,1,0),(9,2,0,1)}

(i)  Porotro lado, sean («,,7,6)eR*y a,beR, tales que:

(a,B,7,5)=a(~13,-3,1,0)+b(9,2,0,1)
U
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-13a+9% =«

—-3a+2b=
a+a 'B<:>(a,[5’,;/,5):(—13a+9b,—3a+2b,a,b) VabeR
=7

b=¢o

SV <R*

4.- Sean U :{(x, y,z,t)e R 1 x+ y—z:O/\2x+3y—t:O} y

W =((12,-13),(11,2,-1))

(a) Determinar una base para U y su dimension.

(b) Encontrar una base para U "W y su dimensién.

Solucién:
(a). (i) Buscar el conjunto generador de U

Sean x+y-z=0 A 2x+3y—t=0

=Z=X+Yy =t=2x+3y

Asi (x,y,z,t)=(X,y,x+y,2x+3y) ; X yeR
=x(10,12) + y(0,113) ; xyeR
~U=((10,12),(0,1,13))
(i) Por ver que los vectores de B, ={(1,0,1,2),(0,1,1,3) sean Li.
Es decir, que existen Unicos a,b € R nulos, tales que:
a(1,0,1,2) + b(0,1,1,3)=(0,0,0,0)
U
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=a=b=0

. Son L.i.

(iv)  Porver que (B,)=U, esto es:

(1) (B,)cU

Por definiciébn queda demostrado

(VRS §<Bu>

3(x,y,z,t)eU,a,feR tales que:

(% y,2,t)=a(10,1,2)+5(0,113)

Asi U =(B,)

~{(1,0,1,2),(0,1,1,3)) es base para U , dim(U)=2

(b) Encontrar una base para U "W y su dimension.
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Sea (X,y,z,t)eU NW, entonces:

(x,y,z,t)eU A (x,y,z,t)eW
U
a(1,0,,2)+b(0,113)= (x,y,z,t) =c(L2-13)+d(112-1)

Luego, mediante O.E.F. resolvemos el sistema subyacente:

10 1 2 10 1 2 10 1 2
01 1 3|. o1 1 3|. |o1
12 -1 3| 430o2 -2 15300 -4 -5
11 2 -1 01 1 -3 00 0 -6
. 5 100 3

4 1000
0 :f 01o£f~ 0100
1 23(-1) -3
4§2001213(_1)001514[:15]0010
37]0001 224%0001

000 1) %%

—~ N < X
Il
© O o o

~(x,y,z,t)eUnW < (x,y,2,t)=(0,0,0,0)
Pero como U nW = {(0,0,0,0)}, el vector nulo no es base para U W , en

este caso decimos que dim(U nW) =0.

5. Sean B, ={(111),(2,0,3),(2.0,-1)} y B,={(10,1),(10,-1),(0,1,0)} bases de

R®. Hallar , P, tal que Ell[(x, y,z):|BZ =P [(x y,z)]Bl V(x,y,z)eR®.
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Sean a,b,c e R tales que:
(x,y,2)=a(111) +b(2,0,3) + c(2,0,-1)

U
@) a+2b+2c=x

(2) a=y
(3)a+3b— c=1z|/+2

@+@)=3a+8b=x+2z

N b:x—3y+22
8
Reemplazando en (3)
a+3b-c=z
U
y +3(X_3y+22j—c=z
8
y + 3x—-9y+6z _
8
3x—y—22=C
8
y
) X—3y+2z
[(X y,z)]Bl | T s
3X—y—-2z
8

Ahora se debe escribir B, como combinacion lineal de B,
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(L11)=2a(10,1) + b(1,0,-1) + ¢(0,1,0)
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; 21
2 2 y
_lo -1 3| x=3y+2z
- 2 2 8
1 0 0| 3x-y-2z
8

Por otro lado:

[(xy.2)], =(1,0.1)+ £(1,0,-1)+7(0.1,0)

U

Asi

> >
[ N+
N N

[(xy.2)],

< |

Entonces:
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, 51 x+2
2 2 y 2
0 -1 3| x=3y+2z _| X=z
2 2 8 2
1 0 0] 3&x-y-2z y
8

6. ¢ Es R®=V @W ? Justifique.

Para que sea suma directa V "W = {0R3} , a demas debe existir la suma

V+W =R?
Es claro que V +W =R?

Luego, por ver que V "W ={0R3} , €s decir:

Sea (x,y,z)eVnW, entonces

(x,y,z)eV A (x,y,z)eW
U U
(x,y,z):a(l,o,g}rb(o,l,%) A (x,y,z)=c(-139,8)
(x,y,z)=(a,b,ga+%bj A (x,y,z)=(-13c,9c,8c)
Entonces: (a,b,gaJr%bj:(—lSc,Qc,Sc)

(a+13c : b—9c,%a+%b—8c}=(0,0,0)
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a+13c=0 1 0 13 |(a 0
= b-9c=0 < 0 1 -9|b|l=|0
Satip_gc=0 S 1 gpe) \0
7 7 7 7

1 0 13
0 1 —9:—8—§+g
£ 1 7 7
- = -8
7 7
121 9
=4 —
7T 7
=-16=0
-. Secumple que a=b=c=0eR
VAW ={0,} = Vew
Entonces

R®=V ®&W
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Autoevaluacion n° 2
(Prueba afio 2004)

1.Sea V ={(12.1),(-19.18,—11),(3, -1 2)) < R® y W =(X, y, /L:X:i}ng
eaV = ((1.2.). ) (3-12) <Ry W={(xy2) =S -

(a) Héllese una base para V y para W,

(b) ¢Es R® =V @W ? Justifique.

(2.1) Sean U,V eR® definidos por: U=((2,-13)) y

\Y :{(x, y,z)! x+ky+z :O}. ¢Para qué valores de k se tiene R®*=U @V ?

(2.2) Sean B, ={(111),(2,0,3),(2,0,-1)} y B,={(1,0,1),(1,0,-1),(0,1,0)} dos

bases para R®.
(a) Hallar , P, tal que [(x y,z)]B = Py [(x y,z)]Bl, V(x,y,2)eR®

(b) Determinar x,y,zeR tal que [(x,y,2)] =

B,

w N
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3. Pruebe o refute. Justifique sus afirmaciones.

(3.1) U+W <V; donde UW <V yV esun K-e.v.

(3.2) UUW <V; donde UW <V yV esun K-e.v.
(3.3) (-2,8,6)e((2,-11),(-3,5,2))

(3.4) Si {u,,u,,u,} es Li. = {u,+u,,u, +u;,u, +u,} es Li. enV un K-e.v.
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Soluciones:
5 1
1. (a) Base para V ={[1,0,7j,(0,1,7j}

Base para W ={(-13,9,8)}

(b) R® =V ®W
2. (2.1) vkeR—-{1}, se tiene que U ®V

(2.2) (a) B, Pal =

®lk ©olw O
| ol oo||L o
fo¢)

3. (3.1) Verdadero (3.2) Falso (3.3) Verdadero (3.4) Verdadero

Se recomienda resolver los siguientes ejercicios:
Morras R., Johnson R. (1984). “Algebra Lineal”
Pagina 102, Lista de Ejercicios N° 5.

Pagina 130, Lista de Ejercicios N° 6.
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