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Transformaciones Lineales (T. L.)

Definicion
Dados V, W dos K —espacios vectoriales. Una aplicacion f:V —-W tal que

verifica:

(i) fv,+v,)=f(v)+ f(v,), Vv, eV y
(i) f(Av)=Af(v),VieK,VveV

Recibe el nombre de Transformacion Lineal (T.L.)

Notacion: L(V®™ W ™)={f:V W/ f es transformacion lineal }

V™ :V es un K —espacio vectorial de dimV =n

1

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Karla Gonzdlez, Verénica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)




Universidad de
BIPlaya Ancha

Labfe]sam Lin-Modulo 5: Transformaciones Lineales

Definiciones

Sea f:V —-W una Transformacioén Lineal:

(1) Si V=W, diremos que f es un Endomorfismo de espacios

vectoriales.
End(V,W)={f :V W/ f es transformacion lineal}

(2) Si ademas f es inyectiva, diremos que f es un Monomorfismo.

Mon(V,W) = {f :V W/ f es transformacion lineal inyectiva}

(3) Si ademas f es epiyectiva, diremos que f es un Epimorfismo.

Epi(V,W) :{f 'V —->W/ f es transformacion lineal epiyectiva}

(4) Si f es biyectiva, diremos que f es un Isomorfismo.

Iso(V,W)={f :V ->W/ f es transformacion lineal biyectiva}

(5) SiV=W vy f es biyectiva, diremos que f es un Automorfismo.

Aut(V, W) ={f :V -V / f es transformacion lineal biyectivo }

Ejemplo
Pruebe que f:R*> - R? tal que V(x,y)eR?, f(x,y)=(X+Yy,Xx—Yy) esun

isomorfismo de espacios vectoriales.

1. Por ver que f es transformacion lineal
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(i) Dados (x,Y),(u,v) € R?
f((x,y)+(u,Vv))=f(X+u,y+vV)
= ((x+u)+(y+v),(x+u)=(y+Vv))
=(X+y+U+V,X—y+U—V)
=(X+y,X=y)+(UuU+v,u—-v)
=f(x,y)+ f(u,v)
(i) Dados A eR,(x,y)eR?
f(A(x,y)) = (2%, 2y)
= (AX+ Ay, AX = Ay)
=(A(x+Yy), Ax-Y))
=A(X+Y,X=Y)
= (X, Y)

. De (i) y (i), f estransformacion lineal.

2. Por ver que f esinyectiva

Dados (x,Y),(u,v) e R?.

Lin-Médulo S: Transformaciones Lineales

Si f(x,y)=f(u,v) entonces (x+y,x—y)=(U+Vv,u—v)

X+y=U+V
—
X—y=Uu-V

Sumando y restando: 2x=2u A 2y=2v

X=U A Y=V

s (% y)=(u,v), f esinyectiva.

Hasta aqui, f es inyectiva
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3. Porver que f es epiyectiva

V(u,v)eR?, debe existir (x,y)e R? tal que

f(x,y)=(u,v)
= (X+y,x=Yy)=(u,v)
U

X+y=u

X—y=V
2X=U+V 2y =u-V
_utv o A y=u_VeR
H(M,U_VJERZ tal que f(ﬂ,ﬂj:(u,v)

2 2 2

. f es Epimorfismo

Luego de 1, 2y 3 se tiene que f es un Isomorfismo (es un Automorfismo).

Nota: Como f es Isomorfismo, f es invertible donde

f*:R? > R’ tal que (x, y)w(%%)
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Propiedades

Sea f eL(V,W) donde V,W son K —espacios vectoriales entonces se verifica

en toda transformacion lineal:

1. £(0,)=0,

2. Ker f:={veV:f(v)=0,}<V

3. Imf ={weW:3veVtal que f(v)=w}<W o bien Imf :={f(v):veV}
4. f es monomorfismo ssi Ker f ={0,}

5.Si H <W entonces f*(H)<V

6. f eL(V,W) entoncessi L<W = f(L)<W

Demostracion propiedad 1.

Sabemos que 0, +0, =0, , aplicando f se tiene
f(0, +0,)=f(0,); pero f es transformacion lineal, entonces
f(0,)+ f(0,) = f(0,); sumamos en inverso aditivo de f(0,)
£(0,)+ F(0,)~ F(0,)=f(0,)- f(0,); - f(0,) W
Ademas sabemos que:
f(0,)-f(,)=0, , reemplazando
f (Ov) +0y =0y
f(0,) =0,

Demostracion propiedad 2.

i. Es claro que Ker f <V (por definicidn),

ademas Ker f #® pues 0, e Ker f,yaque f(0,)=0,
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ii. Dados x,y e Ker f, p.d. que x+yeKer f

Se tiene que:
f(x+y)=f(X)+f(y); f esT.L.
f(x+y)=0, +0,
f(x+y)=0,

. X+yeKer f

iii. Dado A eK,veV, p.d. que AveKer f

Se tiene que:
f(Av)=Af(v); f esT.L.,, veKer f

f (Av) = 20,
f(Av) =0,
S AveKer f

Luego de i, ii y iii se demuestra que Ker f <V

Demostracion propiedad 4.

i. f es Monomorfismo=> Ker f ={0, }
Como {0, jc Ker f basta demostrar que Ker f < {0, }
Dado xeKer f, p.d. que x=0,, entonces f(x)=0,
Por otro lado, 0, = f(0,)
Luego,
f(x)=f(0,), pero f es Monomorfismo (inyectiva)
x=0,, Ker f {0, }

. Ker f ={0,}, cuando f es Monomorfismo.

6

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Karla Gonzdlez, Verénica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)




Universidad de
BIPlaya Ancha

Labfe]sam Lin-Modulo 5: Transformaciones Lineales

ii. Ker f ={0,}=es Monomorfismo f
Como f eL(V,W) basta demostrar que f es inyectiva
Dados x,y eV
Si f(x)= f(y) entonces
f(x)-f(y)=0,; f esT.L.
fx)+f(=y)=0,
f(x=y)=0,
U
x—yeKer f,pero Ker f ={0,}
x-yefo,}
U
x-y=0, enV
X=Yy

Luego de iy ii se demuestra que f es Monomorfismo ssi Ker f = {OV}

Demostracion propiedad 5.
i. Es claro que f*(H)=¢ pues 0, € f *(H) yaque 3 0, eV
Tal que f(0,)=0, ,
Como H <W =0, € H ; por definicién de subconjunto

fH(H) = {v eV:3heH, f(v)= h}; conjunto imagen reciproca o inversa
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ii. Dados v,,v, € f *(H), p.d. que v, +v, e f *(H)
Si v,v, e f*(H) entonces 3 h,h,eH
Talque f(v)=hnf(v,)=h,
Setiene: f(v,+v,)=f(v)+ f(v,)=h+h, (pues f esT.L.)
Donde: h+h,=heH <W

Luego para v, +Vv, €V existe h:=h +h,eH talque f(v,+v,)=h

v +Vv, e FH(H)

ji. Dado A eK,ve f *(H), p.d. que Ave f *(H)
Como ve f*(H) entonces 3 heH talque f(v)=h
Luego, para 1K, (H <W)
setiene Af(v)=f(Av)=1iheH
- Ahe f*(H)

De i, ii y iii se demuestra que f*(H)<V
Proposicion

Sea f e Mon(V,W) si {vl,vz,...,vr}sv es linealmente independiente, entonces

{f(v), f(V,),..., f(v,)}<W es linealmente independiente.
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Demostracion

Supongamos que existen o, a,,...,a, € K

Tales que

o -f(v)+a,- T(V,)+..+a,-T(v,)=0,,p.d ¢ =0Vi=1..r
Si Z“i f(v,) =0 entonces por ser f una T.L.
i=1
Se tiene ) f(av,) =0
i=1
Ademas podemos decir (> av;)=0=> av; e Ker f
i=1 i=1
Previo

Dado f eL(V,W), f es Monomorfismo < Ker f ={0,}

Como f es Monomorfismo tenemos Ker f :{OV} (lema previo),

)
Entonces: » av, =0,, cOMO {v,V,,...,v,} son Li., por hipétesis,
i=1

Entonces: ¢, =0 paratodo i=1,...,r

s ATW), TV, (V)] es L.

Demostracion
Previo
Dado f eL(V,W), f es Monomorfismo < Ker f ={0, }
=] Como {0, }<Ker f, pues 0, {0, } =0, eKer f,yaque f(0,)=0,,
Basta demostrar Ker f <{0, }
Dado xeKer f, setiene que f(x)=0,

Por otro lado:

f(0,)=0,, f esT.L.
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Asi
f()=1(0,)

Como f esinyectiva (f es Monomorfismo)
Se tiene:

a =0,, en consecuencia Ker f ={0,} cuando f es Homomorfismo.

<:]Basta demostrar que f es inyectiva, esto es:
Si f(x)=f(x,), por demostrar que x, =X, .

Se tiene, f(x)=f(x,), entonces f(x)—f(x,)=0
pero f esT.L., luego f(x)—-f(x,)=f(x,—x%,)=0
lo que implica X, — X, e Ker f
Por hipétesis

Ker f ={0,}

luego x —x,=0
SOX =X

Definicion
Sea V un K —espacio vectorial y H <V, se define la clase lateral izquierda
de Hen V determinada por v como

v+H={v+h:heH} ,

También llamada, coclase izquierda.
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Proposicién
Sea V un K —espacio vectorial y H <V entonces
1.v+H=H ssiveH

2.V,+H=Vv,+H ssiv,—-v,eH

Demostracion 1.
=] Dado xev+H = x=v+H, heH,perov+H=H
Luego v+h también e H
Luego v+heH =3 h'eH talque v+h=h" Gnico H <V
v=h'-heH

. veH

<]SiveH pd. vtHcH A Hcv+H

i. Dado xev+H =3heH tal que x=v+h pero por hipétesis ve H ,
Luego
. XeH

SV+HcH

ii. Sea ye H,veH por hipotesis
Como H<V =V +yeH ademas veV entonces 3 heH
Tal que
V+y=h=y=-v+h,
o yeV+H

~ Hcv+H

Nota: En la proposicién 2. se define una Relacién de Equivalencia.
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Definicion
Dado V un K —espacio vectorial y H <V se define:

\%_' ={v+H:veV}, se define en \%_' unal.c.i.

+: \%_' x\%_' —>\%_| tal que Vv, +H,v, +H e\%_',

(v, +H)+(v,+H)=(v,+Vv,)+H
por ver que esta bien definida:
Si (v,+H,v,+H)=(x+H,y+H)
= V+H=x+H A Vv,+H=y+H
U U
v,—xeH A V,—yeH

U
v, —X)+(M,—-y)eH, HV

v, +Vv,)—(x+y)eH
U
MV +Vv,)+H=(X+y)+H
S+ H)+ (Vv +H) =X+ H)+(y+H)

Teorema

Dados V un K —espacio vectorial y H <V , entonces (\%-I ,+) es un

K —espacio vectorial

12

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Karla Gonzdlez, Verénica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)




Universidad de
BIPlaya Ancha

Labfe]sam Lin-Modulo 5: Transformaciones Lineales

Demostracion

I % ,+) es un grupo abeliano

i.1 + esta bien definida
i.2 + es asociativa
i.3 + es conmutativa

i.4 Debe existir neutro

Vv :
Ix+H GA tal que:

(v H)+ (x+ H) = (x+ H) + (v+ H) =v+H, Vv H eV

Supongamos
(V+H)+(X+H)=(v+H)

= V+x)+H=v+H

U de Clases Laterales
(V+x)—veH

= XeH

Luego x+H =H (propiedad 1)

. V
.. El neutro en %—I es H
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1.5 Debe existir opuesto
Vv+H e\%_' , debe existir w+ H e\%_' tal que
(v+H)+(w+H)=(w+H)+(v+H)=H
Supongamos que: (v+H)+(w+H)=H
U

(v+w)+H=H
=Vv+weH
—3dheH talque v+w=h
= W=-V+h—veV,heH

=>we-V+H

LuegoW+H=-v+H

. \Y; _ \Y
.. El opuesto de v+H en %_' es v+He%_|

Hasta aqui (\%—I ,+) es un grupo abeliano.

Nota: Dos elementos cualesquiera de una clase definen una misma clase.
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Ahora definiremos una Ley de Composicion Externa:

ii) o1 KxV/H —>V/H
(k,v+H)>ke(v+H)
=kv+H

(Que verifica desde E1 — E4)

E.1: Vk,AeK;VYv+H eV/H se verifica lo siguiente:
(k+A)e(v+H)=k(v+H)+A(v+H)

Por definicién: (k+4)e(v+H)=(k+A)v+H

(
(kv+Av)+H

(kv+H)+(Av+H)

=k(v+H)+A(v+H)

Idem E2 E3 E4

En consecuencia, de (i) y (i) V/H esun K-e.v.
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Ejemplo

Consideremos K=2Z, = {6, }clase residual modulo 2 y V = Z3*

1 0)(0 1 -
H = , <Z3*“. Calcular V/H
0 0){0 O

oz ={(* P)ancaen)
16 26 o6 oG o) 26 DR oo o2 2)
R L R AT R
=llo oo o) E S Sl ofe o
o e s
{806 3 36 2)

Donde, a=0,=0;a=14=0:a=0,=1a =1 =1 respectivamente.

V/H:={v+H:veV}
Es claro que x+H =H ssi xeH.
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Luego YweH,v+H =H
0 0 10 01 11
+H = +H = +H = +H=H
(0 Oj (O Oj [O OJ (O OJ
0 0 0 0) (O 0)(O O
+H= + , +
10 1 0,10 0){1 O

0 0 00
+H +H
2 o o 3

iParticion!

El neutro de V/H es H

El opuesto de v+H es —v+H
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Teorema Fundamental de Homomorfismo

de Espacios Vectoriales (T.F.H.)

Proposicion
Sea V un K -espacio vectorial , H <V

Para cualquier
f:Vo>WT.L.y Hckerf

entonces existe una unica
¢p:V/H->W T.L.
Tal que

gor=f donde z:V —>\%_| es Epimorfismo.

En un diagrama:

H < ker f

T.L. dgtal quegor=f
Vs MNST.L.

Definamos

$:V/H W tal que V (v+H)e Vi, oV +H)=f(v)
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Por demostrar

(i) ¢ claramente esta bien definida
Siv,+H=v,+H
=V, +V,eH
Pero H c ker f , entonces
f(v,-v,)=0,, fesT.L.
f(v,)-f(v,)=0,Wes K-e.v. (tiene opuesto)
f(v,)="(v,)

.. T esté bien definida.

2)) Por ver que ¢ es T.L.

WV, +H,v, +H eV/H, se tiene:
P((vy+H)+(v,+H))=g((v, +v,)+H)

f(v+v,), f esT.L.

=f(v,)+f(v,)

=g(v,+H)+g(v,+H)

. ¢ es Transformacion Lineal

(2) Porverque ¢(A(v+H))=A¢(v+H);
#(A(v+H))=g(Av+H); f esT.L.

= f (Av)

=11 (v)

= Ap(V+H)
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(i) Porver que gerr = f

wWeV,por(v)=¢(V+H)

(iv) Unicidad:
Supongamos que existe ¢:V/H —-W tal que:

Vv ¢ H eV/H,¢(v+H)=f(v)

Tal que:
gpor=1;, VYveV
Se tiene:
(6o7)(v)=4(x(v))=  (v) = (= (v))
=¢(v+H)=¢(v+H);vYv+HeV/H
n=¢
Corolario

1.Enel T.F.L,si H=kerf entonces ¢ es Monomorfismo (T.L. Inyectiva)
2. Se verifica V/ker f =Imf (primer teorema de Isomorfismo)

2.1. Si se verifica corolario 1y f es Epimorfismo, entonces: V/ker f =W
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Proposicién
Sean V,W dos K -espacio vectorial , dimV =n, B, ={e,,e,,....e,} una base para

V , entonces:

Si X, %,,.. X, eW =3f:V->W TL.

e X;Vi=1..,n

n
Notar que VveV se tiene V:Za- e ,a; €K

i i
i=1

Definimos f:V —>W tal que

vis f(v)= Zn:aixi que es T.L.
i=1

En efecto:
(i) Yv,v, €V, por demostrar que f (v, +v,)=f(v,)+ f(v,)
Siv,v,eV =3a,a,,.,8, €Ky 3b,b,...b eK

Tales que

Luego
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=f(v)+f(v,)
(i) Dado AeK,veV.
Por demostrar f (Av)=Af(v) con v= Zn:aiei ,
i=1

Luego:

f(Av)=f ;tzn:aieij; V es K-e.v.
i=1

= f Zi(aiei)j; V es K-ev
i=1

= f i(ﬂ,ai)ei} Ao e K(i=1,...,n)
= > (a)x,
=Zn:ﬂ(aixi)

= ﬂ.zn:aixi
=Af(v)
sode () y (i), f esT.L.

(i) Por ver que f verifique:
Vi=1..nmf(e)=x

Notar que Ve, B, ={e.e,,....e, }

e =0-¢+..+0-¢ ,+1.¢,+0-¢ ,+...+0-€,

0 0

i+1

Luego

f(e)=0-x,+...40-X_,+1-X, +0- %, +...+0- X, =X,

i+1
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(iv) Unicidad
Supongamos que existe g:V —-W T.L.
Tal que
g(e)=x
Luego
g(e)=x="1(e)
.. es Unica.
Corolario
1.- Si dimW <dimV con m<n
f
e, X
e, > X,
base para V . En 2 X base para W
e A

m+1

-

n

Entonces f no es inyectiva.
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2.-Si dimV <dimW con n<m
f

Q=X
e, =X,

Entonces f no es epiyectiva.

Proposicion 1

Sean V,W dos K -espacios vectoriales. Si dimV =dimW entonces V =W

Demostracion
Sean dimV =n=dimW con B, ={v,,v,,...v,} ¥ By ={w,w,,...,w,}
Una base para V y W respectivamente.
Luego, segun proposicion anterior:
f:v ->W T.L. tal que

Vi = W,

Ilg:W —>V T.L. tal que
W, >V,
Luego
gef:V-oV
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Vi >V,
Es decir que
gef =id,
Y
fog:W—>W
W =W,
Es decir que
fog=id,

En consecuencia, tanto f como g son biyectivas.

.. Son Isomorfismo
SV =W

Proposicion 2
SeaV un K-e.wv.y H <V, donde dimV =n<w

dimV/H +dimH =dimV o bien dimV/H =dimV —dimH .

Corolario

Si f eI(V,W)

Entonces dimV =dim(ker f)+dim(Im f)

Nota: dim(ker f):= nul f

dim(Im f):=rg f
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Ejemplo
Sea f el(V,W). Entonces f es Epiyectiva = dimW <dimV

Demostracion

Por hipotesis f es Epiyectiva:
Entonces

dimV =dim(ker f)+dim(Im f)
| R

dimw
Matriz Asociada a una Transformacion Lineal

Sean V,W dos K -espacios vectoriales, dimV =n, dimW =my
B, ={Vi,V,, ..V, b, By ={W,,W,,..,W,} una base para V y W respectivamente.
Dado f el(V,W), entonces se puede definir:

vv.eB,;i=1..,n

fvi)=a, -w,+a, -w,+...+a,; W,

f(vi):iaki ‘w, ; a,eK, k=1...m;i=1..,n
k=1

Es decir:
V,—f(v)=a, w, +a, W, +..+a,, W,

V, > f(v,)=a, W, +a,, W, +...+a,, W

m
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V. >fv,)=a, w, +a, ‘W, +..+a, W

m

Luego
&; &y e &,
Ay Ay a
[ f ] — :21 22 2n
a, a, .. )

Es la matriz asociada a la Transformacion Lineal f respectodela B, a B, .
Notacion: [f]=_ [f] :>[f]BW
' By By By

Ejemplo

1. Determinar C2[f]c3 e R¥ donde f:R*—R® tal que:
V(xy)eR? f(xy)=(2x,x-y,3y) es T.L.

Se tiene:

RZ f R?}

(10)—(21,0)

(0,1)~(0,-1,3)

(2,1,0)=2(1,0,0)+1(0,1,0)+0(0,0,0)

(

0,-1,3)=0(1,0,0)+-1(0,1,0)+3(0,0,1)

2 0
[l =[1 -1|erR™
0 3

2. Hallar  [f], donde
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B,={(11),(1,0)} base de R*y B,={(1,0.1),(~10,0),(0,11)} base de R

f(xy)=(2x,x-y,3y)
Se tiene:
(1) (1L1)+—(2,0,3)

(2) (L0)~(2,1,0)={a'(1,0,1)+b'(-1,0,0)+c'(0,1,1)}

{a(1,0,1)+b(-1,0,0)+¢(0,1,1)}

a a’'
L], =|b b
c c
a=3
b=1
c=0
a'=-1
b'=-3
c'=1
3 -1
=|1 -3|eR®
0 1
Por ver si ker f ={(0,0)}
Sea (x,y)eker f = f(xy)=(0,0,0)
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f es Monomorfismo (T.L. Inyectiva)

Ejemplo
1. %: R [X]>R [X]

g
dx

Base canénica paraR, [x]

f >

{1, x,xz,...,x”}, entonces:
1-50=0-1+0-Xx+...+0-x"
X—>1=11+0-X+0-x*+...+0-x"
x> >2x=0-1+0-Xx+0-x*+...+0-x"

X2 53x*=0-1+0-x+3x*+0-x®+...+0-x"

X' > (n-1x"? =0-1+...4+0- X" +(n=1)x" 2 +0-x"" +0-X"

X" >nx"t=0-1+...40- X" +nx"t+0-x"

Luego
010 ...0
g 00 2 ...0
[—} =0 0 O
dx ..
O n
0 0O 0

Dado Ae K™" determinarlaT.L., f : K" - K™, asociada a A.

1
2.Sea A :£2 3 J Determine f la T.L. asociada a A:
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i. Respecto de la base candnica
ii. Respecto de la base B, ={(11).(-10),} B, ={12)(01)}

i.  A=[f]2, C,={10)(01)}base canonica de R’

f :R?* > R? tal que
o (xy)> f(xy)=?

Se tiene:
(1,0)— (1,0)=1(1,0)+2(0,1)=(1,2)
(01)— (01)=-1(1,0)+3(0,1) = (-13)

Por otro lado, V(x,y)e R’

(X, y) > f(x,y)=(x—y,2x+3y)

Nota:
Cuando tenemos la base canonica, el resultado lo obtenemos de la siguiente

forma;
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1 2
A=|3 4| = f:R*SR?
5 63><2

f(x,y)=(x+2y, 3x+4y, 5x +6y)

ii. Considero A:[1 _1J = [f]Bzz{ (12), (0.0) , definir f T.L. asociada a A
2 B={ (L), (-10)

f:R* > R?
L(xy)> f(xy)=?
Tal que
(L) — f@11)=112)+2(01)=(1,4)
(-1,0) - f(-10)=-112)+3(01) = (-11)

Por otro lado, V(x,y)e R’
(% y)=altD)+ A(-10)
a-pB=X=>p=y—X
U
a=Yy
Luego:

(x,y)=y@1)+(y—x)-10) /aplico f;
f(x,y)=yf @)+ (y—x)f(~10)
f(x,y)=y@L4)+(y—x)-11)
fxy)=(y.4y)+(-y+xy-x)
f(x,y)=(x,—x+5y)

f:R? > R?
(%, Y) > (X, —x+5Y)
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Otra forma menos 6ptima

f(x,y)=(ax+by ax+b,y)

ii. —(L1)—>(a, +by,a, +b,)=(14)
U
a+b=1 A a,+b,=4

ii. —(-10)—>(-a,~a,)=(-11)
U
-,=-1 A -a,=1

De 1y 2, se tiene:
a+b =1 A a,+b,=4
a=1 A a,=-1
=b =0 =b, =4

f(xy)=(x,—x+5y)

Teorema

Sean V, W dos K —espacios vectoriales, dimV =n, dimW =m; entonces:
L(V (n) ,W (m)) ~ K ™D

o LV ™ wm) 5 g™

B, =base paraW
fis[f]”
B, =base paraV
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Propiedades

1. Sean Véf)1Wé:'),Ué§) tres K —espacios vectoriales de dimensiones n, m, p y

con bases B,,B,,B, respectivamente. Si f;gelL(V,W) y helLW,U),

entonces:

L[+l =[f]s +[oly
2. [Af]7=2[f]y  ieK

3. [nf]y =[n]; [

2.Sea f eL(/™ W™) con matriz asociada [f]3* , entonces:

1. f esunisomorfismo, solo si [f];* es cuadrada regular (invertible),

con n=m.

2. f esun Isomorfismo, entonces:

f1:W >V tiene por matriz asociada a [f’l]? Z([f]Bz )1

Las demostraciones se dejan como ejercicio para el lector.
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Proposicién

Sea f eL(v™,w™) con C,y B, bases paraVy B, y C,bases para W.

Entonces:
[#15 =[idy ]2 [F15 [idv ]
VB1 idy . f >Wc2 idy \WBZ
f
Ejemplo

Sean B, = {(1,-3),(2-5)} una base para R* y B, ={(3,7,-1),(-10.5),(0,01)}

1 0
una base para R®. Tenemos A:=[f]* =| 0 1| paracierto f e L{/™ ,w™)
00

1. Hallar ker f, Imf, dimker f, dimIm f . Sin hallar f(x,y) en base
canonica.
2. Hallar f(x,y) en base canonica.

3. Halle lo mismo de 1, pero usando 2.

Solucién
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10
1. Sea A=[f]r=]0 1
00

e (ho-6)
o Jore
(e
ker A={(0,0)}:=((0.0))

dim(ker A)=0

o= )

(Es un vector asociado a los vectores de la base B,)
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Notar que el sub-espacio columna de A, SC(A), es:

SC(A)=((10,0).(0.1,0))

Luego:

3 -1 0 3 -1 0
Imf = 7 1+0 0 [+0 00 7 |+1 O |+0Q O
-1 5 1 -1 5 1

-1
Imf = 7 |+0+00+| O [+0

dim(ImA)=2

2. Consideremos C, base candnica de R? y C, base candnica de R®

Segun proposicion precedente, tenemos que:

) : ) 3 [ 2 ; 3 . Gy , [ B
[f]; =[ud]§3 [f]; [id, ]; ,0 bien, [f]; =[|dR3]BZ [f]: [.dRZJCZ
id, | RE, >Ry
Se tiene:
id,, 1Ry = Rg
(37,-1)— f(37,-1)=3(10,0)+7(0,1,0)+(-1)0,01)
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(-1,0,5) - f(~1,0,5)=-1(1,0,0)+0(0,1,0)+5(0,0,1)
(0,01)— (0,01)=0(1,0,0)+0(0,,0)+1(0,0,1)

L (3 1o
lid,|"=| 7 0 0
15 1

Sabemos que:

(la; )" =[], <[ial:
id, :RzBl — Réz
(1,-3)— f(1,-3)=1(1,0)+(-3)0,1)
(2,-5)— f(2-5)=2(1,0)+(-5)0.1)

L5 %)

. 1(-5 -2
Calculando su inversa = 1 3

En consecuencia:

-1 0y 0) o,
Cs - -
[fe=[7 0 0 1(3 1)
-1 5 0

3 -1 .,
C; _ - -
(=7 o (3 1}
-1 5
-18 -7
[l =|-35 -14
20 7

Por lo tanto:
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f:R* >R
V(x,y)— f(x,y):=(-18x—7y,~35x —14y,20x + 7y)

2. Hallar ker f (se deja de ejercicio para el lector)
Im f ={(a,b,c)e R*:3(x,y)e R*/ f (x,y)=(a,b,c)}
Si f(x,y)=(a,b,c), entonces:
(-18x—7y,~35x —14y,20x + 7y)=(a,b,c)

= -18x-7y=a
—-35x—-14y =D
20x+7y=c
Lo que implica: [_18 -3 20] el rg(f)=2
-7 =14 7

Entonces el conjunto imagen no es todo R?, solo un espacio generado

por los vectores, en este caso:

((-18,-35,20),(-7,-14,7)) < R’

dim(Im f)=2
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Diagonalizaciéon de Endomorfismos

Diagonalizacion de Matrices Cuadradas

Definicion
Sea TeEnd(V), donde V es un K —espacio vectorial , dimV <. Un

Subespacio V,cV es llamado invariante bajo T, o bien, T —invariante,

Si para cada xeV,, T(x)eV,; es decir, T(x) eV,, VxeV,. (*)

En otras palabras, si V, es T —invariante, entonces todo elemento x€V, es

transformado por T en un elemento del mismo Subespacio de V,.

Ejemplo
1. Si TeEnd(V) entonces kerT y ImT son T —invariante.
En efecto, sea xeker T, entonces T(x) =0 y puesto que Oeker T, se tiene (*)

ker T es T —invariante.

2. Mostrar que V, esT —invariante ssi T(x)eV,, (i=12,....k) donde

{X,, X,,....X | €S una base de V,.
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Recuerdo:

Dado B base de V y TeEnd(V), tenemos: [T],, matriz asociada a T .
Nulidad de T = dim ker T
Rangode T=dimImT

Estudiaremos bajo que condiciones de T podemos encontrar bases adecuadas
de tal forma de representar a T mediante una matriz “simple” (diagonal o
triangular). Es decir, intentaremos responder las siguientes interrogantes, entre
otras: ¢Se puede representar toda T. L. T por medio de una matriz diagonal
con respecto a alguna base ordenada? Si no, ¢Para qué T. L. T existe una
base semejante?, ( Como se puede encontrar tal base si existe?, si tal base no
existe, ¢ Cudl es el tipo mas sencillo de matriz por el cual puede representarse
T?.

Valores y Vectores Propios

Definicion
Dado T eEnd(V),dimV =n,V es un K —ev. Diremos que 1<K es un valor
propio de T, si y solo si, existe v=0eV tal que:

T(v)=Av Valor Propio o Autovalor

Notar que: T(v)=Av; | Endomorfismo (T.L) identidad 1(v):=v; Vv eV
Siy solo si, T(v)—Al(v)=0
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Si'y solo si, veker(T —Al)

Siy solosi, (T—A1)=0 es no invertible matricialmente.

Sea Ae K™ (A matriz asociada al Endomorfismo |I,K=R 6 C ). Entonces,

son equivalentes:

2
3
4.
5

Nota:

A es un valor propio de A.
ker(A— A1) = {0}
|A-A1|=0

A- A1 es singular, no es regular y no es invertible.

|A—A1|:= p,(4) recibe el nombre de Polinomio Caracteristico de A.
pa(4)=|A-Al|=0 recibe el nombre de Ecuacion Caracteristica.

A es raiz (o cero) del polinomio caracteristico pA(/I)
Conocido 1K, diremos que el vector v=0 de V, tal que T(v)=Av,
recibe el nombre de Valor Propio asociado a A de T, existe al menos un

vector V=0 tal que T(V)=AV ~
l vector propio asociado a A

valor propio

ker(l —/1I) 0 ker(A—/II) es el Espacio propio asociado a A< K (valor
propio). Notacién: V(1):=ker(A—Al)
V(A)= {\7 eV :V es vector propio asociado al valor propio /I}U {(3} recibe el

nombre de Espacio Propio Asociado a 1.
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Observacion: V(1) <V . La verificacion se deja de ejercicio para el lector.

vi. El conjunto de todos los valores propios de A (o bien de T), recibe el
nombre de Espectro. V A raices del polinomio.
Sp(A)={1 € K : L es valor propio de A}

vii. Dado TeEnd(V)A4,4,,...,4 (distintos), valores propios se T, con
multiplicidades d,,d,,...,d, respectivamente. Entonces, diremos que T
es Diagonizable, si y solo si, la matriz asociada es una matriz diagonal.
dimV (4)=d,, i=1r , donde en la diagonal aparecen los valores propios.

dimV =>"dim(V(4,))=d, +d, +...+d,

i=1
siysolosi V=V(4)®V(1,)®...®V(4,),
Siy solo si existe una base B (formada por la unién de las bases de
cada espacio propio), tal que:
ﬂ’lldlxdl 0
Al
[T]B _ 2 " d,xd,
0 ﬁ’rldrxd,
Ejemplo

1 2 -
Sea A=|,  |eRk*a notar que A=[T], donde:

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Karla Gonzdlez, Verénica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)
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(X y) T (X y)=(x+2y,3x+2y)

Determinar: S (A) vectores propios, V(A), VA

Solucion
i pa(d)=]A-2Al
12 10
3 2 01
-1 2
A—-Al| = ‘
3 2-2

PA(2)=(-2)2-1)-6
p(A)=2-21-24+2*-6
pa(d)=2"-31-4

pa(4)=4*—-32—-4 Polinomio Caracteristico.

ii. Determinar S (A)
Pa(4)=0
&A% -31-4=0
(ﬂ—4)(l+l):0
=4 4 =-1
Sy (A)={4.-1

Multiplicidad (1 —4)* =4 multiplicidad de 2
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Multiplicidad: de 4, =4 esl1l y de 4,=-1es1

V(4),i=12
A =4=V (4)=ker(A-4ld)

v (4)2{(X’ y)e :(A‘4'd)@:(gj}

D
=5 L)
33 ]~21<”( 03 ﬁ]

. el sistema es —3x+2y =0, que tiene una variable libre, a saber:

Resolver:

44

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Karla Gonzdlez, Verénica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)




Universidad de
BIPlaya Ancha

Labfe]sam Lin-Modulo 5: Transformaciones Lineales

Resolver:

.. el sistemaes x+y=0

= X=-Y

=G0

Como las dimensiones de los espacios propios son iguales a las multiplicidades
de los valores propios asociados, entonces A es Diagonalizable.

R? =V(4)®V(-1)
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Tematicas del Capitulo

Formalizaciones

1. Teorema: Sea T € End(v) . Son equivalentes:
1.1 AeK; A es Valor Propiode T.

1.2 T—-21 no invertible.

1.3 ker(T - Al) ¢{6}. (No es inyectivo)

1.4 3v=0 tal que T(V) = AV
1.5 det(T—A1)=0

1.6 4 esraiz del polinomio p;,

Observacion: p, polinomio ménico de grado n. (i.e., coeficiente de x" es 1).

Demostracién queda de ejercicio para el lector.

2. Lema: Si A,BeM, (K) tales que A B son semejantes. Entonces p, = p,

Demostracion
A B semejantes = 3P eGL, (K) tal que P*AP=B
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Pa(X) =det(A—xI)
= det(P*(A—xI)P)
— det(P*AP — xP'P)
=det(B—xlI)
= Ps(X)
Pa = Ps

Ejercicio: Sea AeM, (K). Demostrar que p,=p, .

Observaciones

1. p; no depende de la base que se escoja.
2. Asociado a cada Valor Propio 4,3V (1) Subespacio Propio asociado al Valor

Propio 1.

3. Teorema: Sea T e End(V), 4, 4,,..., 4, Valores Propios distintos de T .

SeaW =V(4)+V(,)+..+V(4). Entonces W =V (4)®V(L,)D..&V(4,).

Ver demostracién en texto “Algebra Lineal”, Barbolla.

4. Observaciones: Dado T e End(V)

4.1 T es diagonalizable < 3B base de V tal que

A 0
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4.2 Supongamos que T es diagonalizable y
Pr(¥) = (x=A)" (x=24,)"%... (x=4)*
d,+d,+..+d, =n; (n=dimV)

3B base de V tal que

[Tl

Il
o
N

0 Ao,
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Nota: B esta constituida por vectores propiosde T .

5. Teorema (de Diagonalizacién)

SeaV un K-ev.,dimV =n,T eEnd(V), 4,...,4, valores propios distintos de T .
V(4)=ker(T -4 1)

Entonces son equivales:

5.1 T es diagonalizable

5.2 p(X) = (x=A)% (x=A4,)%...(x— 4, )%
dimV (1) =d,

53V =V(4)®V(1)®..0V(4)
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Demostraciones

5.1 = 5.2: 3B base de Vectores Propios tal que

A 0

[T]=

p; (X) =det(xlI =T)

=det| — +
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X—=4 0

X~ 4,

= (X A)% (X = A)"
Ademas, dimV (4)=d.
52 = 53:SeaW=V(4)BV(L)S..0V(L)V
dimW =dimV (4)+...+dimV (4,)
=d, +..+d,
=n

= W=V

5.3 = 5.1: Sea B, base de V(4,);...; B, base de V(4,);...;

k
Luego B=| JB, basede V vy

i=1

A 0

[T]=

0 A
51
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Ejemplo
Calcular Valores Propios, Vectores Propios y diagonalizar:

9 4 4
8 3 4
16 8 7

Desarrollo
Se tiene:

(a) Polinomio Caracteristico:

Xx+9 -4 4
p,(X)=det(xl-A)=| 8 x-3 -4
16 -8 x-7

Pa(X) = (x+1)* (x~3)
Luego
SpA={4=-1;2,=3}, A de multiplicidad 2

(b) Vectores Propios asociados al Valor Propio 4, =-1
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-9 4 4)\(x
-8 3 4|y|=(-1)|y
-16 8 7)\z z
U
—8X+4y+4z=0
—8x+4y+4z=0

-16x+8y+8z=0

X
y|eR*:=2x+y+z=0¢y B ={(1,0,2);(0,1,-1)} base de V(-1)
z

© Ve =

(c) Vectores Propios asociados al Valor Propio 4, =3
-9 4 4)\(x X

-8 3 4|y|=3|y
-16 8 7)\z Z

U
@ -12x+4y+4z=0
(2) —-8x+4y=0
(3 -16x+8y+4z=0
U
de(2) Zz=2X z=2X
=
de(@)y(3) -3x+y+z=0 y=—-z+3X=X
Luego
V(4 =3)={(x,x2x):xe R} =((1,1,2))
Asi

B, ={(1,1,2)} base para V (3)
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Conlocual B=B,UB, = {(1,0, 2),(0,1,-1),(1,1,2)} es base de Vectores Propios

Luego 3P eGL, (R) tal que

-1 0 0
PIAP=| 0 -1 0|, A=[T],
0 0 3
-1 0 0
0 -1 0|=[T],

0 0 3

Notar: P*AP=P*[T|P=[T], , donde P= QEB , queda de ejercicio su

verificacion.

6. Observacion: Sea Ae M, (K), (e K™)

A es diagonalizable < 3P eGL, (K) tal que PAP es matriz diagonal.

7. Teorema Cayley — Hamilton (C - H)
SeaTeEnd(V); dimV=n<o

Entonces p,(T)=0

Aplicacién del Teorema de Cayley - Hamilton

al Célculo de la Inversa de una Matriz

Ejemplo

1 2
Dado A=(3 1). Determinar A™ via C — H. Se tiene
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Luego

Lin-Médulo S: Transformaciones Lineales

pA(X) = ‘1

P (A)=0 < A*-2A-51=0
A? —2A=5]
A(A-21) =5l

A(A=21)
5

Ail — A_ZI

. . -1
Se deja para el lector terminar de calcular A

William Rowan Hamilton
(1805 - 1865)

Eduardo Cabrera de Arrizabalaga (profesor quia), Karla Gonzdlez, Verénica Ledn & Lissette Venegas (tesistas 2009)

Fue un matemaético, fisico, y astronomo irlandés, que hizo
importantes contribuciones al desarrollo de la 6ptica, la
dindmica, y el &lgebra. Su descubrimiento del cuaternion es
quiza su investigacion més conocida. El trabajo de Hamilton
en dinamica fue después decisivo en el desarrollo de la
mecanica cuantica, donde un concepto fundamental llamado
hamiltoniano lleva su nombre. Hamilton demostré su inmenso
talento a una edad muy temprana, cosa que hizo decir al Dr.
John Brinkley, astronomo y obispo de Cloyne, en 1823,
cuando Hamilton tenia 18 afios: "Este joven, no digo que
serd, sino que es, el primer matematico de su tiempo".

Al final de su vida tuvo graves problemas de alcoholismo.
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Guia de gjercicios

1. Pruebe que f:R* »>R? tal que V(x,y)eR?

f(x,y) (x+y,x—y) esunisomorfismo se espacios vectoriales.
Es decir:
0] Por verque f esT.L.
(i) Por ver que f esinyectiva (1-1)

(i)  Porverque f sea Epiyectiva.

Solucioén:

0] Por verque f esT.L.

Dados (x,y),(u,v) e R?
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f((xy)+(u,v))=f(x+u,y+v)

=(X+U+y+V,X+U—-y—-V)
=(x+Yy,Xx=y)+(u+v,u-v)
=f(xy)+f(uv)

Dado 2eR,(X,y)eR’

f(A(xy))=f(ax1y)

(Ax+ Ay, Ax— 1Y)
(A(x+y), A(x=y))
A(X+Yy,x-Y)
A

f(xy)

o f esT.L
(i) Por ver que f esinyectiva (1-1)

Dados (X,Y),(u,v)eR? (dominio)
Si f(xy)="f(uv)

=(x+y,x=y)=(u+v,u—v)
X = =
Luego +y=U+V - X+y= U+V
X—y=u-V|/e—1 —X+y=—-U+V

1) 2x=2u A 2) 2y=2v
X=U y=Vv
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~(xy)=(uv) = f esi-l

Hasta aqui f es Monomorfismo.

(i)  Porverque f sea Epiyectiva.

V(u,v) e R?* (codominio), existe (x,y)eR* (dominio), tal que:

f(xy)=(uv)

Supongamos que f(Xx,y)=(u,v)

Entonces: (x+y,x—y)=(u,v)

X+y=u X+y= u
=
X—y=v|l—1 —X+y=-V

1) 2x=u+v A 2) 2y=u-v
LUty y=U=V g
2 2
Luego f(%,ugvjeﬂ%z tal que:

f(u—;\/,?jz(u,v)

f es Epiyectiva
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-.de (i), (i), (iii) se sostiene que f esisomorfismo (Automorfismo)

2. Dado Ae K™ determinarla T.L. f:K" —> K™ asociada a A.

1 -1 oyo
Sea A= e R**.
2 3

Determine f T.L. asociada a A:

(1) Respecto de la base candnica

(i)  Respecto de las bases B, ={(1,1),(-10)}; B, ={(1,2),(0,1)}

Solucion:
0 A::[f]ii donde C, ={(1,0),(0,1)} base canénica de R
f :R* > R? tal que
(x,y) f(x,y)=? T.L

(L0) f(1,0)= 1(1,0)+2(0,1)=(1,2)
(0,1) f(0,1)=-1(1,0)+3(0,1)=(-13)

Se tiene:

Por otro lado: V(x,y)eR?
(x,y)= x(1,0)+y(0,1)/ f T.L.
f(x,y)=f(x(10)+y(0,.1))

= f(x(1,0))+ f(y(0,1))

=xf(L0)+yf(0,1)
=x(12)+y(-13)

S F(xy)=(x-y,2x+3y)
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(i) Determine f T.L. asociada a A respecto

8, ={(11).(-1.0)}; B, ={(1.2),(0.1)}

Considere A=| . =[f]>
2 3)7 .

f:R* > R? tal que

(x,y)— f(xy)=? T.L.

Por otro lado, V(x,y)eR?

(x,y)=a(11)+8(-10)

X a=y
=y B=-x+y

de

las

bases:
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S (X y)=(x—x+5y)

fiR? > R?
(x,y) f(xy)=(x—x+5y)

Respecto de las bases B, y B,.

1 2
3. Sea A:(s ZJERZXZ, notar que A=[T] donde

T:R*> > R?
(X, Y)>T(XYy)=(x+2y,3x+2y)

Determinar, para todo A, que:

() Sp(A)
(if) Vectores propios
(iii) V (2)
Solucion:
() pa(2)=|A-Al]
1 2 1 0
S I
3 2 01
‘1—& 2
= entonces:
3 2-

pa(4)=(1-4)(2-2)-6
2 A-2A+77—6
—A2-3)-4

©.pa(4)=2%-32-4} Polinomio Caracteristico.
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Luego, como ya se tiene el Polinomio Caracteristico, ahora se debe calcular

Sp(A), para esto, se debe igualar el Polinomio Caracteristico a cero para

obtener la Ecuacidon Caracteristica.

pA(z):o
A2-31-4=0
(A-4)(A+1)=0

A=—4 AN A=1

- Sp(A)={4,-1}

(if) Multiplicidad de 4, =—4 es 1
AL=1lesl

V(4); i=12

o 4 =425V (4)=ker(A-4Id)
={(x, y)eR? :(A—4Id)®]:[gj}

1-4 2
Entonces: (A—A4ld) = 3 24

:>(A—4Id)=(_33 _22]
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S SJRels )

.. El sistema es —3x+2y =0, que tiene una variable libre, a saber, x.

= —-3x+2y=0
2y =3Xx
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SV (A =4)= <@> dimv (4)=1.

2
(3} es el vector propio asociado al valor propio 4.

o 4, =—1=V(-1)=ker(A+1d)

foeaon(3-()

3 2-A

:(A+Id):(§ Q

1- 2
Entonces: (A—/’tld)=( A j

.. El sistemaes x+y=0
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=>x+y= 0

-1
[ ] es el vector propio asociado al valor propio -1

4.Sea gel(R*R*) T.L.

B, = {(1’ 2) ' (_2’1)}

B, ={(110),(-110),(0,0,2)}

(i) Defina explicitamente g (X, y)

(i)  Hallar ker(g)

Solucioén:

Lin-Médulo S: Transformaciones Lineales
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(i) Defina explicitamente g(x,y)
g:R* > R® tal que

(xy)~>a(xy) V(xy)eR’

(xy)=a(L2)+A(-2.1)
U

a—-23=X a—-23= X
200+ [=Yy|l2 da+2p=2y

Sa=X+2y=>a= X+2y

Reemplazando « resulta lo siguiente:

X+2y
20 =X
) B

X+2y
—X=2
z B
—4x+2y
T "r_9
3 B
—2X+Y
5

Ahora, se debe buscar la T.L. reemplazando los valores de «, f enlac.l.

= p

(x, y):X+52y(1,2)+y_52X(—2,1) /g TL.

X+2y
5

y —2X

9(xy)= g(-21)

9(L2)+
—_ 5 N —
M @)
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Ahora anotamos g¢(1,2) igual a la combinacién lineal de los vectores del

recorrido (Bz) y los numeros que multipliquen a cada vector son los de la matriz

gue nos dan.

1) 9(1,2)=1(11,0)+2(-11,0)+-1(0,0,2)
9(12)=(-13-2)

(2) 9(-2,1)=0(1,1,0)+1(~110)+1(0,0,2)
g(-21)=(-112)

Ahora se reemplazan estos valores en g(X,y)

2 2
g(xy)= X+5 (-13,-2)+2 - X(-11,2)

_(—x—2y+2x—y 3x+6y+ y —2X —2x—4y+2y—4xj
5 5 5 5 5 5

- ( X —53y , X +57y , _6X5_ 2yj es la Transformacion Lineal pedida.

(ii) Hallar el ker(g)
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1 -3 0
0 10 off
—200(%]

f~21§1)

1
0
36 | 0

= x=0, y=0

|
N
© P 9 oo o
o o

(@)

ker(g)=(|01), dim(ker(g))=1

1

5. Sean f e I(R? R?) tal que: f(x,y)=(x+2y,3x-2y)

gel(R?) tal que [g

B={(21).(12)}

Probar que f esT.L.

Solucioén:

Dados (X,Y),(u,v) e R?

b5

Lin-Médulo S: Transformaciones Lineales

-3 0
1 0
-20 0

1
j, donde C, es la base candnica de R® vy
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f((xy)+(u,v))=f(x+u,y+v)

(X+U+2y+2v,3x+3u—2y—2v)

(X+2y+u+2v,3x—2y+3u—2v)
(x+2y,3x—2y)+(u+2v,3u—2v)
f(xy)+f(uv)

Dados €K, (x,y)eR?
f(A(xy))=f(ix2y)

=(AX+21y,3Ax-22Y)
= (A(x+2y),A(3x-2y))
= A(x+2y,3x-2y)

=2 f(xy)

.. f es Transformacion Lineal.

6. Respecto del ejercicio precedente, defina f o g

Solucién:

Recuerda que: g l(R?) tal que ¢ [g], :(2

1
3 Oj' donde C, es la base canonica

de R? y B={(21),(12)},

g:R* > R?
Entonces
(xy)—a(xy)
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(x,y)=a(1,0)+5(0,1)

N
< |
>

i)
Il
<

=(xy)=x(10)+y(01) /g T.L

g(x,y)=xg(10)+yg(01)
M @

Reemplazando:

a(xy)=x(7,8)+y(21)
=(7x,8x)+(2y,y)
=(7x+2y,8x+Y)

Ahora,
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Lin-Médulo S: Transformaciones Lineales

(f og)(x,y) =f (g(X, y))

f(7x+2y,8x+Y)
(7x+2y+16x+2y,21x+6y —16x—2y)
(

23x+4y,5x+4y)

Autoevaluacion n° 3
(Prueba afio 2007)

1.Sea T eL(R®,R°)tal que: T(X,Y,2)=(x-3y+32,3x—5y+32,6x—-6y+4z),

determine
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(i) Sp(T)
(i) Espacios propios asociados

(i)  ¢Es T diagonalizable?

f(111)=(123)
2.Sea felL(R® R°) tal que: f(1,1,0)=(321)
f (1,0,0)=(0,1,0)

(i) Hallar f(x,y,z) T.L.
(i) Determine ker f
iy  Imf

3. f eL(R® R®)tal que:

2 B 2 l
f(x,y)=(x+2y,3x-2y), g e End R?, tal que: [g]C2: 3 0 , donde
C,= base canonica, B={(2,1),(12)} base de R*

(i) Defina g(x,y) V(xy)eR?
(i) Defina fog V(xy)eR?

(i)  ¢Es fog unisomorfismo?, justifique

Soluciones:

() sSp(T)={-2,4}
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1
(i) \Y (—2) =(|1,/1(), V (4) ={|1
2

(i)  Sies diagonizable, pues R®=3

2.
(i) f(xy,2)=(3y-2z,x+y,y+2z)
0
(i) kerf=(0
0
i) Imf =R
3.

(i) g(x,y)=(7x+2y,8x+y)
(ii) fog, =(23x+4y, 5x+4y)

(iir) f og esisomorfismo

Se recomienda resolver los siguientes ejercicios:
Morras R., Johnson R. (1984). “Algebra Lineal”
Pagina 155, Lista de Ejercicios N° 7

Pagina 184, Lista de Ejercicios N° 8

Pagina 202, Lista de Ejercicios N° 9
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